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Vorwort

Indiesem Skript finden Sie die wichtigsten Definitionen und Rechenregeln der Analysis und Vektoralgebra,

wie sie z.B. in den Vorlesungen zur Theoretischen Physik benétigt werden.

Mit Grundbegriften, wie Mengenlehre, Zahlensysteme Folgen und Reihen, sowie der Analysis von
Funktionen einer reellen Verdnderlichen, wird in den beiden ersten Kapitel das mathematische
Schulwissen zusammengefasst. Das dritte Kapitel befasst sich mit grundlegenden Rechenoperationen
zwischen Vektoren und deren Anwendungen: Geometrie und lineare Abbildungen (lineare Algebra). Die
Differential- und Integralrechnung fiir Funktionen mehrerer Verdnderlicher (Skalar- und Vektorfelder)

schlieft sich an. Die wichtigsten Begriffe sind im Text in roter Farbe hervorgehoben.
Dieses Skript ersetzt kein Mathematikbuch. Insbesondere Beweise mathematischer Aussagen treten
gegeniiber praktischen Aspekten — Rechenregeln, wie sie in den theoretischen Naturwissenschaften

bendtigt werden - zuriick.

Hans Jiirgen Lidde
September 2012

Download free eBooks at bookboon.com


http://bookboon.com/

1 Grundlagen

1.1 Zahlen, Folgen, Reihen
In diesem Kapitel werden einige Grundbegriffe der Mathematik erklért: Dazu gehoren unser Zahlensystem
und Begriffe wie Folgen und Reihen. Der zweite Abschnitt enthilt einen Uberblick iiber Eigenschaften
elementarer Funktionen.
1.1.1 Vorbemerkungen
Der Begrift der Menge ist nach Cantor' die

...Zusammenfassung bestimmter, wohl unterschiedener Objekte

(Elemente einer Menge) unserer Anschauung oder unseres Denkens

zu einem Ganzen....

Dabei ist durch die Eigenschaften der Objekte eindeutig bestimmt, ob ein Element der Menge M
angehort (z € M) oder nicht (x ¢ M ). Zur Charakterisierung einer Menge schreibt man

M ={z |z Eigenschaft}

und spricht: M ist die Menge aller  mit der Eigenschaft x ist.... Eigenschatft....

Beispiele fiir Mengen sind die natiirlichen und reellen Zahlen

N = {n|n=0,1,...}
R = {x|x:reelle Zahl}

Endliche Mengen besitzen eine endliche Anzahl von Elementen (die Kardinalzahl) im Gegensatz zu
unendlichen Mengen. Man unterscheidet abzihlbar unendliche Mengen, wenn die Elemente mit Hilfe

der natiirlichen Zahlen abzahlbar sind, von iiberabzdhlbaren Mengen.
Zwei Mengen A, B

« sind gleich, wenn sie die gleichen Elemente besitzen
« sind gleichmichtig, wenn jedem Element aus .4 genau ein Element aus 53 zugeordnet werden
kann

« sind disjunkt, wenn sie kein Element gemeinsam besitzen.
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Folgende Relationen lassen sich zwischen Mengen definieren:

AcB={z|re A=z e B} Teilmenge
ANB={z|z€ ANz € B} Schnittmenge
A\B={z|xe ANz & B} Differenz
AUB={z|ze AV e B} Vereinigung

Die Symbole A und V bedeuten ,und‘ bzw. ,oder. Konsequenzen obiger Definitionen sind:

ACB N BCA=A=8
ANB = O = A, B sind disjunkt.

Man nennt O die Nullmenge.

Das kartesische Produkt zweier Mengen ergibt sich aus allen geordneten Paaren der Elemente aus A

und B
AB={z,y|re€ A yeB}.

Beispiel:

A={24} B=1{1,35}

A®B = {(2,1),(2.3),(2,5),(4,1),(4,3), (4,5)}
BoA = {(1,2),(1,4),(3,2).(3,4), (52), (5

Man sieht sofort, dass die Reihenfolge der Faktoren des kartesischen Produktes nicht vertauschbar ist.

Eine Abbildung zwischen zwei Mengen ist definiert, indem man den Elementen der Urbildmenge A
Elemente der Bildmenge B zuordnet. Andere Begriffe fir A und B sind Definitionsbereich und
Wertebereich der Abbildung.

Eine Abbildung
f:A—B
o st eindeutig (surjektiv), wenn jedes Element von /3 Bild eines Elementes von A ist
o isteineindeutig (injektiv), wenn die Zuordnung zwischen Bild und Urbild in beiden Richtungen

eindeutig ist

« heifStbijektiv, wenn die Abbildung injektiv und surjektiv ist, d.h. die Mengen gleichmachtig sind.
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1.1.2 Zahlensysteme

Wir haben schon zwei wichtige Mengen kennen gelernt: die natiirlichen Zahlen A/ und die reellen
Zahlen R.

1. N : Natiirliche Zahlen
Die Menge der natiirlichen Zahlen {0,1,2,3,...} ist definiert durch die Peano Axiome?

« 0 ist eine natiirliche Zahl.

o Jede natiirliche Zahl 7 hat einen bestimmten Nachfolger n'.

o Ausn/=m' folgtn =m.

« 0 ist niemals Nachfolger.

« Jede Menge natiirlicher Zahlen, die 0 und mit 7 auch dessen Nachfolger n’ enthilt,

umfasst alle natiirlichen Zahlen.

Das letzte Axiom wird auch als das Axiom der vollstindigen Induktion bezeichnet. Es ist

Grundlage eines wichtigen mathematischen Beweisverfahrens.

Es gibt viele wichtige Beispiele von Teilmengen der natiirlichen Zahlen, die in mathematischen

Anwendungen von Bedeutung sind.

Fakultit: das Produkt von 7 aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen definiert durch die

Rekursion

Up = NGp—1, a; =1

nennt man Fakultit und schreibt

nl=1x2x3x---xn, 0l=1

Die ersten acht Fakultiaten

n|0/1/2|3/4] 5 |6 | 7 8
n! |1 1]2]6]24]120 | 720 | 5040 | 40320

Als Anwendung findet man, dass die Anzahl der Permutationen einer Menge von 7 Elementen
gerade n! ist. Z.B. die Menge {1,2,3} bildet die Menge der Permutationen mit 3! =6 Elementen
{(123),(312),(231), (321),(132),(213)}. Die ersten 3 Elemente der Permutationsmenge nennt
man zyklische (im Uhrzeigersinn lesbar), die anderen antizyklische Vertauschungen der

Urbildmenge.
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Doppelfakultat: ist definiert durch die Rekursion

Ap = Ny, a1 =1,a0=2.

Die ersten acht Doppelfakultiten

O(112|3(4]5 6| 7| 8
11112 13]|8]15]24] 105|384

n
n!!

Binomialkoeffizienten sind definiert durch

() = =

Sie ergeben sich als die Koeffizienten im binomischen Lehrsatz

(a+b)? = a®+2ab+ b

B A

m=0
In der Wahrscheinlichkeitsrechnung bilden die Binomialkoefhizienten (:1) die Anzahl der
moglichen Kombinationen von m Elementen aus dem Vorrat von n Elementen ohne
Wiederholung. Z.B.: Gesucht sind alle Paare der Definitionsmenge {1,2,3,4}. Das Ergebnis
bildet die Menge mit den (3) =6 Elementen {(12),(13),(14), (23),(24),(34)}.

2. Z:Ganze Zahlen

Die Menge der ganzen Zahlen ist eine Erweiterung der natiirlichen Zahlen um negative Werte, d.h.

Z = NTUN~
Nt = N N ={n|nle NAn<0}.

Auf der Menge der ganzen Zahlen ist eine Rechenoperation (Addition) definiert, mit den

Eigenschaften

Die Gruppenaxiome der Addition

(A1) | Existenz des neutralen Elementes a+0 =0+a = a
(A2) | Existenz des inversen Elementes | a+(-a) = (-a)+a =0
(A3) Assoziativitét a+(b+c)= (a+b)+c

(A4) Kommutativitét a+b = b+a
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Die Eigenschaften (A1)-(A3) kennzeichnen eine Gruppe, in diesem Fall fiir die Addition.
Zusammen mit der Eigenschaft (A4) bilden die ganzen Zahlen eine kommutative oder
Abel'sche* Gruppe beziiglich der Addition.

Bemerkung: Die ganzen Zahlen bilden nicht nur eine Abel'sche Gruppe beziiglich der Addition,
sondern dariiber hinaus beziiglich der Multiplikation eine Halbgruppe (es fehlt das inverse
Element). Zusitzlich gilt das Distributivgesetz: damit bildet die Menge der ganzen Zahlen

einen Ring.
3. @Q: Rationale Zahlen
Um die folgende Gleichung
xa=0b, abeZ
nach der unbekannten Variablen = aufzuldsen, muss man beide Seiten der Gleichung durch

a dividieren. = b/a ist aber i.a. kein Element der ganzen Zahlen: wir miissen also unser

Zahlensystem erweitern und definieren die rationalen Zahlen

b
Q={x|z=a;a,bEZ/\a7€0}.

e
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Auf dieser Menge konnen wir eine neue Rechenoperation einfiithren: die Multiplikation. Man
sieht leicht ein, dass die Menge der rationalen Zahlen neben der Addition auch beziiglich der

Multiplikation eine kommutative Gruppe bilden (a, b, € Q)

Die Gruppenaxiome der Multiplikation
(M1) | Existenz des neutralen Elementes al=1la=a
(M2) | Existenz des inversen Elementes | a (1/a) = (1/a)a =1
(M3) Assoziativitit a(bc)=(ab)c
(M4) Kommutativitét ab=ba

Dariiber hinaus gilt das Distributivgesetz (eine Kombination von Addition und Multiplikation)

Distributivgesetz
(AM1) | Distributivitét | a (b+c) =ab+ac

Zahlenmengen, welche die Eigenschaften (A1)-(A4), (M1)-(M4) und (AM1) erfiillen, nennt
man Korper. Der Korper der rationalen Zahlen ist abzéhlbar unendlich, d.h. man findet eine

Abbildung von den rationalen Zahlen auf die natiirlichen Zahlen.

4. R :Reelle Zahlen
Noch immer reicht das Zahlensystem nicht aus, um die Ergebnisse aller bisher besprochenen
Rechenoperationen zu umfassen. Beispiele sind irrationale Zahlen: Quotient aus dem Umfang
und dem Durchmesser eines Kreises; Hypotenuse eines gleichschenkligen, rechtwinkligen

Dreiecks mit Kathetenldnge 1.

Irrationale Zahlen

s e V2
3.14159265... | 2.718281828459... | 1.414213562...

Die Dezimalstellen von irrationalen Zahlen folgen nicht einer GesetzmafSigkeit wie z.B. bei
rationale Zahlen mit Perioden (1/3= 0.333...; 204/445= 0.41212...). Man benutzt irrationale
Zahlen deshalb auch als Pseudozufallszahlen.

Die reellen Zahlen bilden einen Kérper und sind tiberabzahlbar. Auf dem reellen Zahlenkorper
sind alle folgenden Operationen mit den entsprechenden Inversen definiert: Addition
(Subtraktion), Multiplikation (Division), Potenzieren (Radizieren (Wurzel ziehen) aus positiven
Radikanden).
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5. C: Komplexe Zahlen
Die letzte Einschrankung erscheint willkiirlich. Deshalb erweitern wir das Zahlensystem
nochmals, um auch Wurzeln aus negativen Zahlen berechnen zu kdnnen. Dazu definiert man

die imaginére Einheit ¢ durch

it=—1, i=+—1L

Komplexe Zahlen lassen sich auf verschiedene Weisen darstellen. Man definiert sie tiber ihren

Real- und Imaginérteil und schreibt z.B.

z = T4y
xr =Rz y=Sz.

In einem Koordinatensystem, in dem die Abszisse die Realteile und die Ordinate die
Imagindrteile kennzeichnet, lasst sich jede komplexe Zahl als ,Zeiger* darstellen. Man nennt
diese Ebene die komplexe Zahlenebene. Zu jeder komplexen Zahl gibt es eine komplex

konjugierte Zahl z*(oderZz) mit der Eigenschaft

=x—1y,
nicht zu verwechseln mit
-z = —xr—
-2 = —xr+iy.

Der Betrag einer komplexen Zahl entspricht der Zeigerldnge

| 2 |= Va2 +y? = Vzrz.

Mm@

A

> Re@)

Abbildung 1.1: Zeigerdiagramm komplexer Zahlen
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Eine alternative Darstellung erhélt man iiber die trigonometrische Darstellung

z=2x+1iy =| z | (cos ¢ + isin ¢).

Man kann diese Darstellung mit Hilfe der Euler’schen Gleichung* vereinfachen

et = cos¢ptising
z = |z]e?
2 = |z e

Man nennt den Winkel das Argument der komplexen Zahl mit

tan ¢ = Y
x

Besonders wichtig fiir den Umgang mit komplexen Zahlen sind die folgenden Rechenregeln

fir z,w € C:
z=x 41y w=u-+w
z+w = (xdu)+i(yxo)
242" = 2Rz
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z—z2" = 23z

1z = —y+iz
2w = (zu—yv)+i(xv + yu)
P — $2+y2 :|z|2
zz = (2% —y?) +i2xy
z zw* U4 Yv . —xU+yu
w T oww w2
o= (2] ey =] e
Vzo= =]z |V" e/ (Hauptwert)
Inz = In|z|+ip (Hauptwert).

Wie man sieht ist z.B. die Division komplexer Zahlen etwas ,indirekt. Man muss zunichst

einen reellen Nenner erzeugen durch Erweiterung des Bruches mit dem komplex konjugierten

Nenner.
Beispiel:
443 (4+3))(2+31) (8-9) +i(12+6)
2-3i  (2—3i)(2+3i) 449
1 N 18
13" "3

Die komplexen Zahlen bilden wie die reellen Zahlen einen Korper. Diese Eigenschaft ldsst sich

unmittelbar aus den Rechenregeln ablesen.

1.1.3 Folgen und Reihen

Eine Abbildung f von der Menge der natiirlichen Zahlen auf eine Bildmenge nennt man eine Folge. In

der Regel entspricht die Bildmenge den reellen Zahlen. In diesem Fall nennt man die Abbildung eine

reelle Folge oder Zahlenfolge mit der Schreibweise

[ N—=R f=(ap,a1,.. ap,...

Fiir jedes Folgenglied gilt

a, = f(n) neN, a, €R.
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Wenn fiir alle 7 aus dem Definitionsbereich eine der folgenden Eigenschaften erfiillt ist, so nennt man

eine Zahlenfolge:

o positiv fir a,, > 0, negativ fiir a,, < 0.
o beschrinkt, falls a, < M (obere Schranke), a,, > L (untere Schranke).
« monoton, falls a,, < a,1 (steigend), a,, > a,41 (fallend).

o alternierend, falls a,a,,1 < 0.

Eine Zahlenfolge besitzt einen Haufungspunkt bei @, wenn fiir ein beliebiges € > 0 im Intervall
(a — €, a + €) unendlich viele Folgenglieder liegen. Jede Folge kann mehrere Haufungspunkte besitzen.
Gibt es genau einen Héaufungspunkt bei @, so nennt man a den Grenzwert von (a, ) und die Folge

konvergent oder Cauchy-Folge’

lim a, = a.
n—oo

Sonderfille: ist @ = 00, so ist die Folge divergent, ist @ = 0, so nennt man die Folge eine Nullfolge.

Aus diesen Definitionen leiten sich einige Eigenschaften ab:

(a,) konvergent = (a,) beschrinkt
(a,) beschriankt = (a,) besitzt mindestens einen Haufungspunkt
Satz von Bolzano-Weierstrafl
(a,) monoton = (a,) besitzt hochstens einen Haufungspunkt

(a,,) monoton und beschrankt = (a,) ist konvergent.

Beispiele fiir wichtige Zahlenfolgen sind:

o arithmetische Folgen: a, = ag +nqg — ( (1, 2,3,4,...), a0=0,g=1

o geometrische Folgen: a,, = a¢q", (¢ =

o (a,) =1(2,4,8,16,32,64,...), ap = 1 :2

« Fibonacci® Zahlen: Gy,19 = Gpi1 + ay, (a1 = ay
(a,) =(1,1,2,3,5,8,13,21,34,...).

=1) <

Reihen sind Summen von Folgengliedern
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Eine Reihe ist konvergent, wenn die Folge der Partialsummen
n
Sy = E a; lim s, =s
n—oo
i=0

konvergiert. Es gibt einige wichtige Kriterien fiir die Konvergenz von Reihen:

« das Majorantenkriterium: die Reihe 2 o bn ist eine Majorante von 2_n—0n, wenn ab einem
Folgenglied ko gilt ax < bk, k > ko. Ist 2_ bn konvergent, so ist auch > an konvergent.

o das Minorantenkriterium: die Reihe ZZO:O bn ist eine Minorante von fo:o an , wenn ab
einem Folgenglied ko gilt a; > by, k > k. Ist 2_ bn divergent, so ist auch Y @, divergent.

« das Quotientenkriterium: eine Reihe ist absolut konvergent, wenn es eine Zahl ¢ < 1 gibt, so
dass fiir alle & > Ky gilt | 2 < ¢,

ag

o das Leibniz Kriterium:” ist (a,) eine alternierende Folge und (| an|) eine Nullfolge, so

konvergiert die Reihe >~ ', = s und es gilt | s — 5, |<| @pp1 |.
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Beispiele fiir wichtige Reihen:

Euler Zahl:
e -+ F -+ 5 + 5 + + ﬁ +
=1
- Z — = 2.71828128284590.. ..
—n!
Harmonische Reihe:
1 1 1 =1
1+§+§+...+E+...:;E divergent
Alternierende harmonische Reihe:
1 1 1
l1—-—-—+—=-—--+—4.--=1n2=0.693147. ..
2 3 n

Inverse Euler Zahl:

1 o (-D)"
i Z = 0.367879441 . ..
e n!

n=0

Die Zahl 7 :

T o= (—1)"
Z:Z n+1

n=0

DO

Eine sehr wichtige Eigenschaft im Umgang mit Reihen ergibt sich aus der Kommutativitat der Addition:
man kann Reihen beliebig umordnen (Umordnungssatz). Und als Konsequenz der Distributivitit der

reellen Zahlen: das Cauchy Produkt zweier Reihen ist

n

Z (079 Z bn/ = Z albn_l.
n=0

n’=0 n=0 (=0
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1.2 Elementare Funktionen

In diesem Kapitel werden wir uns mit den elementaren Funktionen beschiftigen, die ganz wesentlich das
quantitative Verstandnis der Naturwissenschaften pragen. Funktionen sind i.a. Abbildungen von einer
reellen oder komplexwertigen Definitionsmenge auf eine reelle oder komplexwertige Bildmenge. Einige

Begriffe lassen sich am Beispiel der nachfolgenden Abbildung anschaulich erldutern:

f(z)

‘Wendepunkt
|

Sittigung

c d
Singularitit

|

| |

Minimum ! / -

i Y T T
\/ mehrdeutig
Asymptotik\ l
1 E
f— 7 \

Abbildung 1.2: Eigenschaften von Funktionen (Graphik aus: H.Schulz, Physik mit dem Bleistift; Verlag Harri Deutsch 1999)

Die Asymptotik einer Funktion fiir die Grenzfille z — +o0. Hier: lim,_, o, f(z) = 0 (z.B. 1/2);

lim, oo f(z) = const (z.B. arctanz)
mehrdeutige Funktion (z.B. NZS )

Polstelle einer Funktion (a) fir  — Z,. Hier: lim,_ — f(2) = —oo, lim,_, + f(z) = o0
(z.B. tanx)

Unstetigkeit einer Funktion (b) fur v — @3 . Hier: lim _, o f(x) # lim,_, ot f(z) (z.B.Stufenfunktion
O(z))

Knick, Spitze, Cusp einer Funktion (c) fir x — z.. Hier: hmx_m, f’($) #hmx_ﬁﬁ f’(x)
(zB. |z |) f ist stetig aber nicht differenzierbar.

Singularitit einer Funktion (d). Hier: lim,_,,, f(7) = co (z.B. 1/2?)

1.2.1 Grundbegriffe

Dariiber hinaus lassen sich noch weitere Funktionsbegriffe definieren. Eine Funktion heif3t:

« monoton wachsend, wenn f(z1) < f(x2), o > 1, monoton fallend, wenn
f(z1) > f(x2), 2 > x1, bzw streng monoton, falls keine zwei Funktionswerte

ubereinstimmen.
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Beispiel: f(z) = %: streng monoton wachsend fiir positive 7, streng monoton fallend fiir

negative = . Achtung: f(x) ist nicht monoton in ( —00, 00).

+ gerade, wenn f(—x) = f(z) (z.B. f(z) = 2*", cosax)

+ ungerade, wenn f(—z) = —f(z) (z.B. f(z) = 2*"™ sinax).

o periodisch mit der Periode p, wenn f(z + p) = f(z) (zB. sinz,p = 2).

o stetig in @, wenn ein beliebig kleiner Definitionsbereich um xg: (xo — 0, 2o + 9) in einen
beliebig kleinen Wertebereich abgebildet wird.

o unstetig in xo, wenn links- und rechtsseitiger Grenzwert nicht tibereinstimmen

lim f(x) # lim, f(z).

x—)xo
Man sagt die Funktion springt in .
o stetig erginzbar in Zo, wenn in einer Definitionsliicke der Grenzwert der Funktion
f(z) existiert.
Beispiel: f(x) = % ist in 0 nicht definiert. Wir zeigen spiter, dass man f(x) in 0 stetig

ergdanzen kann durch

S 0
f<x>={1x o
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o umkehrbar im Definitionsbereich, wenn sie bijektiv ist, also eine eineindeutige Abbildung
vorliegt. Dann gilt mit y = f(z), * = f~'(y). f~*(y) nennt man Umkehrfunktion oder
inverse Funktion zu f . Man erhilt sie graphisch durch Spiegelung an y = 2.

1.2.2 Polynome, Wurzeln

1. Die Polynome sind eine sehr wichtige Funktionenklasse. Sie werden insbesondere in der
Quantenmechanik bei der Losung der Schrodingergleichung abhingig von der physikalischen

Situation eine ganze ,Palette’ orthogonaler Polynome kennen lernen: die speziellen Funktionen.

Ein Polynom vom Grad n ist definiert als die Funktion
n
flz) = Z a;’.
=0

Es ldsst sich zweckmaf3ig mit Hilfe des Hornerschemas® berechnen, z.B.

f(x) = ag + a17 + axx® + asz® = ag + x(ay + r(ag + asx)).

Jedes Polynom vom Grad n besitzt nach dem Fundamentalsatz der Algebra genau n
Nullstellen, d.h. die Gleichung

n

Zajxj =0

=0

hat n Losungen ;. D.h. jedes Polynom lisst sich in Linearfaktoren zerlegen der Form

n n

Zajxj = ay, H(x — ).

§=0 =1

Die Wurzeln (oder Losungen) 2; sind reell- oder komplexwertig. Es konnen auch mehrfache

Nullstellen vorkommen (zwei oder mehrere Nullstellen sind identisch).

Beispiel: Quadratische Gleichung
2 +pr+q = 0

p
.CL’LQ = —§:|: — —q.
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Die Losungen sind

2

% —q>0 reell und verschieden

P

T g=0 reell und identisch

P

0 qg<0 komplex und verschieden.

Abbildung 1.3: Monome: 2" Abbildung 1.4: Wurzeln: /2

2. Eine Funktion des Typs

f(z) = ax"

nennt man Monom.

3. Die zu den Monomen inversen Funktionen sind die Wurzelfunktionen. Im Definitionsbereich

der positiven reellen Zahlen gilt

fl@y=a" = fl@)=r=q

1
Damit x» eindeutig ist, verstaindigt man sich immer auf die positive Wurzel.

1.2.3 Rationale Funktionen

1. Funktionen vom Typ

nennt man rationale Funktionen, wobei p(z) und ¢(x) Polynome sind. f besitzt die
Nullstellen des Polynoms p und hat Definitionsliicken in den Nullstellen des Polynoms ¢.
Um herauszufinden, ob eine Definitionsliicke hebbar ist, muss man p und ¢ in Linearfaktoren
zerlegen. Haben p und ¢ eine oder mehrere Wurzeln gemeinsam, so ist f in diesen Punkten

stetig erganzbar.
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Beispiel:

B Ptz —2 (2 +2)(r 1)
B3+ 6r2+ 1z +6  (r+1)(x+2)(z+3)

()

Die Funktion besitzt Definitionsliicken bei £ = —1, —2, —3. Offenbar lisst sich die Funktion

bei x = —2 stetig erganzen (Zahler- und Nennerpolynom haben die gemeinsame Nullstelle
x = —2), so dass man folgenden Ausdruck erhilt:
2422
f(z) = {13+%Zz+11z+6 r#—1,-2,-3
_z=l r=—2
x24+4z+3 :
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Fachkenntnissen kdnnen Sie bei
uns viel bewegen.

Bringen Sie Ihr Know-how in zukunftsweisende Projekte
und Applikationen ein: Ob bei der energetischen Vernetzung
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der Realisierung anspruchsvoller Logistik-Konzepte - der
Energiesektor bietet vielfaltige Herausforderungen fiir IT-
Consultants, -Architekten und -Projektmanager. Entfalten
Sie lhre Kompetenz und geben Sie lhrer Karriere neue
Impulse.

lhre Energie gestaltet Zukunft.

Mein Wissen randie Bighs
Data und"SAP mochte’ich
sinnvoll einsetzen. Bin ich bei

eUCh riChtl i E.ON? I www.eon-karriere.com e.on
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Spezialfille rationaler Funktionen

sind die Hyperbeln
1
flz) = e

Abbildung 1.5

2. Eine Partialbruchzerlegung einer rationalen Funktion ist immer méglich, wenn der Grad des
Zihlerpolynoms kleiner als der Grad des Nennerpolynoms ist, somit f eine echt rationale
Funktion ist.

« Sind die n Linearfaktoren des Nennerpolynoms verschieden, so lasst sich f darstellen

als Summe der Partialbriiche

Ja)y=)]

Hw—z)

o Liegt eine k-fache Wurzel des Nennerpolynoms vor, so ergibt sich fiir diesen Teil der

Partialbruchzerlegung

Ay A Ay

(x—xo)+(x—xo)2 (=)

Beispiel (1):

fy =T ) = aa -2+ 3)

o 422 — 6

Ansatz, da alle Wurzeln verschieden sind:

B Al A2 Ag B z+1
fla) = x +$—2+m+37$3+m2—6x

x+1 = Aj(x—2)(x+3)+ Asx(z + 3) + Azz(z — 2)
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Beispiel (2):

_x+1

x = 4 ist Doppelwurzel

Ansatz, da beide Wurzeln gleich sind:

1.2.4 Trigonometrische Funktionen

Trigonometrische Funktionen werden i.a. tiber die Parameterdarstellung des Einheitskreises definiert.

Lauft der Radiusvektor mit wachsendem Winkel, so éndern sich seine =,y Komponenten gerade wie

r=cos¢p y=sing.

Man definiert somit die 27 -periodische Funktionen sin x, cos  und leitet daraus andere Funktionen ab

tanz und cot x besitzen Polstellen bei halbzahligen Werten von .
Es gelten die folgenden Eigenschaften:

« sinx,tanx, cot x sind ungerade Funktionen, cos x ist eine gerade Funktion.

o Es gelten die Additionstheoreme

sin(x +¢) = sinzcos ¢+ cosxsin ¢

cos(r +¢) = cosxcos¢ Fsinxsing
t +t

tan(z + 6) anx =+ tan ¢

1 Ftanxtang

o Der Satz von Pythagoras’

. 1
sin?z +cos?z =1 —2:1+tan2x.
cos? x
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an (x)

cos (x

Abbildung 1.6: Die Funktionen: sin z, cos Abbildung 1.7: Die Funktionen: sin z, tan =

Die trigonometrischen Funktionen sind i.a. nicht injektiv, da f(x + 27) = f(x). Zur Definition der

inversen Funktionen muss man sich auf einen Teil des Definitionsbereiches beschrinken.

10101000010000001010100
11000010110100101101110
P 1010100 0010000001010100
SIS 1100001 01107100
PRSP 1010100 0010000 L _-=_

3 verschiedene Stationen, wirst
. . von einer Filhrungskraft als
wWir Deine. 1 1 0000 1 0 1 1 0 1 00 Mentor betreut und profitierst
von einem breiten Seminar-
p 1 0 1 0 1 00 00 1 OOOO angebot. AnschlieBend kannst
Du eine Fach- oder Fihrungs-
laufbahn einschlagen.

501001100001 0110100 [E=ac="
Allianz Karriere Alli 117 @
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Zyklometrische Funktionen 3]
f(x):D— B fYz): B~ 1D eges

sing : [-3, 5] — [~1,1] | arcsinz : [-1,1] = [-F, F] N arcsin(x)

cosz : [0,7] — [-1,1] | arccosz :[—1,1] — [0, 7] Y]

tanz : [-F, 5] — R arctanz : R +— [-7, 7] ‘ .

£4 +2 2% 4
cotz:[0,7] — R arccotx : R +— [mr, 0]
rctan (x) +14
Abbildung 1.8

1.2.5 Exponentialfunktion und Logarithmus

Die Exponentialfunktion ist die Losung der Malthus Gleichung. Sie beschreibt ungebremstes Wachstum

einer Population oder den Zerfall instabiler Kerne. Wir kénnen somit die Differentialgleichung
f'(w) = f(x)

als Definitionsgleichung fiir die ¢ -Funktion auftassen

[ R—=Ry f(x)=€"=expx.

Eigenschaften: Rechenregeln:
« €” ist unbeschrinkt fiir ¥ — 00, o e%e¥ ="ty
o lim, , e =0. . (e$)” = en*
. 60 = 1 o L — e_x
e.’I)

Die Umkehrfunktion zur e-Funktion nennt man natiirlicher Logarithmus

"Ry =R fH2)=Inz.
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\ ] cosh (x) \\\ ] |
\ 4+ Xp (X) \ 47 |
1 \ 1
\ ] \ ] /
exp (=x)\ ] ]
\ ] 21
24 1n(x) 4
‘ ‘ 1 : ‘ ‘ +4 +2 1 2x 4
+4 +2 0] 2 4 4 6 ]
1 +2
24
sinh (x) i4;
i4;
Abbildung 1.9: Exponentialfunktion Abbildung 1.10: Hyperbolische Funktionen

und nattrlicher Logarithmus

Eigenschaften: Rechenregeln:

e In x ist unbeschrankt fir x — oo und

lni =Inz—Iny, Inzy =Inz + Iny.
besitzt eine Singularitat fir x=0.

e« In1=0.

e Inz"=nlnzx

— Inz

o log,x = na (Logarithmus zur Basis a)

Von der Exponentialfunktion abgeleitet sind die Hyperbelfunktionen mit den folgenden Definitionen

e _p

sh = Te Sinushyperbolicus
et e " : :

ch = Te Cosinushyperbolicus
e’ —e "

th = ———— Tangenshyperbolicus
et +e "

Fiir die inversen Hyperbelfunktionen gilt eine entsprechende Darstellung nach Logarithmen

arsh = In(z+ V2?4 1) Areasinushyperbolicus
arch = £hn(z+va?2—-1) z>1

1.1

arth = —lIn tr lz] <1
2 1—-x
1.1

arcch = —In rr |z| > 1
2 x-1
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2 Analysis von Funktionen einer
Veranderlichen

2.1 Differentialrechnung

2.1.1 Zwischenwertsatz

Nachdem Sie nun einige Eigenschaften von Funktionen kennen gelernt haben, werden wir diese intuitiven
Kenntnisse verallgemeinern.

Zwischenwertsatz

Sei f:[a,b],, — R eine stetige Funktion, so gilt der Zwischenwertsatz: ist ¥ ein beliebiger Wert

zwischen f(a) und f(b), dann gibt es mindestens einen Wert = aus dem Definitionsbereich [a, b]
mit y = f(x).

Ein wichtiger Spezialfall des Zwischenwertsatzes kann dazu benutzt werden, die Nullstellen einer
Funktion zu finden: gilt fiir zwei beliebige Werte x, 2" aus [a, b] f(x)f(2’) < 0, so hat f mindestens

eine Nullstelle zwischen z und 2’ .

Sind Sie bereit fiir IBM?
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Karrieremdglichkeiten. IBM ist auf der
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] Beratungsuntemehmen angehéren’? aus dem Anspruch heraus, die Welt taglich
| ein bisschen besser zu machen. Sie sind
\ {EN ideengetrieben, zukunftsorientiert und

fod g mdchten schon heute an den Lésungen
von morgen arbeiten? Dann sollten wir uns
kennenlernen!

Machen wir den Planeten ein bisschen smarter.
ibm.com/start/de
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2.1.2 Die erste Ableitung einer Funktion

Eine stetige Funktion f : [a,b] — R ist differenzierbar in einem Punkt zo € (a,b), wenn der

Grenzwert des Differenzenquotientes existiert

f(zo + h) — f(zo) _df

f'(x) = lim dx|z° )

h—0 h

Geometrisch stellt f'(z() die Steigung der Tangente g(x) an die Kurve in x¢ dar

g(x) = f(xo) + f'(w0)(x — x0) -

Beispiel: f(x) = x°

1 1
= E{(xo + h)? — x%} = E(onh + h?)

h
. 2woh+ h?
fl(xo) = lim il LSLL - =210 .
Analog findet man
d n n—1
@]%x = nx;

Die Ableitungen der wichtigsten elementaren Funktionen finden Sie in der nachfolgenden Tabelle:

Die ersten Ableitungen
fl@) | fl@) | fl@) | fla) | fl2) f'() f(z) /()
e’ e’ a® a*lna Inz % log, x - 111 -
sin z COS T COS T —sinz | tanx — cot — sin12 .
arcsinz | —=— | arccosx | ———— | arctanz T arccot — 1
shz chzx chzx shz thx Ch£ - cthzx — Shﬁ -
arsh x 1;2 arch x méq arthe | 1, |z| < 1| arctha | ——, |z] > 1
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Ein Beispiel fiir eine stellenweise nicht differenzierbare Funktion ist f(z) = |z|. In x=0 gilt

lim |[z|=—-1 lim |z|=1.
h—0~ h—0+

D.h. der Differenzenquotient in * = 0 ist abhéngig davon, ob man einen linksseitigen oder rechtsseitigen

Grenzprozess durchfiihrt: der Grenzwert existiert nicht.

2.1.3 Ableitungsregeln

Es gibt ein paar einfache Regeln fiir zusammengesetzte Funktionen. Seien f,u, v differenzierbare

Funktionen, dann gilt:

Ableitungsregeln
f(z) f(x) Bemerkungen

u(z) +v(x) | v(z) + o' ()

u(z)v(x) u'v 4+ uv' Produktregel
Z((g “,”;2“”, Quotientenregel
u(v(z)) %v’ Kettenregel

Aus diesen Grundregeln lassen sich komplexere Rechenregeln ableiten:

o die Ableitung einer Umkehrfunktion

y=f@) < z=f"y

o das Logarithmische Differenzieren. Mit Hilfe der Kettenregel findet man

_dlnfdf 1, f

df dz_ f) T 7

d
= (In f(z)
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« das Implizite Differenzieren. Lisst sich eine Funktion f(xy) = 0 nicht nach der abhingigen

Variablen ¥ = y(x) auflésen, so spricht man von einer implizit gegebenen Funktion. Fiir die

Ableitung gilt dann nach der Kettenregel

fw+fyyl = 0
_df
fw—a

Beispiel:
flz,y) =42 +9y* - 36 =0

Diese implizite Funktion kann man unter einschrankenden Bedingungen in die explizite Form

CJiV9a—a2 [z <3,y >0
T\ —F el <3,y <0

umschreiben. Die Ableitung erhilt man durch Differenzieren nach x

d dy
8z 4+ 9—(y*)—= = 0=8zx+ 18yy’
x—|—9dy(y)dx x + 18yy
, 4o
y —=

9y

JETZT BEWERBUNG
AUFPOLIEREN.
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2.1.4 Ableitungen héherer Ordnung

Ableitungen hoherer Ordnungen werden rekursiv definiert. Man sagt, eine Funktion ist zweimal

differenzierbar, wenn ihre erste Ableitung differenzierbar ist. Somit schreibt man fiir die k-te Ableitung

Beispiel:
Betrachte die k-te Ableitung des Monoms y = x*

y/ _ k?l'(k_l), y// _ k?(k? . 1)1'(k_2)
Yy =k(k—1D(k—2)2"3,.. ., y® = K

Auf diese Weise konnen wir jedes Polynom

an einer beliebigen Stelle x( durch seine Ableitungen charakterisieren,da

f(m)(:ico) = mle,
B f(m)(gco)
Cm = —".

m!

Somit erhdlt man fiir das Polynom die dquivalente Form

f//(l,o)
2

fl@) = flwo) + f'(wmo)(x — @) + (x — @) + -+ + ———=(z — )"

= (l’ - ZL’o)j .

Wir werden sehen, dass diese Aussage auch fiir andere Funktionen gilt (siche Taylorreihen) und somit

von auflerordentlicher Tragweite ist.

Ebenfalls eine Konsequenz der rekursiven Definition hoherer Ableitungen ist die verallgemeinerte
Produktregel (Leibniz Regel)

Download free eBooks at bookboon.com


http://bookboon.com/

(Beachte die Analogie zum binomischen Lehrsatz! )

n-te Ableitungen
f(z) FARIEY)
2™ | mm—-—1)(m=2)...(m—n+1)2™" m>n
Inz (=1)"Hn— 1)l
log, = (—1)”_1%#
ke ke
a® (Ina)"a”
sin kx k™ sin(kx + F)
cos kx k™ cos(kx + =)

2.1.5 Mathematische Anwendungen

Ableitungen lassen sich geometrisch als Steigung von Tangenten an einer Funktion interpretieren. Daraus

ergeben sich die folgenden Konsequenzen fiir

1. lokale Eigenschaften von Funktionen:

« Ist f differenzierbarin zg € D und f’(x,) = 0,soist dies die notwendige Bedingung
dafiir, dass die Funktion an dieser Stelle ein Extremum besitzt. Man sagt die Funktion ist
in &g stationdr, eine wichtige Eigenschatft fiir die Formulierung physikalischer Prinzipien.

o Ist f zweimal differenzierbar in 9 € D und gilt f’ (xo) = 0, so ist die hinreichende
Bedingung dafiir, dass f(zo) ein Maximum (Minimum)ist f”(zo) < 0 (f”(z0) > 0).
Man sagt die Funktion ist in zy nach rechts (links) gekriimmt.

« Gilt f”(xg) =0, so ist die Funktion in g nicht gekriimmt. Man nennt o einen

Wendepunkt, wenn gilt

f(w0) =0 A f"(x0) #0.

2. Globale Eigenschaften von Funktionen sind z.B.

o Istfiralle x f'(z) = 0, so folgt f(z) = const.
o Ist fiir alle x f'(x) > 0, so folgt f(x) ist streng monoton wachsend. Ist fiir alle
z f'(z) < 0, so folgt f(z) ist streng monoton fallend.
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3. Unbestimmte Ausdriicke der Form g, 0oo, 22,00 — 00 lassen sich mit Hilfe der Regel von

I'Hospital'" analysieren. Sei f(z) = u(z)/v(x) unbestimmt in %o, u und v aber m- fach

differenzierbar in x. Existiert der Grenzwert

g = lim u9(z)

Jm fiir ein k <m ,

sogilt f(zo) =g.

Beispiel (1):
_ sinw 0 = I u'(z) cosz _
Beispiel (2):
nz . 1/z
f(z) =xzlnz — f(o)_:lvl—%l/x_i%—l/x? ;lvl—%x_o
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2.2 Taylorreihen, Funktionenreihen

In diesem Kapitel wird gezeigt, wie man jede beliebig oft differenzierbare Funktion in Form einer
Potenzreihe entwickeln kann. Diese Taylorreihen sind eine spezielle Form der Darstellung von Funktionen

(Funktionenreihen) und ein sehr wichtiges Hilfsmittel zur Analyse komplizierter Funktionen.
Zur Vorbereitung betrachten wir den Mittelwertsatz der Differentialrechnung:

« Ist f in [a,b] stetig und differenzierbar, dann gibt es mindestens eine Stelle £ € [a, b] mit

Ganz allgemein konnen wir somit jede Funktion um einen Punkt g linearisieren:

f(@) = flzo) + f'(&(x))(x — x0) x> x0,€ € [20,2] .

Das Problem ist natiirlich, dass wir die Stelle £ nicht kennen. Die Verallgemeinerung ist der Satz von
Taylor'? (1715):

100+
80
60
40+

20% Of[2

+10-+8 6 %4 +2 0| 2 44,6 8 10

120 2
i £0.
+40+
] +0.
+60 +0.
1 /
+80 +0//8
] |
+100- £l
Abbildung 2.1: Taylorentwicklung von exp(x) Abbildung 2.2: Taylorentwicklung von sin(x)
bis zur Ordnung O[n] bis zur Ordnung O[n]

o Ist f in [a,b] (m + 1)-mal differenzierbar, so kann man f um zy € (a,b) durch ein

Polynom m-ten Grades darstellen

") (2
(x —20)® + -+ + fTa)(“f —20)" + R ()

f//(xo)
2!

f@) = f(xo) + f'(wo)(x — 20) +
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mit dem Restglied

(m+1)
Rm(x) - %ﬂlﬂ(f)(‘x _f)(m+1_q)(x - xo)q £ e [CL, b]vq < /\/,q <m-+1.

Beispiele fiir Restglieder sind"

(m~+1)!
M(z —&)™x—1x9) ¢g=1  Cauchy’s Restglied

m!

Fom () (x — 20)™) g=m+1 Lagrange’s Restglied
Ry (z) =

Ist dartiber hinaus f(x) beliebig oft differenzierbar und gilt

lim R,,(z)=0,

m— 00

kann man f als Potenzreihe um einen Entwicklungspunkt o schreiben (Taylorreihe)

Spezialformen ergeben sich fir 29 = 0 (McLaurin Reihe'*), wobei der Konvergenzbereich tiber die

Bedingung, dass das Restglied verschwinden muss, festgelegt wird.

Potenzreihenentwicklung
f(z) Konvergenzbereich
Q+z)™ | 1Fme+ ™22 ... 4 (1)pmmt=tmin gn z| <1
sin w—‘g—?+§—?—---+(—1)”%i... |z| < oo
COS T 1—§+%—---+(—1)"(§%!i... lz| < o0
e” 1+%+§—?+---+%+... |z] < oo
Ine ozt + e s+ ) z>0

Die Taylorreihe ist ein Beispiel fiir die Entwicklung von Funktionen in Funktionenreihen. Sie werden
vor allem im Rahmen der Quantenmechanik den Begriff des vollstdndigen Funktionensystems® kennen
lernen. Jede Funktion kann nach einem vollstaindigen Funktionensystem entwickelt werden: z.B. wie
hier nach Monomen. Ein anderes Beispiel ist die Entwicklung von Funktionen nach trigonometrischen

Funktionen (harmonische Analyse oder Fourierreihen).” Eine Funktion lésst sich dann schreiben
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flz) = ao+ Z(aj sin(jwz) + b; cos(jwx)

Jj=1
o

= Z cjexp(ijwr) .

p—

Die Koeffizienten (z.B. ¢;)

cj(w) = /_OO f(z) exp(—ijwzx) dx

nennt man die Fouriertransformierte von f.

2.3 Integralrechnung

Die Integralrechnung kann man als Umkehroperation der Differentialrechnung auffassen, d.h.

Gegeben ist eine Funktion f: D — R.

Gesucht ist deren Stammfunktion

F:D—R mit%:f.
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Man schreibt die Stammfunktion

F(z) = /xf(:v’) da’

als unbestimmtes Integral und sagt f ist integrierbar, wenn F’ existiert.

2.3.1 Unbestimmte Integrale

Aus der Definition wird sofort klar, dass die Stammfunktion £ einer Funktion f nicht eindeutig ist,

sondern nur bis auf eine Konstante bestimmt werden kann

dF dF

F=F+C < ——

dz  dz

= f.

Grundintegrale sind (vergleiche auch die Tabelle der ersten Ableitungen)

Grundintegrale
f(=) F(z) fl@) | F(z)
" fln:, n#-1| 1 In |z|
e® e g %
sinz —CcoST CcoST sinz
tanz | —In|cosz| |cotz |In|sinz|

2.3.2 Integrationsregeln

Da Integrieren die Umkehroperation des Differenzierens ist, findet man die entsprechenden Grundregeln

wieder (Partielle Integration versus Produktregel; Substitutionsregel versus Kettenregel):

u(z)v(z) — [u(z)'(z) da

Ju(v) do

Integrationsregeln
f(z) F(z) Bemerkungen
u(z) +v(z) | [u(z) dz+ [o(z) dz

Partielle Integration

Substitutionsregel
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Beispiel (1) zur Substitutionsregel:

Fo- / Va?—a? da
Substitution: x = asint
dx = acost dt

F:/\/CLQ—$2 dz

Riicksubstitution: x

F

Beispiel (2) zur partiellen Integration:

F

setze: u’

F:/xsirm dax

asint ;

aQ/\/l—Sithcost dt:az/COSQt dt

a’,
5(smtcost +t)

) 2 X
a® —x* =acost; t = arcsin —

a

1
é(x\/aQ — 22 + a® arcsin E) +C.
a

/:Usina; dzx

smr, v==x
—$COS$—I—/COS:E dax

—xzcosz +sinx + C .

Um die Stammfunktionen zusammengesetzter Integranden zu finden, muss man sich verschiedener

Techniken bedienen. Oft helfen nur Ubung und Intuition, z.B. die richtige Substitution fiir einen

Integranden zu finden. Es gibt jedoch einige generelle Regeln, an denen man sich orientieren sollte.

1. Rationale Integranden

Integrale iiber rationale Funktionen lassen sich in der Regel mit Hilfe der Partialbruchzerlegung

l6sen.
Beispiel:
/ r+1 / r+1
= —dl‘ =
3+ 22 — bx xx—2 )(x +3)
r+1 4 N C
z(r —2)(r + 3) r -2 x+3
r+1 = A(x—2)(x+3)+Bx(:c+3)+Cx(x—2)
dz 3 dx 2 dx
- F = — [ —+—= - —
6 x 10/ =2 15 ) =43
1 3 2
= ——1n|x|—l— ln]x—2]——1n|x+3|+0.
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2. Irrationale Integranden
Irrationale Funktionen (Wurzelfunktionen) konnen mit Hilfe einer der folgenden Substitutionen

integriert werden

Substitutionen fiir Wurzelausdriicke

J fa, if=23) da t= /=t

[ f(z,Vaz? + bz + ¢) da | ldsst sich auf eine der folgenden Formen transformieren

[ fle,Va?+a?) dua r =asht
J [z, Va? —a?) da xr =acht
J f(z,Va? —a?) dx T =asint

b,

IELTS ¥ &\Visrive: € roerL it
GEWINNE EINEN
SPRACHKURS IN MIAMI MIT
EXAMENSVORBEREITUNG

Bereite Dich mit EF Sprachreisen auf ein
international anerkanntes Sprachzertifikat
wie TOEFL, Cambridge oder IELTS vor.

www.ef.com/bookboon

JETZT TEILNEHMEN!

N\
((W)]]]]

Download free eBooks at bookboon.com &\S«\
40 Click on the ad to read more



http://bookboon.com/
http://bookboon.com/count/advert/2cf09ea4-12b4-4e2e-b051-a52b00a51864

Beispiel:

P / dzx
V312 +2r — 1
1 1
1. Substitution: + = —- dz = ) dz
z z

o / L dz B dz
B 1 32 g V3+ 2z — 22
dz

Vi—(z—=1)?2

2. Substitution: z —1 = 2sint, dz =2cost dt

2 t dt
Fo= - 25800 [ qr= ¢
V4 —4sin®t
.. L oz—1

Riicksubstitutionen: ¥ = —t = — arcsin

o 1l—z

= —arcsin
T

3. Trigonometrische Integranden
Integrale iiber trigonometrische Funktionen lassen sich mit Hilfe einer der folgenden

Substitutionen losen

Substitutionen fiir trigonometrische Integranden
[ f(sinz,cosz) dx = tan %
[ f(sinz)cosz dx t=sinz
[ f(cosz)sina da t=cosx
Beispiel:

14
o / +sinx dx
sinz(1 + cos x)

2

do = —= d¢
YTy

2
F:/(1+1+t2>1+t2 dt _ / (t+1)_2 dt

(1+ L)
= /tdt+2/dt+/ dt

1+¢2
1t Tt Lo tan &
= - an — an_ n an_
4 2 2 "9

Substitution: ¢ = tan

142
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2.3.3 Bestimmte Integrale

Ist I eine Stammfunktion von f,dann ergibtsich fiir die Differenz der Stammfunktion an verschiedenen

Stellen des Definitionsbereiches der Zahlenwert
b
FO) - Fla) = [ 1) do=F@).

Man nennt diese Differenz ein bestimmtes Integral (Riemann Integral).'® Graphisch reprasentiert das
bestimmte Integral den Flicheninhalt zwischen der Funktion f und der Abszisse. Flichen oberhalb

(unterhalb) der Abszisse sind positiv (negativ). Dariiber hinaus folgt aus der Definition

/abf(x) dx:—/baf(a;) dz .

Alle Rechenregeln fiir unbestimmte Integrale sind {ibertragbar.

Beispiel:

2 2
1. Substitution: + = - dz=-—— dt
t t2
S 1/t<m=2) dt 1t otde
- _Z - - _Z N
e 1L 1o V-1
2. Substitution: t = ch d¢=sh dz
7 1 /Z(tzl) chsh dz n |0
= - — = ——35
4 J=2) sh In(2-v3)

Analog zur Differentialrechnung gilt der Mittelwertsatz der Integralrechnung:

+ Sind f stetig und g integrierbar und positiv im Integrationsbereich [, b], so existiert eine Zahl

¢ € [a,b] mit

b b
| @) da=1) [ (o) da.
Insbesondere gilt fiir g(z) =

b
/ f(z) da = FE)b—a).
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2.3.4 Uneigentliche Integrale

Uneigentliche Integrale sind Integrale, fiir die

o das Integrationsintervall nicht beschrankt ist. Das Integral

/aoof(x) dz = lim /abf(x) dz

b—o0
existiert, wenn der Integrand fiir x — 00 ausreichend schnell abfillt.
Beispiele:

/ dz _ lim Inz|® = lim Inb = oo
1

x b—00 b—o0
* dz 1
= lim(— b
/1 gotl bggo( ar® )
1 1 1
Qo bgg)(ba ) le' “
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o der Integrand Polstellen im Integrationsintervall besitzt. Hat z.B. f eine Polstelle bei ¢, so

existiert das Integral
b c—e b
/ f(x) dx:hm{/ flz) dox + f(z) dz},
a =0 a c+e

wenn [ in einer Umgebung um ¢ nicht zu schnell anwichst.

Beispiele:

= lim2y/z|! =1im(2 — 2V/e) =2
e—0 e—0

/ vV
"dx : L
— = limlnz|, =1lim(0 —lne) = —o0
X e—0 e—0
d 1 |

/ & lim{ —da:+/ — dux}

1 X e—0 1 X € i
Substitution: t = —x dx=—dt

1'{61dt+/11d} 0
= lim - —dz} =
e—0 lt e I
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3 Funktionen mehrerer
Veranderlicher

In der Physik beschreibt man, wenn auch idealisiert, Phainomene der realen Umwelt. Das sind Vorgange,
die in der Regel in einem dreidimensionalen Raum beobachtet werden, z.B. charakterisiert durch
Zahlenwerte, die sich von Raumpunkt zu Raumpunkt verindern konnen oder auch durch Groflen, die
zusitzlich eine Richtung angeben. In jedem Fall muss man solche Grofien als Funktionen mehrerer
Variablen (Raumkoordinaten) auffassen und man muss sich tiberlegen, wie man die Begriffe der Analysis

einer Variablen auf solche Funktionen tibertragen kann.

3.1 Vektoralgebra

Motiviert durch die Erfahrung unterscheidet man

o Skalare: Grofen, die durch die Angabe einer Zahl definiert sind (z.B.: Temperatur, Dichte,
Druck, Arbeit, ...)

o Vektoren: Groflen, die durch die Angabe einer Zahl und einer Richtung gekennzeichnet sind
(z.B.: Ort, Impuls, Kraft, ...)

o Tensoren: Groflen, die in verschiedenen Raumrichtungen durch unterschiedliche Zahlen
charakterisiert werden (z.B.: Materialeigenschaften (mechanische (Spannung in einem Koérper),
elektrische (Leitfahigkeit), magnetische (Suszeptibilitdt), Tragheit eines starren Korpers oder
die Metrik der Raumzeit sind Tensoren zweiter Stufe, die durch symmetrische Matrizen

dargestellt werden konnen.)

3.1.1 Skalare, Vektoren, Tensoren
Natiirlich ist nicht jede Matrix ein Tensor. Wir benétigen daher eine etwas genauere Definition der

Begrifte Skalare, Vektoren, Tensoren.

Dazu betrachten wir das Verhalten von Skalaren und Vektoren unter Koordinatentransformationen am

Beispiel einer Drehung im zweidimensionalen Raum.
Ein Vektor besitzt im Koordinatensystem S die Komponenten (z,%). Damit sind die Richtung und

der Betrag /22 + y? festgelegt. Im Koordinatensystem S’ besitzt der selbe Vektor die Komponenten

(2',y’). Der Zusammenhang ist
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y Sin(@)
>

X sin(@) X
X COS(Q)

Abbildung 3.1: Zum Verhalten von Vektoren unter Drehungen

¥ = zcosa+ysina

" = —zsina+ycosa,
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oder allgemeiner formuliert (z1 = x, 22 = y)

! 2 .
Ty = Yo duxy =12
di1 = cosa dig =sina

d21 = —sina d22 = cosa .
Damit erhalten wir als mathematische Definition:

o Skalare sind Groflen, die invariant gegeniiber Koordinatentransformationen sind (die
Raumtemperatur an einer bestimmten Stelle im Raum ist unabhangig vom Koordinatensystem).
o Vektoren sind Zahlentripel (n-Tupel), die sich auf ein Koordinatensystem beziehen und sich

bei Koordinatentransformation wie eine gerichtete Strecke transformieren, also
n
, .
Uj:E djﬂ]i ]:1,...,7’L.
i=1
v;, Ui sind die Komponenten des Vektors ¢ in S oder S’

+ Tensoren zweiter Stufe sind (1 X n) Matrizen, die sich unter Koordinatentransformationen

sowohl beziiglich der Zeilen als auch beziiglich ihrer Spalten wie Vektoren transformieren

n

t;1j2 - Z Z djlildjziztilig Ji:J2 = 1, o, n.

i1=1iz=1
Bemerkungen:

(i) Skalare und Vektoren sind spezielle Tensoren. Skalare: Tensoren nullter Stufe; Vektoren: Tensoren

erster Stufe.

(ii) Man schreibt einen Vektor U als Liste seiner kartesischen Komponenten

U1
V2
U3

=1
I

(hier im dreidimensionalen Raum) bezogen auf ein Koordinatensystem.

(iii) Spezielle Vektoren sind der Nullvektor

=1
Il
o oo
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und der Einheitsvektoren mit |€] = 1 (Betrag des Vektors €'). Z.B. definieren die kanonischen

Einheitsvektoren

ein kartesisches Koordinatensystem. Sie sind zueinander orthogonal (senkrecht) und bilden ein

Rechtssystem.

3.1.2 Rechenregeln fiir Vektoren

Vektoren lassen sich addieren und mit Skalaren multiplizieren. Es gelten die folgenden Rechenregeln

Eigenschaften eines Vektorraumes
Addition Skalarmultiplikation
i+0=0+a=a neutrales Element la=al=ad
@+ (—@) = (—@)+ad=0| inverses Element Auad) = (A\p)d
@+b0)+c=a+ (b+7) | Assoziativitit | M@+ b) = Ad@+ Ab | Distributiv-
Q+tb=b+a Kommutativitat | (A + p)d =A@+ pud |  gesetze

Eine Menge V heifit Vektorraum iiber dem Korper K, wenn ihre Elemente unter der Addition eine

Abel'sche Gruppe bilden und eine Skalarmultiplikation mit den Korperelementen definiert ist.
Beispiel:

(i) R? iber R ist der dreidimensionale Vektorraum iiber dem reellen Zahlenkorper. Er entspricht

unserer Erfahrungswelt der makroskopischen Physik.

(ii) H tber C heifdt Hilbertraum.'” Er ist ein unendlich dimensionaler Vektorraum iiber dem komplexen

Zahlenkorper, der eine Beschreibung mikroskopischer Prozesse erlaubt (Quantenphysik).

Vektoren nennt man linear abhingig, wenn sie durch eine Linearkombination der jeweils anderen

Vektoren darstellbar sind.

Beispiel: Seien

abé € R% \peR
@ = Ao+ pué,
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so gilt fiir die anderen Vektoren

>
I
ST
I
gl

T >
2l
I
=T
Sl

Vektoren nennt man linear unabhingig, wenn gilt

Als Basis eines Vektorraumes X" bezeichnet man einen beliebigen Satz von n linear unabhingigen

Vektoren. Jedes Element des Vektorraumes ldsst sich dann als Linearkombination dieser Basis beschreiben.

Beispiel: die Einheitsvektoren

. 1 0 0
e1=¢; =10 Gr=¢,= |1 ées=e,= |0
0 0 1

™ oo T F’{*f (ﬂ"m:
“\T“E‘é’\\!” NORT ifr\' G e o

2k nvi'. rmr«mr_AYER

| }\};‘ET IGIELD
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sind eine Basis des R>. Ist @ € R?, so gilt
ax

0 = ay€y + ay€y + a.€, = | ay
Qy

Neben der Skalarmultiplikation gibt es auch multiplikative Verkniipfungen zwischen Vektoren.

Skalarprodukt (inneres Produkt)

Unter einem Skalarprodukt zweier Vektoren versteht man das Korperelement

@-b=|alb| cos(a@,b) .

Fiir eine Darstellung nach kartesischen Komponenten gilt

n

n n
a-b = E aigig bper = E a;bi€; - €y
i=1 k=1

i,k=1

oL 1 1=k

€ - e = = 0k

' 0 sonst '
n
i=1

Beispiele:
a) Betrag eines Vektors: |d| = Vd - @

b) Einheitsvektor (Richtungsvektor) in Richtung von @':

. a
€y = =
"l
¢) Winkel zwischen zwei Vektoren
L d-b
cos(d, b) = i

Insbesondere gilt fiir zwei Vektoren, die keine Nullvektoren sind, dass sie orthogonal (zueinander

senkrecht) sind, wenn ihr Skalarprodukt verschwindet.
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d) Satz von Pythagoras: Sei ¢ = @ + b und @ senkrecht zu b , dann gilt

A = é-

Sind @ und b nicht orthogonal, erhélt man den erweiterten Satz des Pythagoras

A =a42a-b+ b

e) Projektion auf kartesische Basis:

a-€; = aj .

Es gelten die folgenden Rechenregeln fiir Skalarprodukte:

i-b = b-a
(A@)-b = Aa-b)
(@+b)-@ = G- é+b-C.

Achtung: das Skalarprodukt ist nicht assoziativ, d.h.

-

@-b)-c#a-(b-é.

eine Eigenschaft, die man leicht beweisen kann, indem man annimmt, dass z.B. die Vektoren ab

orthogonal zueinander sind.

Vektorprodukt (dufleres Produkt)
Unter einem Vektorprodukt zweier Vektoren versteht man den Vektor

—

axb = ¢
@l = |al|b]sin(a,b)

der senkrecht auf @ und b steht und in der Reihenfolge @, b, ein Rechtssystem bildet. Im

dreidimensionalen Raum entspricht der Betrag des Vektorproduktes dem Flicheninhalt des von @, b

aufgespannten Parallelogramms. Es gilt
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— — —

€1 €2 €3

axb = ap Qo as
by by b3

azbs — azby

= agby — abs

a1b2 — agbl .

Es gelten die folgenden Rechenregeln fiir Vektorprodukte:

axb = —bxa
(A@) xb = M@ xb)
(@+b)x¢ = axc+bx¢

Mehrfachprodukte:

« Spatprodukt: Volumen des von @, g, C aufgespannten Parallelepipeds

(@xb)-¢ = (bxd)-a=Exa-b
ay as as
= |by by by
1 Cy C3

o Dreifaches Vektorprodukt:

Auch fir das Vektorprodukt gilt, dass es nicht assozitaiv ist.

QL
a
S

|

—~
Sl
=
~—~

@)

ix(bxa = (

3.1.3 Geometrie

1. Geraden

Abbildung 3.2: Konstruktion von Geraden durch Vektoren
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Eine Gerade ist durch zwei Punkte bestimmt. Entsprechend erreicht man jeden Punkt 7~ der

Geraden g durch

—

F=a+\b—a).

Zwei Geraden g1, g2 schneiden sich, wenn sie mindestens einen Punkt gemeinsam haben

— —

a; + M (by — dy) = da + Aa(by — ds) .
Daraus erhilt man A;, A2 fiir den Schnittpunkt.

Der Schnittwinkel zwischen zwei Geraden ergibt sich aus dem Skalarprodukt

(b1 —a@1) - (by — @)

b1 — @1 ||by — Gl

= cos7y .

Zwei Geraden heiflen windschief, wenn sie sich nicht schneiden und nicht parallel sind.
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2. Dreiecke
Folgende Aussagen gelten fiir beliebige Dreiecke:

o Verallgemeinerter Satz von Pythagoras (Cosinussatz)

¢ = a—b
? = (@—b)-(@—0)
= >+ —23-b

o Dreicksungleichung

i+b=c — |a+b <l|al+]b.

o Schwarz’sche' Ungleichung

3. Ebenen

Abbildung 3.3: Konstruktion von Ebenen durch Vektoren

—

Jede Ebene wird durch zwei Richtungsvektoren b, ¢ aufgespannt. Sie ist definiert durch die

Y

Menge aller Punkte, fiir die gilt

F=aG+Ao+pué, MpeR.

Der Normalenvektor einer Ebene steht senkrecht auf der Ebene und definiert die Orientierung

der Ebene im Raum
n=>bxc.
Somit kann man die Ebene auch als Menge aller Punkte 7 definieren mit"

ni-(F—d) =0 (Hesse - Normalform) .
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Zwei Ebenen schneiden sich in einer Geraden unter dem Schnittwinkel

71 * Ty
COS = — .
BTN

Die Schnittgerade ist bestimmt durch die Menge aller Punkte, fiir die gilt

—

Da die Schnittgerade senkrecht zu beiden Normalenvektoren ist, kann man die Richtung der
Schnittgeraden durch 77; X 7i5 definieren. Man benétigt somit nur einen beliebigen Punkt d

auf der Schnittgeraden, um sie festzulegen

F:J+V(ﬁ1Xﬁ2), UGR.

3.1.4 Lineare Algebra
Matrizen

Das rechteckige Zahlenschema

a1 a1 Lo Qi

a1 922 .o Qop
A pr—

Am1 Am2 ... Qmnp

mit m Zeilen und n Spalten nennt man eine (m x n) Matrix. Die Zahlen a;; heiflen Matrixelemente.

Die Zeilen

—

Ze (akl Qo ... a;m)

nennt man Zeilenvektoren, die Spalten

Spaltenvektoren einer Matrix. Vertauscht man Zeilen und Spalten, so erhdlt man die zu A transponierte

Matrix
a1 a1 ... Qmi
AT — Q12 A22 ... Gm2
Aip  Q2p  -.. Gmn
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Analysis und lineare Algebra fiir Naturwissenschaftler Funktionen mehrerer Veranderlicher

Es gilt

A=(ADT.
Rechenregeln fiir Matrizen:

o Addition: (A -+ B)“ = Q45 + bij
« Skalarmultiplikation: (AA);; = Aa;
« Multiplikation einer (n x [) Matrix A mit einer (! X m) Matrix B

l
Cij = (AB)U = Zaikbk]‘
k=1

Cist eine (n X m) Matrix und es gilt

AB + BA .

Es lassen sich nur solche Matrizen miteinander multiplizieren, fiir die gilt: Spaltendimension

der ersten Matrix ist gleich der Zeilendimension der zweiten Matrix.
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Quadratische Matrizen

Eine Matrix

o ist quadratisch, wenn Zeilen- und Spaltendimensionen gleich sind.
o ist diagonal, wenn

a . aii 7/ :j
ij =
0 sonst .

o heifit Einheitsmatrix, wenn a;; = d;; mit dem Kronecker Symbol

1 2=
57Lj — ]
0 sonst .

o ist symmetrisch, wenn a;; = @j; und a;; € R .
« istselbstadjungiert (hermitesch), wenn ¢;; = ¢; und ¢;; € C . Fir hermitesche Matrizen sind
die Diagonalelemente reell wegen c;; = cJ; .

o ist orthogonal, wenn Zeilen- bzw Spaltenvektoren zueinander orthogonal sind, d.h.

AAT = A"A=E = ) aa;=75;.

=1

Beispiel: Drehmatrix mit
D - cos¢ sing\ (¢ s
~ \—sin¢g cos¢p) \—-s ¢
pDDT — c s\ [c —s
- \=s ¢)\s ¢
_ A+s* —es+sc) (10
— \=sc+es 242 )0 1)

o ist unitir, wenn Zeilen- bzw Spaltenvektoren einer komplexwertigen Matrix zueinander

orthogonal sind, d.h.

CC'=C'C=E = ) cc=6;.
=1

Hierbei entsteht C'" durch (i) transponieren und (ii) komplex konjugieren der Matrixelemente

von C'.
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o heifst Dreiecksmatrix, wenn

ai; 1< . .
a;; = ! obere Dreiecksmatrix
0  sonst
ai;; 127 . .
a;; = J untere Dreiecksmatrix .
0  sonst

« heifltinvers,wenn AA ' = A"'A=F (rechts- bzw linksinvers, wenn nur eines der beiden
Produkte zur Einheitsmatrix fithrt). Die inverse Matrix existiert, wenn A reguldr ist.

« Fiir Matrixprodukte gelten die folgenden Regeln:
(AB)T = BTA"
(AB)"! = B'A™".

Spur und Determinante

Es gibt zwei Zahlenwerte, die man quadratischen Matrizen zuordnet

o die Spur (engl.: trace) einer Matrix

Sp(A) =tr(A) = Z ajj

mit den Rechenregeln:

Sp(A+B) = SpA+SpB
Sp(AB) Sp(BA)
Sp(A)" = Sp(A)

o die Determinante einer Matrix

apy a1 ... QAip

ao1 A92 ... QA9p
det(A) =

Ap1 Ap2 ... QApp
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Beispiel:

a) (2 x 2) Determinanten:

1 12 = a;1a a12a
G21 QA22

b) Entwicklung einer (3 x 3) Determinante:

11 a2 413
. Qoo Q23 o1 Q23 o1 Q22
21 Q22 Q23| = Q11 — 412 + a3
a3z Aa33 31 Aass a31 a3z
a31 Q32 as3

Rechenregeln fiir Determinanten

(i) Laplace’scher Entwicklungssatz (z.B. Entwicklung einer Determinante nach der k-ten Spalte):

-~

Adjunkte

det(A) =Y aj (—1)7* det(Ayy)
j=1

Ajj, istdie (n — 1 x n — 1) Matrix, die man durch Streichung der j-ten Zeile und k-ten Spalte erhilt.

WALTER LAUTER
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(ii) Bei Vertauschung von Zeilen bzw Spalten kehrt sich das Vorzeichen der Determinante um.

(iii) Die Determinante ist 0, falls mindestens zwei Zeilen (bzw Spalten) linear abhéngig sind. (Z.B. zwei

Zeilen (Spalten) sind gleich).

(iv) Die Determinante einer Dreiecksmatrix ist gleich dem Produkt der Diagonalelemente.

(v) Weitere Rechenregeln:

det(AA) = A"det(A)
det(A+ B) = det(A) + det(B)
det(A)T = det(A)
det(A)™' = dettA)
det(AB) = det(A)det(B)
det(B™'AB) = det(A)

Lineare Abbildungen

Eine Abbildung zwischen zwei Vektorraumen heifit linear, wenn gilt

1
l

fla+b) = f@@)+ f(b)
fa) = Af(a) -

Eine lineare Abbildung ldsst sich immer mit Hilfe von Matrizen darstellen z.B.

j= AT .

Fiir die Hintereinanderausfithrung von linearen Abbildungen gilt

7=B
A7 = 3(7)

81

<y

—
—( —

A
Z(y) = B

oy

<y

« Spezielle lineare Abbildungen sind lineare Gleichungssysteme

S

AT =

D.h. man suche denjenigen Vektor &, der vermittels der linearen Abbildung A in einen
bekannten Vektor b abgebildet wird. Die Losung des inhomogenen Gleichungssytems existiert,

wenn det(A) # 0. Dann ist A reguldr, d.h. es existiert die Inverse, so dass

Af=b T=A.
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Die Cramer’sche Regel® erlaubt eine explizite Formulierung der Losung

det(Ayg) A an ... allffl b.1 1+l --- Qin
T = —~ " _
g det(A) k
Ap1 ... Qpk—1 bn Ank+1  --- Qpp
Ist b = 0, so nennt man
A7 =0.

ein homogenes Gleichungssystem. Es besitzt nur dann von 0 verschiedene Lésungen & , wenn
det(A) = 0. Wire dies nicht der Fall, existiert A~" und es gilt

ATAT=7=0.
o Spezielle lineare Gleichungssysteme sind Eigenwertprobleme
AT = af .

D.h. man suche diejenigen Vektoren 7, die mittels der linearen Abbildung A in sich selbst
abgebildet werden. Z, & nennt man die Eigenvektoren bzw Eigenwerte von A. Die notwendige

Bedingung fiir die Existenz einer Losung des homogenen Gleichungssystems

(A—aE)Z=0

ist

det(A —aFE)=0.

Man bezeichnet diese Bedingung als die charakteristische Gleichung des Eigenwertproblems. Ist
A eine n X n -Matrix, so handelt es sich dabei um eine Gleichung n-ten Grades im Eigenwert
< mit genau n Losungen (Fundamentalsatz der Algebra). D.h. die charakteristische Gleichung
liefert alle Eigenwerte der Matrix. Die Eigenvektoren erhilt man schliefllich durch Losung der

homogenen Gleichungssysteme zu jedem Eigenwert.
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4 Analysis von Funktionen
mehrerer Veranderlicher

4.1 Differentialrechnung

In der Physik hat man es in der Regel mit Funktionen mehrerer Variablen zu tun, z.B. Eigenschaften,
die von den drei Ortsvariablen 1 = ¥, xo = Y, r3 = z abhéngen. Diese Funktionen konnen Skalare,

Vektoren oder Tensoren sein. Man bezeichnet sie als Felder.

Funktionen mehrerer Variablen kann man auf verschiedene Weisen darstellen. Zunachst ist es giinstig

Koordinatensysteme zu wéhlen, welche die Symmetrien der Funktionen ausnutzen:

1. Koordinatensysteme:
 Sind keine Symmetrien bekannt, wird man i.a. kartesische Koordinaten bevorzugen.
o Bei Rotationssymmetrie beziiglich einer Achse (Wahl: z-Achse), wéhlt man

Zylinderkoordinaten ( p, ¢, 2 ) mit der Definition:

10

6 g L = peose p=/z*+y?
10

y = psing gpzarctang
x

zZ = Z

Abbildung 4.1

« Fiir zentralsymmetrische Systeme sind Kugelkoordinaten (Polarkoordinaten) (7,6, ¢)
geeignet. Jeder Raumpunktldsst sich erreichen durch den Schnitt der drei Flaichen r=const
(Kugelschalen mit bestimmtem Radius), ¢ =const (Halbebenen senkrecht zur x-y-

Ebene) und # =const (Halbebenen senkrecht zur Ebene ¢ =const).
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x = rcospsing r=+/x2+y%+ 22

y = rsinpsinf cp:arctany 0 2
x
z
z = rcosf = arccos —
r
Abbildung 4.2

o Systeme mit zwei Symmetriezentren im Abstand /@ koénnen z.B. in elliptischen

Koordinaten (&, 7, ) dargestellt werden:

0
v = SVE D0 Peosy
R .
y =3 (2 =11 —n?)singp
R
z = 5577
Abbildung 4.3

Jeder Raumpunkt wird durch den Schnitt der drei Flichen & =const (Ellipsoide), 7) =const
(Hyperboloide), ¢ =const (Halbebenen) dargestellt mit der Definition

. T1+7’2
&= R

. r — T2
T TR

. Yy

¢ = arctan =

x

R
T2 = \/x2+y2+(z:|:§)2.
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In der Regel lassen sich Funktionen mehrerer Variablen nur schwierig darstellen. 7(xy ) ist eine
Flache im dreidimensionalen Raum (z.B. die Temperaturverteilung eines Ceran Kochfeldes),
p (xyz) eine Hyperfliche im vierdimensionalen Raum (hier endet das Vorstellungsvermogen).
Mankannabereine Dimension reduzieren,indem man die Hohenlinien bzw Aquipotentialflichen

einer Funktion bestimmt:

2. Hohenlinien z(zy) = k (k ist ein konstanter Zahlenwert)

« Kugel

Py +2 = R
=k = 2*+y'=R>—k

Die Héhenlinien einer Kugel sind konzentrische Kreise mit Radius v/ R? — k2.

« Ellipsoid

ZE2 y2 22
2tptae =1
2 2 2
Yy k
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Analysis und lineare Algebra fiir Naturwissenschaftler Analysis von Funktionen mehrerer Veranderlicher

Die Hohenlinien eines Ellipsoides sind Ellipsen mit den Halbachsen

a=av/(1—k2/c2) b=b/(1—-k22)

Ellipsoid Héhenlinien des Ellipsoids
Abbildung 4.4
« Hyperbolisches Paraboloid
2 2
i Y
? + ? = Zz (Sattel)
2 2
x Y b
2=0 = == = =+-z
a? b Y a
2 2
_ vy _

Sattelfliche Hoéhenlinien der Sattelfliche

Abbildung 4.5
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o ,Himmel und Holle*

2 _ 2
Coy
2?2 + y?
in Zylinderkoordinaten — z = cos(2¢)
=k = y=4/(1—-k)/k+ 1)z Geraden

. . _ zz_yz
Die Fléche z = e

Abbildung 4.6
3. Die Begriffe Grenzwert und Stetigkeit konnen wir aus der Analysis I iibertragen.
Eine Skalarfunktion f(Z) heifit stetig in Zo € D, wenn fiir jede Vektorfolge (Z,,) € D
mit T, — T gilt lim,,, oo f(Z) = f(Z). Eine Vektorfunktion heifit stetig, wenn jede
Komponente stetig ist.

Beispiel:

Die Fliche z = (22 — y?)/(2* + y?) ist nicht stetig in x=y=0

Grenzwert entlang x-Achse y =0 1in(1) z(z0) =1
z—

Grenzwert entlang y-Achse x = 0 liH(l) 2(0y) = —1
Y—

Die Grenzwerte zweier Nullfolgen sind ungleich. Somit ist z unstetig in x=y=0.

4. Eine andere Form der Darstellung ist die Parameterdarstellung, z.B. die Kinematik eines
Massepunktes 7 = (z(t),y(t), 2(t))? als Funktion des Parameters Zeit. Die Funktion in
der folgenden Abbildung beschreibt die spiralformige Bewegung auf einer Zylinderfliche mit
dem Radius R.
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x(t) = Rcoswt
y(t) = Rsinwt
z(t) = ot

Abbildung 4.7

4.1.1 Ableitungen

(1) Partielle Ableitungen
o Seifeine Skalarfunktion f : D C R"™ — R stetig in einem Raumpunkt Z. Dann definiert
man als partielle Ableitung die Ableitung entlang einer Koordinate T ,indem man alle anderen

Koordinaten als konstant annimmt und schreibt

g—f|fo = f2,(%0) = fu(@o) = lim f(Zo + hey) — f(To)
Ty

h—0 h

o Ist f eine Vektorfunktion f : D CR" = R™,sogilt die Definition der partiellen Ableitung

komponentenweise.

ABK
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Beispiele:

_ O 0 o5 o 21-4 _ Tk
fr)=r axk—amk[$1+$2+5’33] -
> . or 0 =~ .
fr)y=r @:%(Z%eg‘):ek

f(zy) = 2y fe=yfy=x

Die partielle Ableitung bestimmt den Anstieg der Tangentialebene in einem Funktionswert entlang einer

bestimmten Koordinatenrichtung.

Rechenregeln fiir partielle Ableitungen
Skalarfunktionen Vektorfunktionen
f,hg:DCR"—=R,AeER UG, 7:DCR" > R™ANER
o5 (F+9) = fi+9; o (U + ) = il + 50
2 () = A, 2o (M) = A
L) =he+le | L0 = (20 -T+T (L)
%(ﬁx v) = (%_’) X U 41U X (%6’)

(2) Richtungsableitung
Statt sich auf eine bestimmte Koordinatenrichtung zu beschranken, kann man sich auch fiir die Ableitung

einer Funktion entlang einer beliebig vorgegebenen Raumrichtung interessieren.

e Sei f:DCR"—=R und € ein Einheitsvektor mit der kartesischen Darstellung

n
e = E COS (5€5
j=1

€-€; = cosa; Richtungscosinus

— Z(cosaj)2 = ¢e-e=1

Dann ist die Richtungsableitung entlang € definiert durch

Lla = fulio) = D) p(ay)

oe
~ lim f(Zo + he) — f(T)

h—0 h

n
= Z COS Oéjfj ([f()) .
j=1
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Dieser Ausdruck ldsst sich vereinfachen, wenn man einen Differentialoperator definiert, den Nabla
(del)- Operator

<
Il
o

O Ly
_ oo en
1833'1

n

oy,

€j8j .

1

J
Wirkt dieser Differentialoperator auf eine Skalarfunktion, so vereinbart man als Rechenregel

Vf = grad Gradient von f

n n
= D G0 =D &F
j=1 j=1
Damit ldsst sich die Richtungsableitung umschreiben zu
of - ;
a—€|fo = ZCOS a; f;(Zo)
j=1

n
= D &)
j=1

= e Vflz .
Bemerkungen:

(i)Das Skalarprodukt € - V f ist maximal, wenn € und V f kolinear sind. Somit hat die Funktion in

Richtung ihres Gradienten die grofite Steigung

v/ of . _
W - a—g—e‘vf—lvﬂa

€=

bzw in entgegengesetzter Richtung das grofite Gefille

\4i of

€=
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(ii) Der Gradient einer Skalarfunktion ist orthogonal zu deren Aquipotentialfliche (Erweiterung des
Konzepts der Hohenlinien). D.h. sei f: D C R" — R und f(Z) = ¢ die Fliche, fiir die f den

Wert ¢ annimmt, so gilt fiir zwei benachbarte Punkte &, Z + d Z der Aquipotentialfliche

0= f(@+d7) — f(Z) = Vf(&) dZ .
—_—— <~

=c =c

Da d & Element der Aquipotentialfliche ist, steht somit der Gradient einer Funktion immer senkrecht

zur entsprechenden Aquipotentialfliche in einem Raumpunkt.

(3) Totales Differential
Unter dem Begriff totales Differential versteht man den linearen Zuwachs einer Funktion. Er ist definiert

als

df=Vflz-dF=)_ fi(Z)dz; .

j=1
Anwendung: Fehlerrechnung

Sei f eine Funktion der Messgrofien 1 . . . X, mit den Messfehlern Az ... Az, ,so erhilt man eine

lineare Abschitzung des Messfehlers in f durch (Dreiecksungleichung!)
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[AF1 <Y 1fillA] .

j=1
(4) Kettenregel
Sei f eine Funktion der Raumkoordinaten, die ihrerseits von der Zeit abhéngen, dann ist f implizit
zeitabhingig und es gilt (,dividiere® das totale Differential durch d )

3
= > Sty
j=1

Verallgemeinerung:Sei f : D C R" — R und & = Z() eine Abbildung zwischen Koordinaten. Sind

ferner f(Z) und Z(u) partiell differenzierbar, dann ist auch f() partiell differenzierbar und es gilt

8f_ﬁ8x1 of Ox,
Ou;  Oxq Ouy ox,, Ou;

1=1,...,n.

(5) Gradient, Divergenz, Rotation
Wir haben gesehen, dass die Einfithrung von Differentialoperatoren ein niitzliches Konzept fiir eine
zusammenfassende Darstellung moglicher partieller Ableitungen ist. Wendet man den Nablaoperator

auf Skalar- oder Vektorfelder an, so erhilt man verschiedene Aussagen

o Operation auf Skalarfelder: Gradient

grad=Vf=> &f
j=1

ergibt einen Vektor, dessen Betrag die maximale Anderung des Skalarfeldes angibt und dessen

Richtung senkrecht zu Aquipotentialflichen von [ steht.

o Operation auf Vektorfelder: Divergenz

S .
dinEV-f:Z—fj
jzlﬁxj

ergibt einen Skalar, der ein Maf3 fiir die lokale Quellstirke eines Vektorfeldes in einem

Raumpunkt ist.
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o Operation auf Vektorfelder: Rotation

Im dreidimensionalen Raum gilt die Rechenregel

—

€1 52 53

VS =VX =00 0ry duslfy fo o]

Sie ergibt einen Vektor, dessen Betrag ein Maf3 fiir die lokale Wirbelstarke eines Vektorfeldes

in einem Raumpunkt ist.

« Rechenregeln:

grad(fg) = (grad)g + f(grad) = (Vf)g+ f(Vg)
div(fu) = (grad)-u+ f(diva) = (Vf) -d+ f(V-a)
rot(fu) = (grad) x 4+ f(rotw) = (Vf) x i+ f(V x )
grad(u - ¥) (W-V)YT+ (V- V)u+1ux (VxV)+0x (V)
div(d x ¥) = vrotd —drotv
rot(d x 0) = (0-V)u— (a-V)o+ad(V-0)—9(V-u)

Beispiele:

f(r) Skalarfunktion nur der radialen Koordinate r = /2 + y? + 22

of _ ofF
i) =Py =97

Dimension des Raumes

Rotation des Ortsvektors

rot 7' = €,(0yz — 0,y) — €,(0xz — 0,x) + €,(0,y — Oyx) =0 .

4.1.2 Ableitungen héherer Ordnung

Ist eine Funktion f : D C R"™ — R innerhalb ihres Definitionsbereiches k- mal stetig differenzierbar,
so nennt man die Funktion ein Element der Menge C* (D) bzw C* -Funktion. Ist f eine C?-Funktion,

so kann man verschiedene zweite Ableitungen definieren

o of

)= fi =

9 o f
Oz, Oz

Ox0z;

Download free eBooks at bookboon.com


http://bookboon.com/

Analysis und lineare Algebra fiir Naturwissenschaftler Analysis von Funktionen mehrerer Veranderlicher

Nach dem Satz von Schwarz gilt

Pr P
8xk8xj — kTR 8x]8xk ’

Die Menge der zweiten Ableitungen ldsst sich in einer Matrix zusammenfassen — der Hesse-Matrix

fll fln
(fes) = | :
fnl fnn

Die Hesse- Matrix ist symmetrisch. Die Spur der Hesse- Matrix hat eine besondere Bedeutung. Man
definiert

Sp(fij) =Y fis = Of
j=1

mit dem Laplaceoperator®
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Fiir Ableitungen zweiter Ordnung gelten folgende Rechenregeln als Konsequenz des Satzes von Schwarz

rot(grad) = 0 Gradientenfelder sind wirbelfrei
div(rot@) = 0 Wirbelfelder sind quellenfrei
rot(rotw) = grad(diva) — A .

4.1.3 Taylorreihe

Exemplarisch fiir Funktionen zweier Variablen soll gezeigt werden, wie man Funktionen mehrerer

Variablen in einer Potenzreihe entwickeln kann. Sei f(xy) eine C (+1) Funktion, so gilt

fle+hy+k) = flzy)+[fah+ fyk] + l[facschQ + 2 fayhk + fyka] Tt Ry

= Sy + [0+ kD) + [ha 4 k0, f+---+%[h6m+k:6y]”f+Rn

— S 00 + kO, f(zy) + B,

J:
-1
= exp(h(f‘) + koy) f(zy) + R,

— 1 n+1
B = (10, + kO™ f (@ 4+ Mgy + k) A€ (0,1)

3

Q

Die formale Erweiterung sieht man sofort ein

-

f(@+h) =exp(h-V)f(Z) + R, .
wenn man den Exponentialoperator wieder als Potenzreihe auffasst.
Beispiel:

Entwickle die Funktion sin(zy) bis zur zweiten Ordnung um (00):

fo = ycos(zy); f, =xcos(zy) fox= —y? sin(zy); foy = —7 % sin(xy)
foy = cos(zy) — zysin(zy) = fyx
flxzy) = f(0 )+fxx+fyy+ (fxxx +2fxyxy+fyyy )+
= f(00)+azy+....

4.1.4 Stationdre Punktlésungen

Analog zur Definition lokaler Extremwerte fiir Funktionen einer Variablen definieren wir die

o notwendige Bedingung fiir die Existenz eines lokalen Extremums einer Funktion

f:DCR"—-R:
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Ist f partiell differenzierbar in Zy € D und gilt
v.ﬂfo =0 )
so nennt man T einen kritischen (stationiren) Punkt.

« hinreichende Bedingung fiir die Existenz eines lokalen Extremums:

Ist f € C?, T, ein stationdrer Punkt und gilt fiir die Hesse- Matrix

(feye,) positiv definit = f besitzt in Z ein lokales Minimum
(fere,;) negativ definit = f besitzt in 7 ein lokales Maximum
(fzyz,) indefinit = f besitzt in Iy einen Sattel .

Man nennt eine symmetrische (1 X n) Matrix definit, wenn fiir jeden Vektor Z € R" die quadratische

Form

eine der folgenden Bedingungen erfiillt

q(z) >0 A ist positiv definit

q(z) >0 A ist positiv semidefinit
q(Z) <0 A ist negativ definit

q(¥) <0 A ist negativ semidefinit .

Gilt fir zwei Vektoren

q(u) >0 q(v) <0,
so nennt man A indefinit.
Beispiele:

a) Untersuche die Sattelflache in (00):

flzy) = 2% —¢?
fx:2x — fx’x:OZO
fy:_2y — fy‘yzozo

) = (5 5)-
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Uberpriife die quadratische Form mit den kanonischen Einheitsvektoren

=) ()
@ = o5 %) ()2

D.h. in (00) liegt ein Sattelpunkt.

b) Untersuche die folgende Funktion auf lokale Extrema:

flry) = rt—r* r? =22+
_ Ofg _ofT
vio= 8rvr_ orr

= (4r?-2) <z> =0
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Analysis und lineare Algebra fiir Naturwissenschaftler Analysis von Funktionen mehrerer Veranderlicher

Berechne Hesse- Matrix

fmc - 47"2—2+8£lf2

fxy = fyx:&ry
foy = 4r* —2+8y°

1) Hesse- Matrix in x=y=0:

Gl = (3 %)

Fiir jeden beliebigen Vektor ist die quadratische Form

i = (Z) @7 (foy)i = —2(a® +b*) < 0.

Somit liegt in (00) ein lokales Maximum vor.

2) Hesse- Matrix in r = 1/ V2 (wiéhle Polarkoordinaten):
(£.0)] B 4cos’¢p  4cos@sing
w)lr=1/2 = \4cosgpsing  4sin®¢
q(@) = 4a*cos® ¢ + 8abcos ¢sin ¢ + 4b%sin” ¢
= 4(acosd + bsinp)® >0 .

Fiir den Kreis mit dem Radius = 1/ V2 liegt somit ein Minimum vor.

-0.1 27T
02 SN
22000000 B GOSN -
-0.8 S22 ,‘l"Q‘ ‘} ‘\‘Q“:“‘- 0.8 . . , .
SN« 0.4 Die 'Kuchenform- Fléche’ (muffin- tin)
=R p f ( ) 4 ) ) ) )
X — —
zy)=1r"—1r" rc=x"+y
08 08
Abbildung 4.8

Dariiber hinaus kénnen wir auch Extrema einer Funktion f suchen unter einer einschrinkenden
Nebenbedingung ¢, d.h. wir betrachten die Funktion f nicht mehr im gesamtem Definitionsbereich

D C R™, sondern in dem durch die Nebenbedingung ¢(Z) = 0 eingeschrinkten Teilbereich

D ={iecDcR"g(Z)=0}.
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Somit erhilt man eine notwendige Bedingung fiir die Existenz eines Extremums in Zp: unter der

Voraussetzung, dass ¢(Zp) = 0 (Nebenbedingung) und Vg|z, # 0 existiert ein A € R mit

0=V [f(Zo) + AVg(Zo) = V(f + Ag)lz -

Die erweiterte Funktion, deren Extremwerte man finden mochte

L=f+\g
nennt man Lagrangefunktion, A den Lagrange Multiplikator.

4.2 Integralrechnung

Auch die Integration ist dhnlich wie die Differentiation eine unmittelbare Erweiterung dessen, was wir
fiir Funktionen einer Variablen besprochen haben, mit dem Unterschied, dass unbestimmte Integrale
von Funktionen mehrerer Verdnderlicher nicht sinnvoll sind. Entsprechend der mehrdimensionalen
Definitionsbereiche muss man auch zwischen verschiedenen Typen von Integralen unterscheiden. In

der Physik sind folgende Integrale von Bedeutung

Integraltypen
Skalarfunktionen Vektorfunktionen
f,g:DCR*—=RANER U, T7T:DCR?—-R}3NeER
Typ Anwendung Bemerkungen Typ Anwendung
Jo f(7) dl f=1: Lange Kurvenintegrale Jov- al T=F:
von C L, IT. Art Arbeitsintegral
If ¢ f(7) ds | Volumen zwischen Doppelintegral, I gU-ds Fluss von o
fund S Oberflachenintegral durch Oberflache
[y &) &r f = p: Masse, Dreifachintegral,
Ladung in V

4.2.1 Kurvenintegrale

(1) Kurvenintegrale I. Art sind Einfachintegrale tiber Skalarfunktionen entlang einer vorgegebenen Kurve

C. Ist die Kurve in Parameterdarstellung zwischen zwei Punkten 7 und 7% vorgegeben

C: 7= 1) = (@(t)y(1), 2(0))" t <t <to, 71 =), 7= (L)

und das Bogenelement d [ entlang der Kurve in einem Kurvenpunkt (Pythagoras)
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dl=/(dz)? + (dy)2 + (dz)? = Vi? + 92 + 22 dt,

Die Mantelfliche des Zylinders
unterhalb der Sattelfldiche ist durch
ein Kurvenintegral I. Art gegeben

Abbildung 4.9

so ergibt sich fiir das Kurvenintegral I. Art die Berechnungsvorschrift

[ s ai= /tltgf(F(ﬂNm ar.

Fir f = 1 entspricht dem Kurvenintegral die Linge der Kurve C' zwischen Anfangs- und Endpunkt
7iund 7. Ist f : D C R? — R eine Fliche f = f(xy) und C' die ebene Kurve z(t) = 0, so Lisst

sich das Kurvenintegral als die Mantelfliche des Zylinders zwischen C' und f interpretieren.
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Beispiel:

Berechne die Bogenlidnge der Kurve
C: x(t) = Rcost, y(t) = Rsint, 2(t)=0 0<t <27

2w 2w
/dl:/ Vit grdt = R/ dt = 27R.
C 0 0

(2) Kurvenintegrale II. Art sind Integrale iiber Vektorfunktionen U entlang vorgegebener Kurven.
Genauer handelt es sich dabei um die Summation der Projektionen ¥ - d [ eines Vektorfeldes U entlang

des gerichteten Bogenelementes d [.Ist C in Parameterdarstellung gegeben, so gilt

/U-dl = /(vxdx—kvydy—kvzdz)
c c
to .
- [ oiar.
t1

Ist insbesondere U ein Gradientenfeld mit ¥ = grad ¢ so gilt

ol [0 00
/Cv~dl = /C(axdx—i-aydy—l—azdz)

= /d¢=¢(772)—¢(771)-

Das Kurvenintegral ist unabhingig von der speziellen Kurvenform (Weg) lediglich eine Funktion

des Anfangs- und Endpunktes 77,72 der Kurve. Insbesondere verschwindet das Integral iiber eine

]fwdf:o.

Das ist das definierende Merkmal fiir Gradientenfelder (konservative Krifte): sie sind wirbelfrei

geschlossene Kurve

(zirkulationsfrei).

Beispiel:

Berechne das Kurvenintegral von 7 = (000) nach 7 = (111) iiber das Vektorfeld
U= (x+yz,y+xz,2+zy)T entlang der Kurven (a) C;: x =t,y=t>2=1> 0<t<1

und (b) Cy : (000) — (100), (100) — (110), (110) — (111).
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Zu (a):

<y
ol

/c [ = /O[(m+yz)i+(y+x2)y’+(z—i—xy)z']dt

1 1 1
= /(t+t5)dt+/ (t2+t4)2tdt+/(t3+t3)3t2dt
0 0 0

1
= / (t+ 2t +9¢t°) dt
0

1 1 3 5
N e B SIS 1}
[2 Tty Jlo 2
Zu (b):
ol = /(x+yz)| B dx+/(y+$z)| B dy+/<z+xy>\ L d:
/02 0 y=0 0 z=1 0 r=1
z2=0 z=0 y=1
1 1 1 5
= §$25+§y25+(522+2)\é:§-

Offenbar ist das Integral wegunabhingig. U ist somit ein Gradientenfeld. Wir wollen das iiberpriifen

und nutzen mit ¥ = grad ¢ die Eigenschaft

rot(grad ¢) = 0 = rot ¢

aus, die aus der Symmetrie der Hesse- Matrix folgt:

Ov, Ovy, L Ov, Ovu, L ,Ovy,  Ov,
— — 7)) — - - _ = + = — =

oy 0z ) =&l or 0z )+ el oxr Oy )

= ér—2)—€y—y)+e.(r—2)=0.

rotd = &

Man sieht die Aquivalenz der Bedingungen fiir ein zirkulationsfreies Vektorfeld

%ﬁ-dl:O & rotu=0.

4.2.2 Doppelintegrale

(1) Doppelintegrale sind z.B. Integrale einer Skalarfunktion f iiber einer ebenen Fliche S. Mathematisch
etwas genauer ist S ein regulirer Bereich, Teilmenge des Definitionsbereiches von f mit einem

Flicheninhalt. Somit ist das Doppelintegral iiber f : D C R?> — R

J[ 10 as= [[ rap azay
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gerade das Volumen des Zylinders mit der Grundfliche S und der Deckelfliche f(zy) mit (zy) € S.

Das Doppelintegral ergibt sich als Grenzwert der Summe tiber die Volumina von Sdulen mit infinitesimaler

Grundflache.

Volumen des Zylinders unterhalb
einer schiefen Ebene

Abbildung 4.10
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Beispiel: Bestimme das Volumen zwischen den ebenen Flichen

ry)=2 = 4—y und 2*+y*><4

2
[[1enasay = [[ a-pasay.

x24y2<4

Die Aufteilung des Integrationsbereiches S in = und Yy - Komponenten erfordert einige Uberlegung,

da  und y iber die Kreisgleichung verkniipft sind.

a) Innere Integration iiber x , duflere Integration tiber ¥ :

S:x = £\V4—y? ye[-272]

I = dopdedy= [ [V w—y asl ay

r24y2<4

= /_(4—y)x\% dy=2/_2(4—y)\/4—y2 dy .

2

Mit Hilfe der Substitution ¥y = 2sint erhilt man

/2
I = 8/ (2 —sint — 2sin®t +sin’¢) d¢
—/2
w/2
= 16/ cos’t dt = 167 .

—7/2

b) Innere Integration iiber ¥, duflere Integration tiber x:

S:y = tVd—2a2 xe€[-22]
2 Va—a?
I = / (4—y)dxdy:/ [/ (4—y)dy} dx
o l)vie
x2+4+y2<4
2 y2 Jic? 2 /2
= qy — )V qp = Vi—z2dz=1 2 = 167 .
/_2(y 2)|7\/de 8/_2 r? dr 6/_7T/2costdt 6

Offenbar ist es gleichgiiltig tiber welche der beiden Raumrichtungen man zuerst integriert! Man sieht
aber in jedem Fall, dass die Integration in kartesischen Koordinaten recht beschwerlich werden kann.
Konnte man eine Koordinatendarstellung finden, welche die Symmetrien der jeweils gestellten Aufgabe
besser ausnutzt, so wiirden die Integrationsgrenzen unabhéngig voneinander. Dieses Ziel erreicht man

manchmal mit Hilfe der Substitutionsregel:
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+ Sei der Integrationsbereich S(zy) =0 in den neuen Koordinaten u,v gegeben, mit

o = x(uw) und y = y(uv), so gilt
// f(ry) dz dy = //f(a?(uv)y(uv»p(xmuv) du do
s S

mit der Jacobi (Funktional) Determinante

D(zy|luv) =

Q3|W|QJ
SRS

9z
Ov
Fiir das obige Beispiel sind ebene Polarkoordinaten als Substitution sinnvoll:

(I>_ (COSd)) = S: 2 +y*<4—-7r<2 ¢€|0,27]

Y sin ¢
or Ox .
or cos¢ —rsin qb
D(wylrg) = ' 5 5 ‘
% sing rcos¢

I = //fa;y dxdy—// —rsing)rdr d¢
= /0[/0 (4—rsmgz5)d¢]rdr:8w/02rdr—167r.

(2) Oberflichenintegrale summieren die Projektion eines Vektorfeldes ¥ in allen Punkten einer

gegebenen Raumfliche S(zyz) = 0 auf die Flichennormale in diesem Raumpunkt (Flussintegral):

Zum Begriff des Flussintegrals
b= [[qv-dF

Abbildung 4.11
- / / 7-ds.
S
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Wir wollen annehmen, dass S in Parameterdarstellung gegeben ist mit

St ox=uz(tu), y=y(tu), z = z(tu) .

In jedem Punkt der Fliche finden wir zwei Tangentenvektoren in die Raumrichtungen ¢ und u

o0 oy 0 L 00 0y 02
ot’ ot’ ot u ou’ Ou’ Ou

St = (

Das gerichtete Oberflichenelement d 5 ergibt sich somit aus
ds = s xs§,dtdu

S
L 8y 0z 0z 0y Or 0z 0z O0x Ordy Oyox
15 = &3z, ~aron) G drow T oroe ~ arar) ¢4

€:D(yz|tu) + €,D(zx|tu) + @D(my|tu)] dtdu.

Damit erhélt man fiir das Flussintegral

.
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4.2.3 Dreifachintegrale

Volumenintegrale tiber Skalarfunktionen werden dhnlich berechnet wie Doppelintegrale. Ist V' das

Volumen, fiir das gilt

so ergibt sich fiir das Volumenintegral

/Z/f(mﬂ) dz dy dz=/j{[/::)[/e(i(;y)f(:cyz) dz} dy} do.

Beispiel:

Gegeben ist ein Volumen V, das be-
grenzt wird durch die Ebenen z = 6 —
2z —2y (bunte Dreicksfliche), y = 3—2
(Teil der x-y Ebene unterhalb der bun-
ten Ebene) und die Koordinatenebenen
x-z und y-z. Berechne das Volumenin-
tegral

/g/xyz df:/l/wyz dz dyd=.

Abbildung 4.12

3 3 6—2x—2y
///xyzdxdydz = /:1:/ y(/ zdz)dy dx
0 0 0
v
3 3 wy
= /ZL‘/ 2(6 —2r —2y)? dy| dx
0 0o 2

13 81
= = 3—a)tdr=__.
G/Ox( )" da 50

—T

In neuen Koordinaten uvw gilt nach der Substitutionsregel

[ stz dw ay az= [[[ stupun)zw) eyt du v a
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mit der Funktionaldeterminante (Transformation des Volumenelementes)

oz Oz Oz

Iy 0 %w

— |9y o9y Oy
D(zyzluvw) = |52 ¢ ¥
9z 0z 0z

ou Ov Ow

Speziell gilt fiir die wichtigsten Koordinatensysteme:

o Zylinderkoordinaten (p¢z): dx dydz=pdpdo dz
« Kugelkoordinaten (70¢ ): dz dy d z = r?sinf dr d6 d ¢
« Elliptische Koordinaten ({n¢ ): dz dy dz = (§)3(§2 —n?)dédndo

4.2.4 Integralsatze
Die folgenden Integralsitze verkniipfen Kurven-, Oberflichen- und Volumenintegrale. Sie sind von

zentraler Bedeutung in der theoretischen Physik.

1. Der Satz von Gauf?* verkniipft den Fluss eines Vektorfeldes durch eine geschlossene Flache

S mit dem Volumenintegral iiber die Divergenz des Vektorfeldes
§ wds= [[[avrar,
5(V) v

dabei bedeuten V' das Integrationsvolumen und S(V') die das Volumen einschlieende
Oberfldche. Im Grenzfall infinitesimaler Volumina erhalten wir mit dem Satz von Gauf? eine
physikalische Interpretation des Begriffes Divergenz. Dazu betrachtet man ein kleines Volumen

AV, in dem man div ¥ als nidherungsweise konstant annehmen kann. Somit gilt

7{ v-ds = diviAV
AS(AV)
div v li ! f{ v-ds
vt = lim — v-ds.
AV—=0 AV AS(AV)
D.h. die Divergenz beschreibt lokal den Fluss eines Vektorfeldes aus einem infinitesimalen

Volumen. Sie analysiert die Quellstarke eines Feldes in einem Raumpunkt

>0 Quelle in7”
divd(r) = ¢ =0 frei von Quellen

<0 Senke inr.
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2. Der Satzvon Stokes® verkniipft das Kurvenintegral eines Vektorfeldes iiber einen geschlossenen
Weg C' mit dem Oberflachenintegral {iber die Rotation des Vektorfeldes

7{ U-df://rotﬁ-ds,
c(s) J

dabei bedeutet S die von der Kurve C' umrandete Oberfliche. Im Grenzfall infinitesimaler
Flachen erhalten wir mit dem Satz von Stokes eine physikalische Interpretation des Begriffes
Rotation. Dazu betrachtet man eine kleine Fliche AS, auf der man rot ¥ als niherungsweise

konstant annehmen kann. Somit gilt

7{ -dl = rotiAS
C(AS)
. . AS L
rotv = AIEIEOW%C(AS)U-(U.

D.h. die Rotation beschreibt lokal die Verwirbelung eines Vektorfeldes. Sie analysiert den ,Grad
der Wegabhingigkeit® des Feldes in einem Raumpunkt

rotv=0 <& %ﬁ-df:O.
c

3. Das Greensche Theorem? ist ein wesentliches Hilfsmittel zur Formulierung von
Randbedingungen in der Potentialtheorie. Sind ¢ und ) Skalarfelder und V' ein durch die
Fliche S(V') begrenztes Volumen, so gilt

J{m[‘bw —yvel-da= ///[cmw — AP dV

Das Green’sche Theorem enthilt den Satz von Gauf$, wenn man substituiert.
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umfasst 886 Titel in Physik und Mathematik, darunter viele umfangreiche Lehrbiicher.

5. Augustin Louis Cauchy: * 21.8.1789 Paris, T 23.5.1857 Sceaux. Mathematiker an den
Universitaten Paris, Turin, Prag. Hauptwerke zur Theorie der Differentialgleichungen und

Funktionentheorie.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Leonardo Fibonacci: * 1180 Pisa, | 1250 gehdrte zum Gelehrtenkreis Friedrichs I1. Hauptwerk:

Liber Arbaci - Einfithrung der arabischen Ziffern in Europa.

Gottfried Wilhelm Leibniz: * 1.7.1646 Leipzig, T 14.11.1726 Hannover. Studium der Philosophie,
der Rechte, der Theologie. Hauptwerke: Differentialrechnung (Calculus 1682), Formalisierung
der Mathematik.

William George Horner: * 1786, T 1837. Das nach ihm benannte Schema war bereits

islamischen Mathematikern seit dem 11. Jahrhundert bekannt.

Pythagoras von Samos: * 580, | 496. Griechischer Philosoph und Zahlenmystiker. Der nach

Pythagoras benannte Satz war schon vorher in Babylon bekannt.

Diese abgekiirzte Schreibweise bedeutet: f ist eine Funktion, die von der Menge der reellen
Zahlen auf dem kompakten Intervall |a,b] auf die Menge der reellen Zahlen abbildet. Ein
kompaktes Intervall enthilt die Randwerte. Andere Formen sind: (a, b] halboffenes Intervall

enthilt b aber nicht a; (a,b) offenes Intervall enthilt weder noch.

Guillaume UHospital: * 1661 Paris, T 2.2.1704 Paris. Erstes Lehrbuch der Infinitesimalrechnung
1696.

Brook Taylor: * 18.8.1685 Edmonton, T 29.12.1731 London. Beruf: Jurist.

Joseph Louis Lagrange: * 25.1.1736 Turin, T 10.4.1813 Paris. Professor fiir Physik und
Mathematik an den Universitdten Turin, Berlin, Paris. U.a. Arbeiten zur Variationslrechnung

und dem Dreikérperproblem. Hauptwerk: Mecanique analytique (1788).

Colin McLaurin: * 1698 Kilmoddan (Schottland), T 14.6.1746 York. Professuren in Aberdeen
und Edinburgh; Schiiler von Newton.

Jean Baptiste Joseph Fourier: * 21.3.1768 Auxerre, T 16.5.1830 Paris. Mathematiker und
Politiker unter Napoleon. Professuren in Paris und Kairo. Hauptwerk: Theorie analytique de la

chaleur (1822) (Wéarmeausbreitung mit Hilfe von Fourierreihen).

Bernhard Riemann: * 17.9.1826 Breselenz, T 20.7.1866 Selasca (Lago Maggiore). Studium
der Philologie, Theologie und Mathematik. Grundlegende Arbeiten zur Differentialgeometrie,

konforme Abbildungen, Analysis (Riemannintegral) und Zahlentheorie.
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

David Hilbert: * 23.1.1862 Konigsberg, T 14.2.1943 Géttingen. Professuren in Konigsberg
und Gottingen. Grundlegende Beitrige zur Zahlentheorie, Geometrie, Integralgleichungen,

Variationsrechnung. H. galt als der bedeutendste Mathematiker seiner Zeit.

Hermann Amandus Schwarz: * 25.1.1843, 1 30.11.1921 Berlin. Professuren in Halle,
Zirich, Gottingen, Berlin. Arbeiten zur Theorie konformer Abbildungen, partieller

Differentialgleichungen und Variationsrechnung.

Ludwig Otto Hesse: * 22.4.1811 Konigsberg, T 4.8.1874 Miinchen. Professuren in Konigsberg,
Halle, Heidelberg und Miinchen. Arbeiten zur analytischen Geometrie, Differentialgeometrie

und Invariantentheorie.

Gabriel Cramer: * 31.7.1704 Genf, T 4.1.1752 Nimes. Philosoph und Mathematiker an der

Universitat Genf, spater Kommunalpolitiker in Genf. Beitrdge zur linearen Algebra.

Pierre Simon Laplace: * 28.3.1749 Auge, T 5.3.1827 Paris. Professur an der Militdrschule von
Paris. Hauptwerke: Analytische Theorie der Wahrscheinlichkeit (1812) (erzeugende Funktionen,
Laplacetransformation), Himmelsmechanik (1825) (Storungstheorie der Planetenbewegung,

Potentialtheorie (Laplacegleichung)).

Carl Friedrich Gaufl: * 30.4.1777 Braunschweig, { 23.2.1855 Géttingen. Direktor der
Sternwarte und Professor an der Universitdt Gottingen. Veréffentlichung einer grofien Zahl
grundlegender Werke, darunter: Disquisitiones arithmeticae (1801) (Zahlentheorie), Die
Flachentheorie (1827) (Grundlage der Geodisie), Schriften iiber , biquadratische Reste® (1831)
(Primzahltheorie, Einfiihrung der komplexen Zahlenebene), Potentialtheorie (1840).

Sir George Gabriel Stokes: * 13.8.1819 Skreen (Irland), { 1.2.1903 Cambridge. Professor fiir
Mathematik in Cambridge. Wichtige Arbeiten in Physik.

George Green: * 17.7.1793 Nottingham, T 31.3.1841 Sneinton. Zunichst Bicker, unterrichtete
Green spiter am Cajus College in Cambridge. Hauptwerk: ,Essay on the Application of
Mathematical Analysis to the Theories of Electricity and Magnetism' (1828).





