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VORWORT

Die Geometrie ist eines der dltesten und faszinierendsten Teilgebiete der
Mathematik. Sie weist eine Fiille staunenswerter Sétze auf und besticht
durch Ideenreichtum in den Beweisfithrungen wie auch durch die Asthetik
zeichnerischer Realisierungen von Lehrsétzen.

Sie vermag in besonderer Weise ein Gefiihl fiir die Schénheit der Mathe-
matik zu vermitteln. Zugleich bewirkt sie eine uniibertrefliche Schulung
des Anschauungsvermogens und erweist sich damit als unverzichtbares
Instrument fiir die Ausiibung technischer Berufe.

Fiir weite Bereiche der Mathematik, in denen abstrakte Konzepte im Vor-
dergrund stehen, bilden anschauliche Erwégungen eine Grundlage und
zugleich auch eine wichtige Inspirationsquelle.

Deshalb fordert das Befassen mit geometrischen Fragestellungen ein tiefe-
res Eindringen in mathematisches Denken. Unsere Ausfithrungen zeigen
in vielfaltiger Weise, wie sich anschauliche Vorstellungen mit exakter Ma-
thematik verbinden lassen.

Studierende werden hier wie auch sonst in der Mathematik erkennen, daf3
Ideenreichtum gefragt ist und dafl eine geometrisch-begriffliche Argumen-
tation weitaus eleganter sein kann als eine rechnerische Beweisfithrung.

Grundidee unserer Darstellung ist die Entfaltung einer anordnungsfrei-
en euklidischen Geometrie, die aus wenigen einfachen Axiomen der An-
schauung unter Verwendung rein geometrischer Schlufiweisen zu einem
erstaunlich umfassenden Kanon geometrischer Satze fiihrt.

Die Moglichkeit einer algebraischen Darstellung geometrischer Gegeben-
heiten ergibt sich auf diesem Wege recht zwanglos aus vorher bewiesenen
geometrischen Aussagen. Sie dient jedoch nicht als Endziel, sondern als
natiirliches Hilfsmittel zur weiteren Entfaltung geometrischer Sétze.

Unsere Ausfithrungen wenden sich an Studierende mit Haupt- oder Ne-
benfach Mathematik ab dem zweiten Semester, insbesondere auch an
Studierende der Lehrédmter, ferner an alle, die euklidische Geometrie im
Detail kennenlernen mochten.
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Im ersten Teil wird die anordnungsfreie Theorie der normalen euklidi-
schen Ebenen aus vier einfachen Axiomen der Anschauung entwickelt.
Einzige Grundbegriffe sind hierbei die Menge der Punkte und die Kon-
gruenz von zweielementigen Punktmengen.

Neben einer Fiille elementargeometrischer Sétze leiten wir im zweiten
Teil die algebraische Darstellung euklidischer Ebenen durch quadratische
Korpererweiterungen her.

Die Anordnungseigenschaften euklidischer Ebenen werden im dritten Teil
unserer Ausfithrungen behandelt. Dabei wird detailliert auf Beziehungen
zwischen verschiedenen Winkelbegriffen eingegangen. Ferner wird bei eu-
klidischem Koordinatenkorper ein Flichenmaf fiir Vielecke vorgestellt,
welches zugleich auch Aussagen iiber Orientierung ermoglicht.

Das Arbeiten mit diesem Buch wird erleichtert durch mehrere ausfiihrli-
che Register. Jeder Paragraph endet mit einer Reihe von Aufgaben.

In Band 2 finden sich ausfiirliche Losungshinweise zu den Aufgaben, fer-
ner auch ein Anhang {iber mathematische Grundbegriffe.

Das Manuskript ist aus Vorlesungen hervorgegangen, die ich seit 1980
mehrfach an der Universitdt Hamburg gehalten habe. Es wird hier als
Neubearbeitung und wesentliche Erweiterung von [38] in Form eines e-
books vorgelegt.

Mein besonderer Dank gilt meinem verehrten Kollegen Walter Benz fiir
viele hilfreiche Gespréache iiber Geometrie sowie auch meinem Kollegen
Rolfdieter Frank fiir die sorgfialtige Durchsicht des Textes und fiir eine
Reihe wertvoller Hinweise.

Hamburg, im Friihjahr 2014 E. M. S.
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Aber bitte, wird man mir sagen, was nitzt einem
hungrigen Magen die Kenntnis der Natur, was die
ganze Astronomie? Nun, die verstindigen Menschen
horen nicht auf die Unbildung, die da schreit, man
misse deswegen jene Studien unterlassen. Man dul-
det die Maler, weil sie die Augen, die Musiker, weil
sie die Ohren ergotzen, obwohl sie sonst keinen Nut-
zen bringen. Ja, der Genufs, den wir aus ihren Wer-
ken schépfen, gilt nicht nur als angemessen fiir den
Menschen, er gereicht thm auch zur Fhre.

Welche Unbildung, welche Dummbheit daher, dem
Geist eine ihm zukommende ehrbare Freude zu nei-
den, sie aber den Augen und Ohren zu gonnen! Der
streitet gegen die Natur, wer gegen diese Freude strei-
tet!

Denn der allgiitige Schopfer, der die Natur aus
dem Nichts ins Dasein gerufen, hat er nicht jedem
Geschopf das, was notwendig ist, dazu aber mnoch
Schmuck und Lust in idiberreicher Fille bereitet?...
Unser Bildner hat zu den Sinnen den Geist gefiigt,
nicht blofs, damit sich der Mensch seinen Lebensun-
terhalt erwerbe, ... sondern auch dazu, daff wir vom
Sein der Dinge, die wir mit Augen betrachten, zu den
Ursachen ihres Seins und Werdens vordringen ...

So wird die Seele des Menschen ... durch jene Nah-
rung in der Erkenntnis am Leben erhalten, bereichert,
gewissermaflen im Wachstum gefordert.

JOHANNES KEPLER,
aus dem Widmungsschreiben zum
Mysterium cosmographicum, 1596
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Teil 1

NORMALE EUKLIDISCHE EBENEN

1 HISTORISCHE UND METHODISCHE VORBEMERKUNGEN

A. Euklid und das Parallelenaxiom

Die euklidische Geometrie erhebt den Anspruch, ein mathematisches Mo-
dell unseres Anschauungsraumes und damit des Raumes der klassischen
Physik zu sein. Zur Untermauerung dieses Anspruches war es bereits im
Altertum ein Anliegen der Mathematiker, diese Geometrie aus einfachen
Grundtatsachen der Anschauung zu entwickeln.

EUKLID (ca. 365-300 v. Chr.) fafite die diesbeziiglichen Bemiithungen der
damaligen Mathematiker in einem beriihmt gewordenen Werk mit dem
Titel ,,Elemente“ zusammen. Die Darstellung EUKLIDs galt bis in die
zweite Hiélfte des 19. Jahrhunderts hinein als Musterbeispiel fiir exaktes
mathematisches Schlieflen.

Die ,,Elemente“ umfassen dreizehn Biicher. Am Anfang stehen Definitio-
nen, Postulate und Axiome, also Aussagen, die ohne Beweis als giiltig
angenommen werden. Die bekannten Lehrsidtze der Geometrie werden
hieraus durch logisch strenge Deduktion hergeleitet.

Unter den Postulaten fand sich eines, das anschaulich weniger Evidenz als
die iibrigen Postulate besafl, ndmlich das sogenannte , Parallelenaxiom

(vel. §2).
Deshalb gab es seit dem Altertum immer wieder Versuche nachzuweisen,

dafl das Axiom in Wahrheit ein Satz und damit aus den iibrigen Axiomen
herleitbar sei. Dieser Nachweis wollte jedoch nicht gelingen.

B. Entdeckung der hyperbolischen Geometrie

Die iiberlieferte Problemstellung wurde im Laufe der Jahrhunderte z.B.
aufgegriffen von PROKLOS (410-485), OMAR KHAYYAM (1050-1123),
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Nasir EDDIN AL-Tusr (1201-1274), J. WALLIS (1616-1703), G. SACCE-
RI (1667-1733), J. H. LAMBERT (1728-1777), A. M. LEGENDRE (1752-
1833). Dabei ergaben sich Aussagen, die zum Parallelenaxiom dquivalent
sind. Zugleich wurde gepriift, welche Lehrsitze ohne das Parallelenaxiom
herleitbar sind.

Mit der Zeit verdichteten sich die Zweifel an der Beweisbarkeit des Par-
allelenaxioms, und man fragte, ob ein Kosmos denkbar sei, in dem die
Negation des Parallelenaxioms Giiltigkeit besitzt.

Dieses Problem l6sten nun in der ersten Hilfte des 19. Jahrhunderts
gleich drei Mathematiker unabhéngig voneinander. Zu nennen ist hier
C. F. GAuss, der sich, wie man aus Briefen (1816, 1824) weif}; mehr
als dreilig Jahre lang mit dieser Frage beschéftigte, der aber auf eine
Veroffentlichung seiner Ergebnisse verzichtete, da er das ,,Geschrei der
Bootier®, der unverstédndigen Zeitgenossen, fiirchtete. Dagegen publizier-
ten N. LOBATSCHEFSKY 1826 sowie J. BOLYAI 1831 ihre diesbeziiglichen
Ergebnisse.

Alle drei gelangten zu der Erkenntnis, dafl eine in sich widerspruchsfreie
,hichteuklidische® Geometrie aufgebaut werden kénne, und entwickelten
deren spezifische Eigenschaften. Die Veroffentlichung dieser Ergebnisse
zog grofle Anfeindungen nach sich, auch unter Mathematikern, wie es
GAUSS vorhergesehen hatte.

Allgemeine Anerkennung fand diese heute ,,hyperbolisch“ genannte Geo-
metrie erst durch das von F. KLEIN 1871 vorgestellte Modell einer sol-
chen Struktur, das sich innerhalb der Anschauungsebene realisieren 148t.
Die Existenz dieses Modells zeigt, dafl das Parallelenaxiom nicht aus den
iibrigen Axiomen EUKLIDs herleitbar ist, dafl es also zu Recht als Axiom
verwendet wurde.

C. Pasch und Hilbert

Unabhéngig von diesen Entdeckungen wurde in der zweiten Hélfte des
neunzehnten Jahrhunderts bemerkt, dal EUKLID bei seinem Aufbau ge-
wisse Aussagen benutzt hatte, die nicht durch Postulate oder Axiome
abgedeckt waren.

M. PascH hielt 1882 eine Vorlesung, in der er zeigte, wie sich diese
Liicken schliefen lassen. Dariiber hinaus ergab sich jedoch auch Kri-
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tik an EUKLIDs Definitionen. Dies fithrte D. HILBERT dazu, in seinem
Werk ,,Grundlagen der Geometrie“ (1899) ein vollig neues Versténdnis
von Geometrie zu entwickeln. Nach HILBERT geht es dem Mathematiker
nicht um die Objekte, mit denen er umgeht, sondern um die Beziehungen
zwischen den Objekten, so daff er die Freiheit hat, von einem Modell zu
einem , isomorphen“ Modell iiberzugehen, wobei die Objekte des ersten
und des zweiten Modells génzlich verschieden sein diirfen.

Erst durch HILBERTs Ansatz laBt sich Geometrie als mathematische
Struktur im heutigen Sinne verstehen und nach heute {iblichen Mafistdben
exakt aufbauen.

Danach steht jede nichteuklidische Geometrie als mathematische Struk-
tur gleichwertig neben der euklidischen Geometrie. Es ist Aufgabe der
Physiker festzustellen, welche Geometrie den Raum am besten beschreibt.

Nach heutiger Erkenntnis stellt die euklidische Geometrie den uns umge-
benden Raum in guter Ndherung, aber nicht exakt dar, wenn Geradlinig-
keit mit Hilfe von Lichtstrahlen definiert wird. Die euklidische Geometrie
besitzt jedoch insofern eine vorrangige Stellung, als sie den Raum einfa-
cher als andere Geometrien beschreibt und als sie unsere anschaulichen
Vorstellungen am direktesten widerspiegelt.

LRy
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D. Neuere Entwicklungen

Der HILBERTsche Standpunkt ermoglichte ein einheitliches Verstdndnis
fiir eine Reihe von Verallgemeinerungen im Bereich der Geometrie, die
sich in der zweiten Hélfte des neunzehnten Jahrhunderts ergeben hatten.

So wurden neben den 2- und 3-dimensionalen Geometrien bereits n-
dimensionale und bald auch unendlich-dimensionale Geometrien betrach-
tet. Ferner hatten die Arbeiten von A. CAYLEY gezeigt, dafl neben der
euklidischen und der hyperbolischen Metrik auch noch andere Metriken
geometrisch relevant sind, und B. RIEMANN hatte 1854 dargelegt, wie
ein ,,verbogener® Raum mathematisch zu beschreiben ist, der nur noch
,lokal®“ eine Metrik im {iblichen Sinne besitzt.

RIEMANNs Ergebnisse stellten spéter die mathematische Grundlage fiir
die allgemeine Relativitétstheorie EINSTEINs (1916) dar. Auch die
spezielle Relativitéitstheorie EINSTEINs (1905) wird durch eine nichteu-
klidische (4-dimensionale) Geometrie beschrieben, die 1909 von H. MIN-
KOWSKI angegeben wurde und die enge Beziehungen zur 3-dimensionalen
hyperbolischen Geometrie aufweist.

Schlieflich ging man nun dazu iiber, neben den reellen und den komple-
xen Zahlen auch andere Koordinatenkorper zuzulassen, wodurch man z.
B. zur Betrachtung endlicher Geometrien gelangte, wie sie heute etwa in
der Codierungstheorie eine Rolle spielen.

Auf diese Weise ergab sich eine Fiille neuer Fragen, von denen hier einige
genannt seien:

1. Welche Séatze der euklidischen Geometrie gelten in anderen Geome-
trien, etwa bei Zugrundelegung beliebiger Dimension, beliebiger Metrik,
eines beliebigen Koordinatenkorpers?

2. Welche Grundelemente und Sétze sind allen Geometrien gemeinsam?

3. Lassen sich alle Geometrien aus wenigen einfachen Prinzipien aufbau-
en, die sich gegebenenfalls physikalisch priifen lassen?

4. In welchem Modell einer Geometrie 1a3t sich ein bestimmter Lehrsatz
am besten beweisen?

5. Welche inner- und auflermathematischen Probleme lassen sich beson-
ders gut behandeln, wenn man sie in ein geometrisches Gewand kleidet?

Man wird solche Fragen ohne eine genaue Kenntnis der euklidischen Geo-
metrie nicht beantworten kénnen. Deshalb sollte ein Studium der Mathe-
matik immer auch ein Studium grundlegender Eigenschaften der eukli-
dischen Geometrie umfassen. Zwar werden viele solcher Eigenschaften
bereits in der Schule behandelt, jedoch oft nicht sehr tiefgreifend. Fiir
ein griindliches Studium wird es deshalb von Nutzen sein, einen syste-
matischen Aufbau der euklidischen Geometrie kennenzulernen.
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Der im weiteren vorgestellte Aufbau geht im Ansatz auf die 1944 er-
schienene Arbeit , The fundamental theorems of elementary geometry -
An axiomatic analysis® von R. BAER zuriick, beriicksichtigt jedoch auch
neuere Erkenntnisse (vgl. [8], [31], [37], [42]).

E. Aufgaben

A 1.1. Schauen Sie sich in einer Bibliothek die Biicher [10], [14], [20], [25],
[43] an.

A 1.2. Befassen Sie sich mit den Mathematikern EUKLID, ARCHIMEDES,
G. W. LeiBNIZ, B. PascAL, L. EULER, C. F. GAUss, B. RIEMANN,
D. HILBERT, zumindest an Hand eines guten Lexikons.

A 1.3. Studieren Sie die Geschichte des Parallelenaxioms, etwa unter
Verwendung von [3], [25], [27],[43].

A 1.4. Versuchen Sie unter Verwendung Ihrer Schulkenntnisse den fol-
genden Satz von PTOLEMAIOS (um 150 n. Chr.) zu beweisen:

Gegeben sei ein konvexes Viereck, dessen Ecken auf einem Kreis liegen.
Sind e, f die Lingen der Diagonalen und a, ¢ bzw. b, d die Lingen der
sich gegentiberliegenden Seiten, so iste- f=a-c+b-d.

A 1.5. Widerlegen Sie unter Verwendung Ihrer Schulkenntnisse den fol-

genden Scheinbeweis fiir 90° = 95°:

E Man betrachte ein gewohnliches (kon-
vexes) Viereck (A, B,C, D), das bei A
den Winkel 90° und bei B den Win-
kel 95° hat und dessen Seitenldngen
die Bedingungen |A, D| = |B,C| und

m |A,B] = 3-(90/95) - |A, D| erfiillen
5 q (Figur 1.1).
B f95° 90°) * Da die Geraden <A, B> und <C, D>

nicht parallel sind, schneidet die Mit-
telsenkrechte m von {A, B} die Mit-
telsenkrechte n von {C, D} in einem
Figur 1.1 Punkt F.

Im gleichschenkligen Dreieck {A, B, E'} ist der Winkel o bei A gleich
dem Winkel 5 bei B, und es gilt |A, F| = |B, E| Da auch {C, D, E}
gleichschenklig ist, stimmen die Dreiecke {A, D, E} und {B,C,E} in
allen Seiten iiberein und sind somit kongruent.

Dies bedeutet a + 90° = 8 + 95° mit a = f3, also 90° = 95°.

>
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2 DEFINITION NORMALER EUKLIDISCHER EBENEN

A. Voriiberlegungen in der Anschauungsebene

(2.1) Unter der Anschauungsebene wollen wir ein mathematisches Ob-
jekt verstehen, dessen grundlegende Eigenschaften wir unserer an der Er-
fahrung geschulten und durch gewisse Idealisierungen unseres Denkens
erginzten Anschauung entnehmen.

Wir gehen davon aus, dafl die Anschauungsebene eine Menge von Punk-
ten ist, wobei der Begriff des Punktes anschaulich als , Prazisierung fiir
das Phanomen des Ortes“ zu denken ist (vgl. [32]), und dafl wir in oder
,iber® dieser Ebene - rein gedanklich - gewisse Operationen ausfiihren
konnen, die die beim Zeichnen gewonnenen Erfahrungen mathematisch
wiedergeben.

So gehort es zu den elementaren Erfahrungen, dafl man priifen kann, ob
der Punkt A vom Punkt B den gleichen Abstand hat wie der Punkt C vom
Punkt D. Die Uberpriifung der Abstandsgleichheit erfolgt einfach durch
»,Ansetzen“ eines Zirkels oder einer Schnur und setzt keine Kenntnis von
Zahlen oder Mafistdaben voraus (vgl. Figur 2.1).

Liegt Abstandsgleichheit vor, so nennen wir {A, B} und {C, D} kongru-
ent, in Zeichen: {A, B} = {C, D}, andernfalls inkongruent, in Zeichen:

{A,B} #{C,D}!

Ansghaulich ist klar, daBl = fiir die zweielementigen Punktmengen ei-
ne Aquivalenzrelation ist, d.h. fiir Punktmengen {A, B},{C, D}, {E, F'}
gilt stets

Reflexivitat. Es ist {A,B}={A,B}.

Symmetrie. Aus {A,B}={C,D} folgt {C,D}={A,B}.

Transitivitit. Aus {A,B}={C,D} und {C,D}={E F'} folgt {A,B}={E.F}.
Wir bezeichnen = auch als Kongruenzrelation.

Bereits bei G. W. LEIBNIZ (1646-1716) findet man den Gedanken, Gera-

den unter Verwendung der Relation = zu definieren. Tatséchlich sagt uns
unser Gefiihl fiir Symmetrie, daf§ die Menge aller Punkte X der Anschau-

'Hiufig verwendete Symbole sind im Symbolregister erklirt.
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Ebene und raumliche euklidische Geometrie Definition normaler euklischer Ebenen

ungsebene, die von zwei festen verschiedenen Punkten A, B gleichweit
entfernt liegen, die also die Bedingung {A, X'} = {X, B} erfiillen, eine
Gerade ist, die zu A, B symmetrisch liegt und die auch Mittelsenk-
rechte m 4 g von {A, B} genannt wird (vgl. Figur 2.2). Dariiber hinaus
erscheint es uns selbstverstandlich, dafl sich jede Gerade als Mittelsenk-
rechte darstellen 148t.

X
A B
B c X
°D

Figur 2.1 Figur 2.2 MAB

Wir bezeichnen r Punkte (r € N* := {1,2,3,...}) als kollinear, wenn
es eine Gerade gibt, die diese enthilt, sonst als nichtkollinear. Wir
gehen davon aus, daf fiir Punkte und Geraden der Anschauungsebene
die folgenden beiden Aussagen evident sind:

A

(V) Verbindungsaxiom. Sind A, B zwei verschiedene Punkte, so gibt es
genau eine Gerade g mit g 3 A, B (Figur 2.3).

10101000010000001010100
11000010110100101101110
AP 1010100 0010000001010100
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(P) Parallelenaxiom. Ist A ein Punkt und ist g eine Gerade mit A € g,
so gibt es genau eine Gerade h mit h> A und hNg=o (Figur 2.4).

B A h
/
Figur 2.3 Figur 2.4

Die Aussage (P) ist das euklidische Parallelenaxiom in der Fassung von
PROKLOS.

B. Affine Ebenen und Parallelitit

(2.2) Ist IP eine Menge mit |P| > 2, deren Elemente als Punkte bezeichnet
werden, und ist G eine Menge von Teilmengen von P, deren Elemente
Geraden genannt werden, so heifit das Paar (P, G) eine affine Ebene,
wenn P ¢ G ist und wenn die Bedingungen (V), (P) aus (2.1) erfiillt sind.
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Wir gehen also nach (2.1) davon aus, da8 die Anschauungsebene - mit
den durch = definierten Geraden - eine affine Ebene ist.

Dies ist nun allerdings keine erschopfende Beschreibung der Anschau-
ungsebene, denn wir werden spéter feststellen, dafl es viele ,,nichtisomor-
phe“ euklidische Ebenen gibt, wobei noch zu klaren ist, was ,,isomorph“
bedeutet.

Immerhin liefert die Aussage, dafl die Anschauungsebene eine affine Ebe-
ne ist, aber bereits wichtige Aufschliisse {iber Beziehungen zwischen Punk-
ten und Geraden, wie wir bald bemerken werden.

Zum Beispiel kann man in jeder affinen Ebene (P, G) von der Verbin-
dungsgeraden <A B> zweier verschiedener Punkte A, B € P sprechen;
dies ist die nach (V) eindeutig bestimmte Gerade, die A und B enthilt.

Weiter 188t sich auf der Geradenmenge G einer
affinen Ebene (P, G) durch

gllh:< g=h VvV gNnh=0 firgheG
stets eine Parallelititsrelation | (parallel)

erkléaren.
Parallelbiischel Diese ist eine Aquivalenzrelation auf G,
i denn sie ist reflexiv und symmetrisch, fer-
igur 2.5

ner auch transitiv, denn aus g||h A k| k mit
g,h,k € G folgt g| k, da das Axiom (P) und die Definition der Paral-
lelitdt im Falle g Nk # 0 auf ¢ = k fithren. Die zugehorigen Aquiva-
lenzklassen, also die maximalen Mengen zueinander paralleler Geraden,
werden Parallelbiischel genannt (Figur 2.5).

Mit Hilfe der Parallelititsrelation kann man das Axiom (P) auch wie
folgt fassen:

(P,) Erweitertes Parallelenaxiom. Zu jedem (P,g) € PxG gibt es
genau ein h € G mit h> P A h|lg.

Zwei Geraden g, h der affinen Ebene (P, G) sind genau dann nichtpar-
allel, in Zeichen: g }f h, wenn sie sich schneiden, d. h. wenn [g N h| =1
ist, denn wegen (V) haben zwei verschiedene Geraden hochstens einen
Schnittpunkt.

Sind A, B,C,D € P, so heifit das Quadrupel (A, B,C, D) ein Viereck
mit den Ecken A, B,C, D, wenn [{A, B,C,D}| = 4 ist, und ein ech-
tes Viereck, wenn je drei der Punkte A, B,C, D nichtkollinear sind.
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Die Mengen {A, B}, {B,C},{C, D},{D, A} werden die Seiten, die Ge-
raden <A, B>, <B,C>,<C,D>,<D, A> die Seitengeraden und die
Geraden <A,C>,<B, D> die Diagonalen des Vierecks (A, B,C, D)
genannt.

Ein echtes Viereck (A, B,C, D) heifit Parallelogramm, in Zeichen:
#(A,B,C, D), wenn <A, B> || <C, D> A <B,C> || <D, A> gilt (Figur
2.6 ¢)).

D D c C D C
/\ hc }\ }D / /
A B C A B A B A B A B
a) b) c) d) e)
Figur 2.6: a) Viereck; b) - e) echte Vierecke; e) Parallelogramm

Wegen

#(A,B,C,D) < #(D,A,B,C) < #(C,D,A,B) & #(B,C,D,A) &
#(D,C,B,A) < #(A,D,C,B) & #(B,A,D,C) < #(C,B, A, D)
sagt man, die Ecken eines Parallelogrammes lassen sich zyklisch und auch
antizyklisch vertauschen.
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Sind (P, G) und (P’,G’) zwei affine Ebenen und ist ¢ eine Bijektion von
P auf P, die jede Gerade aus G auf eine Gerade aus G’ abbildet, die also
die Bedingung

(*) (<X, Y>)=<p(X),p(Y)> VXY €Pmit X #Y

erfiillt, so heiit ¢ eine Kollineation von (P,G) auf (P’,G’), im Falle
P =P und G = G’ auch kurz eine Kollineation von (P, G).

Ist ¢ eine Kollineation von (P,G) auf (P’,G’) und sind U,V € P’ mit
U#V,sogilt p(<p Y (U),¢*(V)>) = <U,V>. In Verbindung mit (*)
bedeutet dies, daf ¢ eine Bijektion von G auf G’ induziert und dafl ¢!
eine Kollineation von (P, G’) auf (P, G) ist.

Die affinen Ebenen (P,G) und (P’,G’) heifilen isomorph, in Zeichen:
(P,G) = (P',G’), wenn eine Kollineation von (P, G) auf (P', G’) existiert.
Der damit fiir affine Ebenen erklarte Isomorphiebegriff ist reflexiv, sym-
metrisch und transitiv, wie man sofort bestétigt.

C. Kongruenzaxiom und Zirkelaxiom

(2.3) Die Figur des Parallelogramms empfinden wir als besonders iiber-
sichtlich. In der Anschauungsebene konnen wir uns ein Parallelogramm
dadurch entstanden denken, dafl wir die zweielementige Menge {A, B}
lings einer Geraden g mit ¢ Z A A g > B ,parallel verschieben®, so
dafl schlielich B in C' € g und A in D iibergeht (vgl. Figur 2.7). Bei
diesem Verschieben wird die Entfernung von A und B sich nicht dndern,
d.h. es leuchtet ein, daB {A, B} = {C, D} ist, wenn (A, B,C, D) ein
Parallelogramm ist.

Wir wollen diese Eigenschaft von Parallelogrammen, die offenbar eine
Vertriglichkeitsbedingung zwischen Parallelitédtsrelation und Kongruenz-
relation darstellt, bei unserem Aufbau als Axiom verwenden. Dieses no-
tieren wir als

(K) Kongruenzaxiom. Ist (A, B,C, D) ein Parallelogramm,
so ist {A, B} = {C, D} (vgl. Figur 2.7).

(2.4) Da unsere Kongruenzrelation anschaulich nichts anderes als Ab-
standsgleichheit beschreibt, kann sie insbesondere auch zur Definition
der Kreise herangezogen werden. Wir setzen fest:

Sind M, A zwei verschiedene Punkte, so ist die Menge aller Punkte X,
fur welche die Bedingung {M, X} = {M, A} erfiillt ist, der Kreis k.4
durch A mit dem Mittelpunkt M, kurz der Kreis um M durch A.
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A® VA
Figur 2.7 Figur 2.8

Anschaulich ist klar, dal der Kreis um M durch A die Gerade <M, A>
in genau zwei Punkten trifft, ndmlich in A und in einem weiteren Punkt
B (Figur 2.8). Diese Schnittbedingung formulieren wir als

(Z) Zirkelaxiom. Sind M, A zwei verschiedene Punkte einer Geraden g,
so trifft der Kreis kjs.4 die Gerade g in genau zwei Punkten.

D. Definition normaler euklidischer Ebenen

(2.5) Wir wollen nun eine mathematische Struktur definieren, fiir die die
Anschauungsebene mit den bis hierher erorterten grundlegenden Eigen-
schaften ein Modell ist.

Dazu seien eine Menge P mit [P| > 2 und eine (abstrakte) Aquivalenz-

relation = auf der Menge Py aller zweielementigen Teilmengen von P,
genannt Kongruenzrelation, gegeben.

Die Elemente von P bezeichnen wir als Punkte. Ferner nennen wir zwei
Elemente {A, B}, {C, D} € P, kongruent, wenn {A, B} = {C, D} gilt,
andernfalls inkongruent, in Zeichen: {A, B} # {C, D}.

Ist {A,B} € Py, so heiit map == {X € P | {A, X} = {X,B}} die
Mittelsenkrechte von {A, B} und k4.5 :={X € P|{A4, X} = {A, B}}
der Kreis um A durch B mit Mittelpunkt A.

Da = nur zwischen zweielementigen Mengen erklart ist, folgt

(1) A, B€map N A€ kap V{A B} €Py. Ferner gilt

(2) map=mpa N B€kap V{A B} eP,.

Es sei G die Menge aller Mittelsenkrechten und & die Menge al-

ler Kreise. Die Elemente von G bezeichnen wir zugleich auch als die
Geraden. Wegen (1) ist P ¢ G.
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Ebene und raumliche euklidische Geometrie Definition normaler euklischer Ebenen

Wir nennen das Paar (P,=) eine normale euklidische Ebene, wenn
(P, G) eine affine Ebene im Sinne von (2.2) ist und wenn das Kongruen-
zaziom aus (2.3) sowie das Zirkelaziom aus (2.4) erfiillt sind.

Demnach ist (P, =) genau dann eine normale euklidische Ebene, wenn die
vier Axiome (V), (P), (K), (Z) gelten.

Sind zwei normale euklidische Ebenen (P, =), (P’,=’) vorgegeben und
ist ¢ eine Bijektion von P auf P’ mit

3) {A, B} ={C, D} < {p(A),0(B)} =" {p(C), ¢(D)}

vV {A, B}, {C,D} € Py,
so wird ¢ ein Isomorphismus von (P,=) auf (P’,=') und im Falle
P =P A ===' auch ein Automorphismus von (P, =) genannt.

Wenn ein Isomorphismus von (P, =) auf (P’, =) existiert, so heifien (P, =)
und (P, =) isomorph, in Zeichen: (P, =) = (P, =).
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v

Die Isomorphie ., ist reflexiv (man betrachte ¢ = idp), symmetrisch
(man beachte X = o' (¢(X)) VX € {A, B,C, D}) und transitiv (wegen
der Transitivitdt von , <“). Dies hat zur Folge, daf} die Automorphis-
men von (P, =) mit dem Hintereinanderausfiihren als Verkniipfung eine
Gruppe Aut(P,=)(o) bilden, genannt Automorphismengruppe von
(P, =).

Ist ¢ ein Isomorphismus von (P,=) auf (P',=') und setzen wir
X' =¢p(X) VX eP,sogilt p(map)={X'|XePA{AX}={X,B}}
= {X/ | X eP A {A’, X/} = {X’, B/}} = My(A),p(B) v {A, B} € Py, also

(4) p(maB) = My e ¥ {A, B} eP,.

Analog ergibt sich

Da mit ¢ auch ¢! ein Isomorphismus ist, werden kollineare Punkte, nicht
kollineare Punkte, Geraden, parallele Geraden, Parallelbiischel, Vierecke,

echte Vierecke, Parallelogramme und Kreise durch ¢ stets auf Objekte
des gleichen Typs abgebildet.

Wegen der Giiltigkeit von Axiom (V) in (P,=) und (P’,=’) erhalten wir
damit insbesondere

(6) p(<A, B>) = <p(A), o(B)> VY {A, B} € Ps.

Demnach ist jeder Isomorphismus von (P, =) auf (P’,=') eine Kollinea-
tion von (P, G) auf (P',G’) (vgl. (2.2)). Umgekehrt ist eine Kollineation
von (P,G) auf (P’,G’) jedoch nicht unbedingt ein Isomorphismus von
(P, =) auf (P',='), wie wir sehen werden.

Es wird sich herausstellen, daf3 es nichtisomorphe normale euklidische
Ebenen gibt. Z.B. braucht P nicht unendlich zu sein.

Dies bedeutet, dal die Anschauungsebene keineswegs vollstandig durch

die Axiome (V), (P), (K) und (Z) beschrieben wird.

Wir werden jedoch bemerken, daf§ sich aus diesen Axiomen durch logi-
sche Deduktion eine iiberraschende Fiille von Satzen herleiten 143t, die
dann insbesondere in der Anschauungsebene gelten und die bereits einen
wesentlichen Teil des bekannten Kanons der Sétze der gewochnlichen eu-
klidischen Geometrie ausmachen.
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E. Einige didaktische und methodische Bemerkungen

Der hier eingeschlagene Weg kann nicht ohne weiteres in den Schulunter-
richt iibernommen werden. Vielmehr wird man dort neben den Axiomen
(V), (P), (K), (Z) noch weitere Aussagen als anschaulich evident be-
trachten, um sich auf diese Weise manchen Beweis zu vereinfachen oder
gar zu ersparen. Uberhaupt wird man nur in bestimmten begrenzten
Teilbereichen streng logisch vorgehen und ansonsten gewisse heuristische
Verfahren zur Gewinnung von Erkenntnissen verwenden, wird Geometrie
also teilweise als eine Art Naturwissenschaft betreiben.

Von einem Mathematiklehrer wird nun allerdings erwartet, dafl er weif3,
wo er mathematisch arbeitet und wo nicht. Dazu mufl er aber einmal
einen strengen Aufbau kennengelernt haben. Wie ein solcher Aufbau di-
daktisch fiir den Schulunterricht umzusetzen ist, erkennt man z. B. durch

ein Studium der Werke [2], [3], [6], [14], [20], [21], [25], [30], [46].

Der angehende Geometer hat in der Regel einige Schwierigkeiten, sich bei
der Argumentation allein auf die vorgegebenen Axiome und die daraus
hergeleiteten Satze zu stiitzen, also alles zu ,vergessen®, was er sonst
schon weif3, oder etwa Fille zu betrachten, die zwar logisch méoglich, aber
anschaulich unmoglich sind.

Diese Schwierigkeiten lassen sich jedoch durch Ubung iiberwinden. Man
muf} sich in diesem Zusammenhang immer erneut klarmachen, daf es sich
bei einer normalen euklidischen Ebene um eine abstrakte mathematische
Struktur handelt, in der anschauliche Redeweisen verwendet werden, und
dafl die Anschauungsebene wirklich nur eines von vielen Modellen einer
solchen Struktur ist, so dafl die Eigenschaften der Anschauungsebene
nicht a priori auch fiir die iibrigen Modelle gelten.

Im Teil IT werden wir neben den normalen euklidischen Ebenen noch
sogenannte ,,nichtnormale” euklidische Ebenen betrachten und dann zu-
sammenfassend von euklidischen Ebenen sprechen. Daf§ alle diese Objek-
te ,euklidisch“ genannt werden, rechtfertigt sich aus der Tatsache, dafl
eine Fiille von Eigenschaften der Anschauungsebene in diesen allgemei-
nen Gebilden giiltig sind, wie wir sehen werden.

Erst die algebraische Darstellung wird zeigen, wie allgemein unser An-
satz ist. Es wird sich namlich herausstellen, daf§ der Anschauungsebene
das Korperpaar (C,R) entspricht, wihrend die euklidischen Ebenen all-

Download free eBooks at bookboon.com


http://bookboon.com/

gemein durch Korperpaare (L, K) mit L. O K beschrieben werden, wobei
L als Vektorraum iiber K die Dimension 2 hat und wobei die Ebene genau
dann normal ist, wenn in K die Bedingung 1 + 1 # 0 erfiillt ist.

Erst in Teil III werden wir uns iiberlegen, durch welche Axiome sich die
Anschauungsebene vollsténdig beschreiben 148t.

F. Aufgaben

Bearbeiten Sie die folgenden Aufgaben unter Verwendung Ihrer Schul-
kenntnisse, moglichst ohne in Biichern nachzuschauen:

A 2.1. Formulieren und beweisen Sie den Kathetensatz und den Hohen-
satz des EUKLID sowie den Satz des PYTHAGORAS.

A 2.2. Die Punkte, von denen aus die Leinwand eines Autokinos unter
dem (waagerechten) Sehwinkel 60° erscheint, bilden eine Linie. Welche
Gestalt hat diese Linie? Was fiir eine Linie erhiilt man bei 53° statt 60°?
Beweis?

A 2.3. Zeichnen Sie in einem Dreieck die Hohen, die Mittelsenkrech-
ten, die Seitenhalbierenden und die Winkelhalbierenden. Stellen Sie Ge-
setzméfBigkeiten fest? Konnen Sie diese beweisen?

A 2.4. Zeichnen Sie in einem Dreieck den Inkreis und den Kreis durch die
Seitenmitten. Bemerken Sie eine Beziehung zwischen diesen Kreisen?

A 2.5. Wahlen Sie sechs verschiedene Punkte Ay, ..., Ag auf einem Kreis
(die Reihenfolge braucht nicht einer Durchlaufung des Kreises zu ent-
sprechen). Bestimmen Sie, soweit moglich, die Schnittpunkte der Gegen-
seiten des Sechsecks (Ay, ..., Ag), also <Ay, Ag>N <Ay, As>, <Ay, A3>N
N<As, Ag>, <As, Ay> N <Ag, A1>. Stellen Sie eine Vermutung auf, wie
diese Schnittpunkte relativ zueinander liegen.

3 PUNKTSPIEGELUNGEN UND TRANSLATIONEN

Im folgenden sei (P, =) eine normale euklidische Ebene. Wir wollen zei-
gen, daf Punktspiegelungen und Translationen in (P, =) existieren und
wollen einige wesentliche Eigenschaften dieser Abbildungen entwickeln.
Wir iibernehmen die Bezeichnungen aus §2. Sind A, B € P, so werden wir
statt {A} oft auch A oder AA und statt {A, B} oft auch AB schreiben,
wenn hierdurch keine Mifiverstdndnisse zu befiirchten sind.
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A. Folgerungen aus dem Parallelenaxiom

(3.1) Ist (A, g) € PxG, so werde die geméf Aussage (P, ) eindeutig be-
stimmte Gerade h mit h > A A h|| g auch die Parallele durch A zu g
genannt und mit (A || g) bezeichnet. Fiir jede Gerade g sei g|| das Biischel
aller zu g parallelen Geraden (vgl. (2.2)). Wir zeigen zunéchst

(3.2) Satz. Es gilt:

(1) Sind g,¢',h,h' € G mit gt h A gl g N h| I,
soistghh' N g fh ANg IR (Figur3.1a)).

(2) Gegeben seien h, k € G. Dann gibt es ein g € G mit g f h A g It k, und
die Abbildung ¢, : h — k: X =Y mit {Y} := (X| g) Nk ist eine
Bijektion, genannt Parallelprojektion von h auf k in Richtung g
(Figur 3.1°b)).

(3) Je zwei Geraden aus G sind gleichmdchtig.

(4) Es ist |g| >2 V geG.

Figur 3.1

Beweis: (1) Es sei A = gnNh. Wére g|| h', so wiren g, h zwei verschiedene
Parallelen zu b’ durch A entgegen (P,). Folglich ist g }f . Analog ergibt
sich ¢ f hund ¢' }f .

(2), (3), (4): Wegen |P| > 2 und Axiom (V) sowie wegen P ¢ G gibt es drei
nichtkollineare Punkte A, B, C. Ist Gy := {<A, B>, <B,C>,<C, A>},
so gibt es wegen (P,) hochstens ein b’ € Gy mit A’ || h und hochstens ein
k' € Go mit k' || k. Folglich gibt es ein g € Gy mit g }f A und g }f k. Nach
(1) und (2.2) sind ¢, und ¢y : k = h: U = V mit {V} := (Ul|lg)Nh
zueinander inverse Abbildungen. Damit erhalten wir (2) und (3), und aus
(3) folgt (4) wegen |<A,B>|>2. O

Als Anwendung von (3.2) erhalten wir
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(3.3) Parallelogrammergéinzungssatz. Sind A, B,C D
nichtkollineare Punkte, so existiert genau ein Punkt D,
so daf$ (A, B, C, D) ein Parallelogramm ist (Figur 3.2).

Beweis: Nach (3.2) und nach der Definition der Paral-
lelogramme ist D durch die Bedingung
D=(C| <A,B>)N (A]|<B,C>) festgelegt. O
B
Figur 3.2

(3.4) Eine Bijektion ¢ von P auf sich ist nach (2.2) eine Kollineation der
affinen Ebene (P, G), wenn sie Geraden stets auf Geraden abbildet. Sind
¢, 1 Kollineationen von (P, G), so offenbar auch ¢=! und ¢ o %. Da ins-
besondere auch die identische Abbildung idp eine Kollineation ist, bilden
die Kollineationen von (P, G) mit dem Hintereinanderausfiithren ,,0“ als
Verkniipfung eine Gruppe I'(P,G)(o), genannt Kollineationsgruppe
von (P, G).

Ist ¢ eine Kollineation von (P,G), so bildet ¢ kollineare Punkte auf
kollineare Punkte und nichtkollineare Punkte auf nichtkollineare Punkte
ab. Da ¢ bijektiv ist, gilt auerdem g Nh =@ < p(g) Np(h) = @ fir
beliebige ¢g,h € G und damit

gllh < ©(g)lleh) ¥V g,heG.

B. Kollineationen und Bewegungen
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Demnach fiihrt ¢ Vierecke in Vierecke, echte Vierecke in echte Vier-
ecke, Parallelogramme in Parallelogramme und Parallelbiischel in Paral-

lelbiischel iiber.

Ein Punkt A heifit Fixpunkt von ¢, wenn er bei ¢ festbleibt, wenn also
p(A) = A ist.

Eine Gerade g heifit Fixgerade von ¢, wenn sie als Ganzes (!) bei ¢

festbleibt, wenn also ¢(g) = g ist.

Gilt sogar (X) = X V X € g, so sagen wir, g wird von ¢ punktweise
festgelassen.

Sind g, h Fixgeraden von ¢ mit g }f h, so ist gNh = p(g)Ne(h) = p(gNh),
d. h. dann ist der Schnittpunkt von g und h ein Fixpunkt.

(3.5) Eine Bijektion ¢ von P auf sich heift Bewegung von (P, =), wenn
sie distanztreu ist, d, h. wenn sie die Bedingung

(*) {A, B} ={p(A),¢(B)} V{A B}eP,
erfiillt.

Die Menge B aller Bewegungen von (P, =) ist eine Untergruppe von
Aut(PP,=)(o) und damit auch von I'(P, G)(o).

Denn nach (2.5)(3) ist jede Bewegung ein Automorphismus von (P, =)
und damit nach (2.5)(6) eine Kollineation von (P, G), und wegen
{e7(0(A)), 97 (e(B))} = {A, B} = {@(A), ¢(B)} V{A B} P,

gilt [p € B= = ¢! € B_], woraus sich mit

[idp € B= A (o, € B= = pop € B_)]

die Behauptung ergibt.

Etwas treffender werden Bewegungen iibrigens als ,, Kongruenzabbildun-
gen® bezeichnet, denn in der Tat ist unter ,Bewegung® hier nicht ein
dynamischer Proze8 zu verstehen, sondern lediglich eine abstandstreue
Bijektion.

C. Existenz und Eigenschaften der Punktspiegelungen

Im folgenden lernen wir bereits einige einfache Bewegungen kennen:
(3.6) Ist M € P, so gibt es wegen Axiom (Z) zu jedem X € P\{M} genau
ein Element XY € <X, M>\{X, M} mit {X, M} = {M, X"}

Setzen wir noch MM := M, soist M : P — P :
X — XM eine Abbildung von PP in sich, genannt
Punktspiegelung an M (Figur 3.3). Wir sa-
gen, XM entsteht aus X durch Punktspiegelung
an M und schreiben auch M (X) statt XM, Wir
beweisen:
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(3.7) Grundeigenschaften der Punktspiegelungen.

Fiir jedes M € P gilt:

(1) M st der einzige Fixpunkt von M.

(2) M ‘st bijektiv mit M o M = idp und M = M~
(3) Fiir jedes g € G ist M(g) € G mit M(g) | g.

(4) Die Fizgeraden von M sind genau die Geraden durch M.

(5) Sind M, A, B nichtkollineare Punkte, so ist (A, B, AM BM)
ewn Parallelogramm.

(6) M ist eine Bewegung von (P,=).

Beweis: (1) folgt direkt aus der Definition von M.

(2) Ist X € P\{M}, so fiihrt die Definition von M in Verbindung mit
Axiom (Z) auf (X™)M = X. Demnach ist M o M = idp, und folglich ist

M bijektiv mit M = ML,

o U
X > X
B A
Y X
k sV g
Figur 3.4 Figur 3.6

(3), (4) : Es seien g € G mit ¢ Z M, h := (M| g), U € h\{M} und
V.= UM (Figur 3.4). Wegen M € myy und U €myy ist myy §f b, und
wegen h || g gibt es dann nach (3.2) ein A€ P mit A=myy N g. Nach
(3.3) gibt es genau ein B € P derart, (U, A, V, B) ein Parallelogramm ist.
Mit Axiom (K) folgt nun VB = AU = AV = UB, also U,V € mu g und
damit m4 g = h. AuBlerdem ist B € my,y, und wegen M € my g Nmyy
gilt dann B = AM,

Wir denken uns nun ein beliebiges X € ¢g\{A} gegeben. Ist X’ := hN
N(B || <X, M>), so gibt es nach (3.3) genau ein X” € P derart, da8
(B, X', A, X") ein Parallelogramm ist, und mit (K) erhalten wir dann
AX"=BX'= X'A= X"B, also X" € my p = h. Setzen wir noch k :=
(Bllg) und Y := <X, M>nNk,sosind (X, M, X" A) und (B, X', M,Y)
Parallelogramme, und mit (K) folgt XM = X"A = BX' = MY, also
Y = XM, Da X in g\ A beliebig gewiihlt war, bedeutet dies M(g) Ck.
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Ebene und raumliche euklidische Geometrie Punktspiegelungen und Translationen

Ist Yy € k, so ist Yo = X} fiir Xy := <Yy, M> N g, und folglich ist
M(g) =k mit kNg =& wegen k| g A B ¢ g. Damit sind (3) und (4)
bewiesen, da die Definition von M in Verbindung mit (2) auf M(m) =
=m Vm &€ G mit m > M fiihrt.

(5): Nach (2) und (3) ist <A, B> || <A™ BM> und <AM B> || <A, BM>,
wobei je drei der Punkte A, B, AM  BM nichtkollinear sind (Figur 3.5).
(6): Wegen (2) ist nur noch XY = XYM vV XY € P, zu zeigen. a) Im
Falle M € {X, Y} ist dies klar, und im Falle M ¢ <X, Y > folgt dies aus
(5) und (K). b) Es sei M € <X,Y>\{X,Y}. Dann ergénzen wir X,Y
geméf (3.3) durch Punkte U,V zu einem Parallelogramm (X,Y,U, V)
(Figur 3.6). Da M wegen (3) eine Kollineation ist, ist auch (XM Y™
UM VM) ein Parallelogramm, und wegen M ¢ <U, V> fiihren a) und
(K) dann auf XY = VU = VMUM = XMyM_ 0O
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(3.8) Satz. Es gilt map f <A, B> V AB € P,.

Beweis. Fiir C' := AP ist <A, B> = <A,C> und myc N <A, C> = B.
Gébe esein D € mypNmac ,so wire D # B, also D € <A,C> | und
(A, D,C, DB) wiire nach (3.7)(5) ein Parallelogramm (Figur 3.7). Dies
wiirde aber mit (K) auf AD? = CD = AD = BD = DPB, also auf
DB ¢ ma,p und damit auf my p = <D, DB> = ma,c fithren. Folglich
ist ma g Nmac = @, und mit (3.2) erhalten wir dann ma p §f <A, B>
wegen mac ff <A, B> O.

C

Figur 3.7 Figur 3.8
Mit Hilfe von (3.8) ergibt sich nun

(3.9) Transitivitdt der Punktspiegelungen. Sind A, B € P, so gibt
es genau ein M € P mit AM = B, nimlich M :=<A, B> N map
im Falle A# B und M = A = B sonst.

Wir nennen M die Mitte oder den Symmetriepunkt von {A, B}.

Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus (3.8) und aus der Definition der
Punktspiegelungen. O

(3.10) Corollar 1. Ist (A, B,C, D) ein Parallelogramm von (P, =), so ist
<A,C> }f <B,D>, und M := <A, C> N <B, D> ist die Mitte
von {A,C} und von {B, D} (Figur 3.8).

Beweis: Es sei E die Mitte von AC. Nach (3.7) (5) ist (A, B, C, B¥) ein
Parallelogramm, und mit (3.3) erhalten wir B = D. Demnach fiihrt
M := FE auf die Behauptung. 0O

(3.11) Corollar 2. Ist {A,C} € Py mit M als Mitte und ist ¢ eine
Kollineation von (P, G), so ist (M) die Mitte von {p(A),p(C)},
d.h. ¢ ist mittentreu.

Beweis: Wir ergéanzen {A,C} geméf (3.3) zu einem Parallelogramm
(A,B,C,D). Da M nach (3.10) der Diagonalenschnittpunkt von
(A, B,C, D) ist, wird M durch ¢ auf den Diagonalenschnittpunkt des
Parallelogramms (¢(A), ¢(B), ¢(C),¢(D)) abgebildet, der nach (3.10)
die Mitte von {p(A), p(C)}ist. O
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D. Translationen

(3.12) In (2.3) hatten wir den Begriff , parallel verschieben* verwendet,
ohne dies genauer zu erldutern. Wenn man analysiert, was - etwa in Figur
2.7 - ,parallel verschieben von B nach C*“ bedeutet, so bemerkt man, dafl
jede Gerade bei dieser Operation in eine dazu parallele Gerade iibergeht
und daf} keine Fixpunkte vorhanden sind.

Lassen wir als Grenzfall auch die identische Abbildung zu, namlich als
eine Art ,Nullverschiebung®, so gelangen wir zur folgenden Definition:

Eine Kollineation von (P,G) heifit Verschiebung oder Translation,
wenn sie gleich der identischen Abbildung idp ist oder wenn sie jede
Gerade in eine dazu parallele Gerade iiberfithrt und keine Fixpunkte
besitzt.

In der folgenden Aussage sind bereits einige grundlegende Eigenschaften
von Translationen zusammengefaft:

(3.13) Satz. Ist T eine Translation # idp, so gilt:

(1) 7t ist eine Translation.
(2) Ist X € P, so ist <X,7(X)> eine Fizgerade von .

(3) Die Fizgeraden von T bilden ein Parallelbiischel,
genannt Richtung von 7.
(4) Ist (A, B,C, D) ein Parallelogramm mit B = 7(A), so ist C = 7(D).
(5) Es gilt {X,7(X)} ={Y,7(Y)} VX, Y €P.
(6) Ist o eine Translation und gibt es ein A € P mit o(A) = 7(A),
S0 ist o =T.

Beweis: (1) folgt direkt aus der Definition der Translationen.

(2) folgt aus 7(X) € 7(< X, 7(X)>) || <X, 7(X)> > 7(X).

(3) Da 7 keinen Fixpunkt hat, schneiden sich keine zwei der Fixgeraden
von 7. Die Fixgeraden bilden also ein Parallelbiischel, denn nach (2) liegt
jeder Punkt auf einer Fixgeraden.

(4) Nach (2) und (3) sind <A, B> und <C, D> Fixgeraden von 7,
d.h. es ist 7(D) € <C,D>. Andererseits ist 7(D) € 7(<A,D>) =
(1(A) || <A, D>)=<B,C> ,und folglich ist 7(D) = <C, D>N<B,C> =
=C.

(5) a) Ist Y € <X, 7(X)>, s0ist (X, 7(X),7(Y),Y) nach (4) ein Paral-
lelogramm, und dann fiithrt (K) auf die Behauptung.

b) Ist Y € <X, 7(X)>, so wihlen wir ein Z € P\<X, 7(X
<X,7(X)> = <Y, 7(Y)> fithrt a) dann auf {X,7(X)} = {Z,7(2)} =
={Y,7(Y)}.

(6) Es sei B := 0(A) = 7(A) und g := <A, B>. Ist X € P\g, so
sind (X, A, B,o(X)) und (X, A, B, 7(X)) nach (4) Parallelogramme, und
mit (3.3) erhalten wir dann o(X) = 7(X). Entsprechend sind auch
(Y. X, 0(X),0(Y)) und (Y, X, 7(X), ( ) furY € g A X € P\g Paral-
lelogramme, und mit o(X) = 7(X) und (3.3) folgt o(Y) = 7(Y). Damit

ist 0 = 7 bewiesen. O

)>, und wegen
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Der folgende Satz zeigt, dafl zwischen Translationen und Punktspiege-
lungen ein enger Zusammenhang besteht:

(3.14) Darstellung von Translationen durch Punktspiegelungen.
Jedes Produkt von zwei Punktspiegelungen ist eine Translation.
Jede Translation ist ein Produkt von zwei Punktspiegelungen,
also eine Bewegung. Ist {A, B} € Py, so ist <A, B> ||
die Richtung von Ao B, und es gilt (Ao B)(B) = BA.

Beweis: a) Es seien A, B € P. Existiert ein X € P mit Ao B(X) = X, so
ist B(X)=A(X), und dann ist A wie auch B nach (3.9) die Mitte von
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{X,A(X)}={X, B(X)}, also A = B. Demnach hat AoB im Falle A# B
keinen Fixpunkt. Wegen Ao A =idp und g|| B(g) | A(B(g)) Vg € G
bedeutet dies aber, daf3 Ao B eine Translation ist. Offenbar ist
(AoB)(B) = A(B) B4, und im Falle A # B ist <A, B> = <B, BA>
nach (3.13)(2) dann eine Fixgerade von A o B.

b) Gegeben sei eine beliebige Translation 7. Ist nun U € P und ist M die
Mitte von {U, 7(U)}, so ist MoU nach a) eine Translation mit MoU (U) =
= MU) =7(U), und mit (3.13) (6) ergibt sich dann M oU =7. O

Als Corollar zu (3.13) und (3.14) erhalten wir die wichtige Aussage

(3.15) Transitivitit der Translationen. Sind A, B € P, so existiert
genau eine Translation, die A in B dberfiihrt. Diese wird mit T4 p

bezeichnet. Ist M die Mitte von {A, B}, so ist Tap = MoA.

Beweis: Wegen M o A(A) = M(A) — B ist M o A nach (3.14) eine
Translation, die A in B iiberfiihrt, und nach (3.13)(6) gibt es keine weitere
solche Translation. O

Weiter erhalten wir

(3.16) Satz. Sind A, B,C € P, so ist Ao BoC eine Punktspiegelung an
emem Punkt D, und es gilt AoBoC = CoBo A. Hierbei ist
(A, B,C, D) ein Parallelogramm, wenn A, B, C nichtkollinear sind.

Beweis: a) Ist D die Mitte von {C, Ao B(C)}, so ist DoC’(C) 5(0) =
Ao B(C), und nach (3.14) und (3213)(6) bedeutet dies Do C = Ao B,
also D = Ao Bo(C. Wegen D = D! ist AoBoC =CoBoA.

b) Sind A, B, C nichtkollinear, so fiihrt (3.14) wegen Ao B = D o C auf
<A,B>|| = <C,D>| und wegen BoC = Ao D auf <B,C>| =
=<A,D>|,d. h. (A, B,C, D) ist ein Parallelogramm. O

Mit Hilfe der vorangegangenen Aussagen ergibt sich nun

(3.17) Satz. Ist P die Menge der Punktspiegelungen und ist ¥ die Menge
der Translationen, so sind T und T U P Normalteiler von B_(o)
und von I'(P,G)(o). Ferner ist T ein abelscher Normalteiler von
(TUP)(o) mit P als einziger echter Nebenklasse, und es gilt

—_~—

p(A) =poAop™ V(A ) e PxI'(P,G).
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Beweis: 1) Sind o, 7 Translationen, so gibt es nach (3.14) Punkte A, B, C,
Emit 0 = Ao B und 7 = C o E. Nach (3.16) ist Ao BoC € P, und
folglich ist 0o 7 = (Ao Bo () o E gemif (3.14) eine Translation. Ferner
fithrt (3.16) auf cor = (Ao BoC)oFE = (CoBoA)oE = Co(BoAokE) =
Co(EoAoB)=r7ooc, und dies bedeutet in Verbindung mit (3.7)(6),
(3.13)(1) und (3.14), daBl ¥ eine abelsche Untergruppe von B=(o) ist.

2) Wegen (3.7), (3.14) und (3.16) ist TUP eine Untergruppe von B=(o).
Ist A € P, so fiihren (3.14) und (3.16) auf A o< C P, und wegen
Zo(ZoX) X V X € P und (3.14) gilt sogar Ao T = P.

Da keine Translation, aber jede Punktspiegelung genau einen Fixpunkt
hat, ist TNP= &, und folglich ist P = AoT die einzige echte Nebenklasse
der Untergruppe ‘Z in (TUP)(o).

3) Es seien A, X € Pund ¢ € I'(P,G). Da A die Mitte von X und A(X)
ist, ist ¢(A) nach (3.11) die Mitte von go(X) und p(A(X)) , d. h. es ist
2(A)(p(X)) = @(A(X)) und deshalb @(4) 0 p(X) = g o A(X). Da X
beheblg gewahlt war, bedeutet dies go(A) op =po g, und mithin ist
p(A) = po Aoy

4) Es sei ¢ € F(IP’ G). Sind A, B € P, so fiihren 3) und (3 14) auf
po(AoB)oyp™ = (poAoyp)o(poBoyp” 1)=~<p(A) 2(B) € T. Mit
3) und (3.14) erhalten wir demnach poPo¢! CPund poTop ! C T,
und damit sind die Normalteilereigenschaften nachgewiesen. O

E. Aufgaben

Die folgenden Aufgaben sollen fiir (P, =) allein unter Verwendung der
Axiome (V), (P), (K), (Z) und der Resultate aus §3 gelost werden.

A 3.1. a) Auf jeder Geraden liegen wenigstens drei Punkte.
b) Jedes Parallelbiischel besteht aus wenigstens drei Geraden.
¢) Durch jeden Punkt gehen wenigstens vier Geraden.

d) Es ist |P| > 9 und |G| > 12.

A 3.2, a) In (P, =) gilt die folgende Parallelogrammbedingung:

(G) Ist (A, B,C, D) ein echtes Viereck mit <A, B> || <C, D>, so ist
<A, D> <B,C> < {A,B}={C,D} N<A,C> }f <B,D>.
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b) Unter Voraussetzung von (V), (P) kénnen die Axiome (K), (Z) durch
die (allerdings nicht ganz so anschauliche) Bedingung (G) ersetzt werden,
d. h. es ist [(V),(P),(K),(Z)] dquivalent zu [(V),(P),(G)].
(Zum Beweis ist wegen a) nur zu zeigen, dafl in der affinen Ebene (P, G)
aus der Giiltigkeit von (G) die Giiltigkeit von (Z) folgt, denn die Aussage
[(G) = (K)] ist trivial).
A33.a)Sind A, X ePundist Y = A(X), soist Y = Ao X o A.
b) Sind A, B € P mit AoB=DBoA, soist A= B.
¢) (T UP)(o) ist eine nichtabelsche Gruppe.
d) Sind {4, B},{C, D} € P, mit Ao B=C oD,

so gilt <A, B> | <C,D> und {A, B} = {C, D}.
A 3.4. Ist g eine Gerade, so bilden die Translationen, die g festlassen,
einen abelschen Normalteiler T, von (o).

A 3.5. Sind g, h zwei nichtparallele Geraden, so ist ¥(o) das direkte
Produkt der Normalteiler €, und %3, d. h. es gilt

(*) Zu jedem 7 € T gibt es genau ein Paar (7/,7") € Ty x T, mit 7=71"07",
Dagegen ist T, = %), # %, falls g und h parallel sind.
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4 ORTHOGONALITAT

Im folgenden wollen wir in der normalen euklidischen Ebene (P, =) eine
Orthogonalititsrelation einfiihren und die grundlegenden Eigenschaften
dieser Relation beweisen. Wir {ibernehmen alle Bezeichnungen aus §2

und §3.

A. Definition und Grundeigenschaften

(4.1) Die Geraden g, h € G heifien orthogonal

CM oder senkrecht zueinander, in Zeichen: g1 h,
wenn es A, B € g mit A # B gibt, so dafl
3 MO o h = mu p ist. Die Negation von g_Lh notieren
A B wir als g L h.
c h=m, g Nach (3.8) schneiden sich o.rthogonale Geraden
Figur 4.1 ' von (P, =) stets. Ferner gilt

(x) g,he GAglh = hlg,
d. h. die Orthogonalitditsrelation L ist symmetrisch.

Zum Beweis von (*) setzen wir M = g N h und wihlen ein C € h\M
(Figur 4.1). Wegen h = m g mit A, B € g\M und wegen A = BM fiihrt
(3.7) (6) auf CA = BC = BMCM = ACM, d. h. es ist A € mgom und
damit g = meen. Wegen h = <C, CM> bedeutet dies aber hlg. O

Die folgende Aussage zeigt, dafi die Orthogonalitdt bei Automorphismen
erhalten bleibt, dafl Automorphismen und Bewegungen also orthogona-
litatstreu sind:

(4.2) Satz. Ist p € Aut(P,=)(o) und sind g,h € G, so gilt
gLh & ¢(g)Le(h).
Der Beweis ergibt mich direkt aus (2.5)(2), (4). O

Durch die folgende Aussage wird deutlich, daf§ die Orthogonalititsrela-
tion mit der Parallelitétsrelation vertréglich ist:

(4.3) Satz. Sind g,¢',h,h € G mit gLh, so gilt:
(1) Aus h|| b folgt gL 1.
(2) Aus g Lh' folgt h|| 1.
(3) Es ist{k € G|gLlk} =hl|, d. h. die zu g senkrechten Geraden
bilden ein Parallelbiischel.
(4) Aus g|| g und h|| W folgt ¢ LI .
(5) Aus g|| ¢ und ¢’ LK folgt h || K.
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Beweis: Es sei M := gNh. (1) Wegen h' || h
C existiert M’ := gN A’ (vgl. (3.2)), und nach
M (4.2) ist dann g = Tar e (9) LTar e (R) = K,
U M E da 7y nach (3.14) eine Bewegung ist.
B 9 (2) Es sei k := (M || h'). Nach (1) ist gLk,
h k d. h. es gibt ein B € ¢g\M mit k = mp gu
c (Figur 4.2). Wegen hlg (vgl. (4.1)) gibt es
ein C € h\M mit g = mgcm. Dann gilt
N B € mgom, also auch BC = CMB = CBY,
da M nach (3.7)(6) eine Bewegung ist. Demnach ist C' € mp pn = k,
d. h. esist h = <M,C> = k und damit h || /.
(3), (4), (5) folgen direkt aus (4.1), (1) und (2). O

(4.4) Corollar. Zu jedem Punkt A und jeder Geraden g gibt es genau
eine Gerade h mit h> ANhLg. Man nennt h das Lot von A auf g
oder die Senkrechte zu g durch A und notiert h auch in der Form
(ALg). (Lote werden ,gefillt”, Senkrechte werden errichtet®.)

Figur 4.2

Der nach (4.1) eindeutig existierende Schnittpunkt von ¢g mit (ALg) wird
der FuBBpunkt des Lotes von A auf g genannt. Im Falle A € g ist dieser
mit A identisch.

Der Beweis von (4.4) ergibt sich unmittelbar aus (4.3)(3) und aus (Py). O

B. Mittelsenkrechten und H6hen im Dreieck

(4.5) Wir sind nun bereits in der Lage, die ersten beiden Schnitt-
punktsétze fiir Dreiecke zu beweisen. Dabei verstehen wir unter einem
Dreieck eine Teilmenge von P, die aus drei nichtkollinearen Punkten be-
steht. Ist {A, B,C} ein Dreieck, so werden A, B, C die Ecken, {4, B},
{B,C},{C, A} die Seiten und <A, B>, <B,C>,<C, A> die Seiten-
geraden dieses Dreiecks genannt. Die Seiten und die Seitengeraden sind
jeweils paarweise verschieden.

Gelegentlich wird es uns bei Dreiecken auf die Reihenfolge der Ecken
ankommen. Statt des Dreiecks {A, B,C} betrachten wir dann das ge-
ordnete Tripel (A, B, C') und nennen dies ein geordnetes Dreieck. Wir
zeigen nun
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Ebene und raumliche euklidische Geometrie Orthogonalitat

(4.6) Satz vom Mittelsenkrechtenschnittpunkt.
Ist {A, B,C} ein Dreieck, so schneiden sich die Mittelsenkrech-
ten ma p, mpc,mca dieses Dreiecks in einem Punkt M, dem
Mittelsenkrechtenschnittpunkt von {A, B, C}.
M ist der eindeutig bestimmte Mittelpunkt des eindeutig bestimmten
Kreises, der A, B,C' enthdlt und der als der Umkreis k(A, B, C)
von {A, B,C} bezeichnet wird (Figur 4.3).

C

AW B A
Figur 4.3

Beweis: 1. Ware my g || mp ¢, so wirde my gL <A, B>Ampcl<B,C>
mit (4.3)(5) auf <A, B> || <B, C> fiihren, und dann wére {A, B, C'} kein
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Dreieck. Folglich schneiden sich m 4 g und mp ¢ in einem Punkt M, und
dann ist AM = MB und MB = MC. Daraus ergibt sich aber AM =
= MC, also M € mg 4 und A, B,C € k4.

2. Ist k ein Kreis durch A, B, C' mit dem Mittelpunkt M’, so ist AM’
= BM' =CM', also M € mypNmpc ={M} und damit k = kpp.a =
= kM;A~ ]

Unter Verwendung von (4.6) erhalten wir

(4.7) Satz vom Hohenschnittpunkt.
Ist {A, B,C} ein Dreieck, so schneiden sich die Hohen
ha:=(AL<B,C>),hg = (BL<C,A>),hc = (CL<A,B>)
dieses Dreiecks in einem Punkt H, dem Hohenschnittpunkt
von {A, B,C'}.
Beweis: Nach (3.3) gibt es eindeutig be-
stimmte Punkte A’ B’,C’" derart, daf
(A,B,C,B'),(C,A,B,A") und (B,C,A,C")
Parallelogramme sind (Figur 4.4). Nach
(3.10) ist <B, B'’> }f<A,C> || <B,C">, also
B’ # ', und ebenso folgt B" # A" # (.
Mit (K) erhalten wir AB" = BC = AC' A
BC"'= AC=BA'NCA'"= AB =CHB’, und
mit <B',C"> || <B,C>A<C' A'> || <C, A>
N<A', B> || <A, B> fiihrt (4.3)(1) dann auf
mp cr = hA/\mC/,A/ = hB/\mA/7B/ = hc. Hieraus folgt mit (46), bezogen
auf A’, B, C’, die Behauptung. O

Figur 4.4 ¢

C. Elementare Konstruktionen

(4.8) Ein besonderer Reiz der zwei zuletzt bewiesenen Sétze liegt darin,
dal man sie zeichnerisch bestétigen kann. Durch das Zeichnen gewinnt
man eine besondere Vertrautheit mit einem solchen Satz, und so ist es
klar, dafl man von dieser Moglichkeit auch im Schulunterricht Gebrauch
machen wird.

In der Anschauungsebene setzt man die , klassischen“ Hilfsmittel Lineal
und Zirkel wie folgt ein:

a) Konstruktion der Mittelsenkrechten von {A, B} € Ps:
Man verbindet die Schnittpunkte von kp.4 und ks, p (Figur 4.5).
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b) Féllen des Lotes von A € P auf g € G:

Man zeichnet einen Kreis mit A als Mittelpunkt, der g in zwei verschiede-
nen Punkten B, C' trifft. Dann ist (A_Lg) = mpc nach a) konstruierbar
(Figur 4.6).

c¢) Konstruktion der Parallelen zu g € G durch A € P\g:
Nach b) bestimmt man zunéchst (ALg) und dann (A || g) = (AL(ALg))
(Figur 4.7).

Figur 4.5 Figur 4.6 Figur 4.7

Das Zeichnen von Parallelen und Senkrechten vereinfacht sich wesentlich,
wenn man entweder ein Geodreieck oder ein
Lineal und ein rechtwinkliges Dreieck ver-
wendet. Im zweiten Fall nutzt man aus, dafl
man durch Verschieben des Dreiecks langs
der Kante des (festzuhaltenden) Lineals zu 9
einer vorgegebenen Geraden g durch jeden
Punkt A bzw. B eine Senkrechte bzw. Par-
allele legen kann (Figur 4.8).

Figur 4.8

D. Der Satz des Thales

Die im Beweis von (4.7) aufgetretenen Parallelitidten stehen im Einklang
mit dem folgenden Spezialfall des ersten Strahlensatzes (Figur 4.9 a)):

(4.9) Satz. Ist {A, B, X} ein Dreieck und ist M bzw. U die Mitte

von {A, B} bzw. {A, X}, soist M £ U und <M,U> || <B, X>.
Beweis: Wegen AM = B # X = AV ist M # U, und nach (3.14)
ist U o M eine Translation # 4dp mit der Richtung <M,U>|. Da
<B,X> wegen U o M(B) = X und (3.13)(2) zu <M,U> || gehért, ist
<M,U>|<B,X>. O
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Unter Verwendung von Eigenschaften der Orthogonalitétsrelation kénnen
wir nun auch bereits einige Grundeigenschaften von Kreisen herleiten.
Dazu setzen wir fest:

Ist {A, B} € Py und ist M die Mitte von {A, B} , so heifit kr,{A, B} :=
= k.4 = ka,p der Thaleskreis iiber {A, B}. Diese Bezeichnung wird
nahegelegt durch

(4.10) Satz des Thales. Ist {A, B} € Py und ist X € P\{A, B}, so ist

X € krn{A, B} & <A X>1<X,B> (Figur 4.9b)).

Beweis: Ist M bzw. U die Mitte von {A, B} bzw. {A, X'} (Figur 4.9 a)),
so fithren (4.3) und (4.9) mit <A, X>1my x>U auf X € kp,{A, B} &
AM=MX & max>3M & <A, X>1<U M> & <A, X>1<X,B>. O

X

Figur 4.9

(4.11) Corollar 1. Es sei {A, B} € Py. Der Thaleskreis k = krp{A, B}
besteht aus den FufSpunkten der Lote von B auf die Geraden durch
A. Firt = (AL<A,B>) gilt tNk = {A}, und fir g € G\{t} mit
g2 Aist|gNk|=2 (Figur 4.9 c)).

Beweis: Fiir g € G mit g > A sei F}, der Fupunkt des Lotes von B auf
g. Dann ist Fopps = BA Flai<aps) = A, und fir X € P\{4, B} fiihrt
(4.10) auf X € krp{A, B} & <A X>1<X,B> & X =F_,x-. O

(4.12) Corollar 2. Ist k ein Kreis von (P, =) mit Mittelpunkt M, so gilt:
(1) Fiir jedes A€k ist k der Thaleskreis iiber { A, AM}.
(2) Ist A€k, so gibt es genau eine Gerade t mit tNk= A, namlich

t:=(AL<A,M>). Man nennt t die Tangente von k in A.

(3) Es ist |k| =|h| +1>4 YV heG.
(4) Fiir jedes g€ G ist |gN k| < 2.
(5) Sind A, D € k mit A# D, so ist M € myp.
(6) Sind M', A € P mit k = kypa, soist M = M.
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Ebene und raumliche euklidische Geometrie Orthogonalitat

Beweis: (1) Es sei k = kyp. Ist Ac kund X € P, soist [X € kyy <
MX =MU=MA & X € kyal, also k = kyra = krp{A4, AM}.

(2), (3), (4) ergeben sich in Verbindung mit (3.2)(3) und (3.9) aus (4.11),
denn ist ¢ € G mit g Nk # &, so gibt es ein A € g Nk, und fiir h :=
(AM ] <A AM>) st a @ h — kK\{A} : R — <A, R>nN (AM 1<A R>)
nach (4.11) eine Bijektion, d.h. es ist |k\{A}| = |h| > 3.

(5) folgt unmittelbar aus AM = DM.

(6) Nach (3) gibt es in k drei paarweise verschiedene Punkte, und diese
sind nach (4) nichtkollinear. Mit (5) und (4.6) folgt dann M = M’'. O

w ¢

A=H
Figur 4.10
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(4.13) Gegeben sei ein Dreieck {A, B, C'}.

Die Mitte von {B, C} bzw. {C, A} bzw. {A, B} sei M, bzw. M, bzw. M,
(vgl.(3.9)). Wir nennen M,, My, M, die Seitenmitten von {4, B, C'}.
Es ist <A, B> || <M,, My>,<B,C> || <My, M.>,<C, A> || <M., M,>
gemafl (4.9), und insbesondere ist {M,, My, M.} dann ein Dreieck,
genannt Seitenmittendreieck von {A, B, C} (vgl. Figur 4.10).

Der Kreis f := k(M,, My, M.) (vgl. (4.6)) heifit Seitenmittenkreis oder
Feuerbachkreis von { A, B, C'}; sein Mittelpunkt wird mit F' bezeichnet.

Die Lote ha, hp, he von den Ecken auf die gegeniiberliegenden Seitenge-
raden von {4, B, C'} schneiden sich nach (4.7) im Héhenschnittpunkt H;
sie haben die Fulpunkte H, := hy N <B,C>, H, := hg N <C,; A> und
H.:=hcN <A, B> (vgl. Figur 4.10).

Die Mitte von {H, A} bzw. {H, B} bzw. {H, C} sei A* bzw. B* bzw. C*.
Wir nennen A*, B*, C* die oberen H6henmitten von {A, B, C'}.

Mit diesen Bezeichnungen und unter Verwendung von (4.9) - (4.12) er-
halten wir

(4.14) Satz iiber den Feuerbachkreis. Auf dem Feuerbachkreis f des
Dreiecks {A, B,C} liegen die Punkte M,, My, M., H,, Hy,, H., A*, B*, C*.
Uberdies ist f = krp{A*, M} = krp{B*, My} = krpn{C*, M.}.

Der Kreis f wird auch Neunpunktekreis genannt. Finige der genann-
ten Punkte konnen zusammenfallen (vgl. Figur 4.10).

Beweis: Ist A* # My, so ist <A*, My>||<C,H> = h, gemaB (4.9) mit
hel <A, B> | <M,, My>, d.h. es ist <A* My>1<M,, M,> N\ A* # M,.
Mithin gilt stets M, € krp{ A% M,}, und analog folgt M. € kr,{A* M,}.
Weiter ist dann H, € kpp{A*, M,} = k(M,, My, M.) = f. Analog ergibt
sich B*, Hb S /{ZTh{B*, Mb} = f und C*, Hc < /{ZTh{C*, Mc} = f O

E. Geraden und Kreise

(4.15) Ist g eine Gerade und ist k ein Kreis, so heifit g

im Falle |g N k| = 0 eine Passante bzgl. ,

im Falle |g N k| = 1 eine Tangente von (oder an) k (vgl. (4.11)) und
im Falle |g N k| = 2 eine Sekante von k (vgl. (4.12)(4)).

Im Falle gNk = A mit A € P wird A auch der Beriihrpunkt von g und
k genannt, und man sagt, g und k beriihren sich in A.

Nach (4.12)(2) besitzt jeder Kreis k in jedem Punkt A von k genau eine
Tangente t. Ist hierbei M der Mittelpunkt von k - nach (4.12)(6) besitzt k
genau einen Mittelpunkt -, so zeigt (4.12)(2), daf t auf <A, M > senkrecht
steht, wenn sich ¢ und k in A beriihren.

Nach (4.6) geht durch drei nichtkollineare Punkte stets genau ein Kreis,
und nach (4.12)(4) sind drei verschiedene Punkte eines Kreises stets
nichtkollinear.

Download free eBooks at bookboon.com


http://bookboon.com/

Ebene und raumliche euklidische Geometrie Orthogonalitat

(4.16) Ist A € P, so wird A* := {g € G|g > A}
(Figur 4.11) das Sternbiischel mit A als Triger
oder Tragerpunkt genannt. Sowohl Sternbiischel
als auch Parallelbiischel (vgl. (2.2)) werden als Ge-
radenbiischel bezeichnet, d. h. bei Verwendung
des Wortes ,,Geradenbiischel 148t man offen, ob
ein Sternbiischel oder ein Parallelbiischel vorliegt. Figur 4.11

Sind r Geraden gy, ..., g, (r € N\{0,1}) gegeben, so bezeichnen wir diese
im Falle g1 N...N g, # @ als kopunktal. Ferner sagen wir, da8 ¢, ..., g,
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im Biischel liegen, wenn sie kopunktal oder paarweise parallel sind,
wenn sie also Elemente eines bestimmten Geradenbiischels sind.

(4.17) Alle Sternbiischel haben die gleiche Méachtigkeit (Anzahl der Ele-
mente), da jedes Sternbiischel durch eine geeignete Translation bijektiv
auf jedes andere Sternbiischel abgebildet werden kann.

Ist g eine Gerade und ist A € P\g sowie h := (A] g), so ist die
Zuordnung g — A"\{h} : X — <A, X> eine Bijektion, d. h. es ist
lg| =]A*| — 1. Nach (3.2) und (3.9) gilt |g| > 3 V g € G und damit
|A*| >4 V AeP.

Die Méachtigkeit der Geraden ist zugleich auch die der Parallelbiischel,
denn sind g,h € G mit g }f h, soist h — g : X — (X | g) nach (3.2)
eine Bijektion.

Nach (4.12) haben alle Kreise dieselbe Méchtigkeit wie die Sternbiischel.

F. Klassifizierung von Dreiecken und Vierecken

(4.18) Ein Dreieck heifit rechtwinklig, wenn zwei seiner Seitengeraden
aufeinander senkrecht stehen, gleichschenklig, wenn zwei seiner Seiten
kongruent sind, und gleichseitig, wenn seine sdmtlichen Seiten kongru-

ent sind. ,
C C & Spitze C

Kathete  Schenkel Schenkel

A Hypotenuse B A Basis B A B

Figur 4.12  Dreiecke: a) rechtwinklig, b) gleichschenklig, c) gleichseitig

Ist {A, B, C} rechtwinklig mit <A, C>1<C, B>, so werden {A, C'} und
{C, B} die Katheten und {A, B} die Hypotenuse von {A, B,C} ge-
nannt. Ist {A, B,C} gleichschenklig mit {A,C} = {C, B}, so werden
{A,C} und {C, B} Schenkel, {A, B} eine Basis, m4 p eine Achse und
C eine Spitze von {A, B,C} genannt (Figur 4.12).

(4.19) Ein echtes Viereck heift Drachen, wenn eine seiner Diagonalen die
Mittelsenkrechte von zwei seiner Ecken ist, und Rhombus oder Raute,
wenn seine sdmtlichen Seiten kongruent sind. Ein Parallelogramm heifit
Rechteck, wenn zwei seiner Seitengeraden orthogonal sind. Ein Rechteck
heifit Quadrat, wenn es eine Raute ist (Figur 4.13).
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Drachen

Parallelogramm

BN
T s

Quadrat

Rechteck - T -
A R

N -7
LAl

Vierecke mit ihren ,‘/'i‘\'\

Symmetrieachsen s N Figur 4.13
G. Aufgaben
Man zeige:

A 4.1. Ein Dreieck ist genau dann rechtwinklig, wenn der Mittelpunkt
seines Umkreises auf einer der Seitengeraden liegt.

A 4.2. Ein Dreieck ist genau dann gleichschenklig, wenn eine seiner Ecken
auf der Mittelsenkrechten der beiden iibrigen Ecken liegt.

A 4.3. Das Dreieck {A, B, C'} ist genau dann gleichschenklig mit {A, B}
als Basis, wenn (C_L<A, B>) = myu g ist.

A 4.4. Die Diagonalen eines Drachens stehen stets aufeinander senkrecht.
Jede Raute ist zugleich ein Drachen und ein Parallelogramm. Ein Viereck
ist genau dann eine Raute, wenn jede seiner Diagonalen die Mittelsenk-
rechte von zwei seiner Ecken ist.

A 4.5.Ist (A, B,C, D) ein Rechteck, so gilt <A, B>1<B,C> A <B,C>
1<C, D> N <C,D>1<D,A> N <D,A>1<A,B> N AC = BD.
A 4.6. Ist (A, B,C, D) ein Parallelogramm, so ist (A4, B,C, D) im Falle
<A,C>1<B, D> eine Raute und im Falle AC' = BD ein Rechteck.
A47.Sind A,BePund g€ Gmit A¢Z g AN B € g, so existiert genau
ein Kreis durch A, B, der g als Tangente hat.

A 4.8. a) Ist k ein Kreis mit Mittelpunkt M, so liegt M auf keiner Tan-
gente von k. b) Zwei verschiedene Kreise haben hochstens zwei Punkte
gemeinsam.
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A 4.9. Ist k ein Kreis und liegt A € P\k auf einer Tangente von £k,

so gehen durch A genau zwei Tangenten von k. Die Beriihrpunkte dieser

Tangenten mit k liegen auf dem Thaleskreis iiber A und dem Mittelpunkt

von k.

A 4.10. Ist ¢ eine Kollineation von (P, G), so sind dquivalent:

(1) ¢ ist orthogonalitdtstreu, d. h. es gilt g Lh < ©(g)Lo(h) Vg,h € G.

(2) Es gﬂt QO(]{JA;B) = ]{¢(A);@(B) V AB € P,.

(3) ¢ ist kreistreu, d. h. jeder Kreis wird durch ¢ auf einen Kreis abge-
bildet.

5 SPIEGELUNGEN UND BEWEGUNGEN

Wir wollen zeigen, daf§ in der normalen euklidischen Ebene (P,=) an
jeder Geraden g eine Spiegelung g existiert und daf fiir Spiegelungen der
besonders wichtige Dreispiegelungssatz gilt. Ferner {iberlegen wir uns,
dafl eine Bewegung stets als Produkt von zwei oder drei Spiegelungen
darstellbar ist, und erortern, welche Typen von Bewegungen es gibt.

A. Existenz und Transitivitidt der Spiegelungen

(5.1) Gegeben sei eine Gerade g € G. Ist X € P und ist F'y der FuBlpunkt
des Lotes von X auf g, so sagt man, X9 := ﬁ;((X ) entsteht aus X durch
Spiegelung an g (Figur 5.1). Wir bezeichnen die Abbildung g : P — P :
X — X9 als die Geradenspiegelung an g oder kurz als die Spiegelung
an g.

Wir zeigen

(5.2) Grundeigenschaften der Spiegelungen.
Fiir jedes g € G gilt:
(1) g ist die Menge der Fizpunkte von g.
(2) Esist g=ma s V AeP\g.
(3) Ist {A, B} € Py mit map =g, soist A9 = B.
(4) G ist bijektiv mit go g =idp und g =g .
(5) g ist eine Bewegung von (P,=).
(6) Die Fizgeraden von g sind g und die zu g orthogonalen Geraden.

—_—

(7) Es gilt p(g) = pogop™ V¢ € Aut(P,=).
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Figur 5.1 Figur 5.2

Beweis: a) Aus (3.7), (3.8), (4.3) und den Definitionen ergeben sich (1),
(2), (3), und (4) ist giiltig, da definitionsgemafl go g = idp ist.

b) Zum Beweis von (5) geniigt es wegen (4), AB = AYB9 YV AB € P,
Zu zeigen:

Im Falle {A,B}Ng # @ V <A, B>1g folgt die Behauptung direkt aus
(2), (3.7)(6) und der Definition von g. Deshalb sei {A, B} N g = & mit
<A,B>/Lg. Wir setzen D := g N (Alg),C := (D] <A, B>) N (BLlyg)
und E = (BY|| <CY,D>) N (ALlg) (Figur 5.2). Dann sind (A, B,C, D)
und (D, CY, BY, F) nach (4.3) Parallelogramme, und mit a), (3.7) (6) und
Axiom (K) folgt AB = DC = DC9=FEBY AN AD = BC = BICY = DE.
Wire ' = A, so wire A € mp po @ g. Geméfl Axiom (Z) gilt deshalb
E = A9 und damit AB = ABY.

¢) Definitionsgeméfl sind die in (6) aufgefiihrten Geraden Fixgeraden
von g. Weitere Fixgeraden kann es nicht geben, denn sonst gibe es mehr
Fixpunkte als in (1) angegeben (vgl. (3.4)).

d) Es sei p € Aut(P,=). Ist X € P\ g, so ist g = mx xs gemif (2), und
nach (2.5)(4) ist () = My(x)p(x9), also ©(g)(p(X)) = ¢(X?) gemaif
(3). Wegen [U€g = o(U)€p(g) A ¢(g)(p(U))=p(U)=p(U?)] haben

wir dann ¢(g) o p(X) =pog(X) VX €P,d. h.esist p(g)op=poyg

und damit g;(\g/) =pogopt O
Als Corollar erhalten wir

(5.3) Transitivitiat der Spiegelungen. Ist {A, B} € Po, so ezistiert
genau eine Spiegelung o mit o(A) = B, nimlich 0 = map.

Beweis: Nach (5.2) (3) ist ma p(A) = B. Ist aber g € G mit g(A) = B,
so fithrt (5.2) (2) auf g =mup. O
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Ebene und raumliche euklidische Geometrie Spiegelungen und Bewegungen

Weiter fithrt (5.2) auf
(5.4) Satz. Fiir je zwei verschiedene Geraden g, h gilt:
(1) Ist gN'h = {D} mit D € P, so ist D der einzige Fizpunkt von §o h.
(2) Ist g || h, so ist Goh eine Translation = idp mit den zu g orthogona-
len Geraden als Richtung.
Beweis: a) Ist U € P mit §o h(U) = U, so ist h(U) = §(U). Im Falle
UggVvU & h wiirde (5.2)(2) auf ¢ = mypys = myyr = h fithren.
Deshalb liegen die Fixpunkte von go h in g Nk, d. h. es gilt (1), und im
Falle gNh =@ hat go h keinen Fixpunkt.
b) Es sei gnh = @. a) Ist k € G mit kLg, so gilt nach (4.3)(1) auch k_Lh,
und mit (5.2) (6) folgt §o h(k) = k. 8) Gébe es ein [ € G und ein A € P
mit N (§o h(l)) = {A}, so wire | Lg gem#B «), und fiir m = (ALg)
wire {A} = INm A {Goh(A)} = Goh(l)NGoh(m) = Goh(l)Nm = {A}

entgegen a). Demnach ist go h(l) ||l VI € G, und mit a) folgt (2). O
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B. Translationen, Drehungen und Spiegelungen

Als wichtig fiir den weiteren Aufbau erweist sich

(5.5) Fixpunktsatz. Gegeben sei eine distanztreue ABBILDUNG ¢ von
P in sich, also eine Abbildung ¢ : P — P mit

(x) {X Y} ={o(X), oY)} V{X.Y}eP; (vgl (3.5)).

Dann gilt: Besitzt ¢ (wenigstens) zwei verschiedene Fixpunkte A, B,

so ist ¢ entweder die Spiegelung an <A, B>, oder es ist o = idp.
Beweis: Es gebe ein V € P mit (V) # V, und es sei g := <A, B>.
1) Ist X €P mit p(X)#X, so fihrt XA=p(X)A A XB=p(X)B auf
A, Bemx yx), d.h. esist g =mx ,(x), und mit (5.2)(3) folgt ¢(X) = XY.
2) Ist X € P mit o(X) = X, soist {X, V} = {p(X), o(V)} 2 {X, V9}, also
X €myys =g und damit ¢(X)=X =X9. Wegen 1) ist dann p=¢g. O
Weiter zeigen wir

(5.6) Darstellung von Translationen durch Spiegelungen.
Ist 7 eine Translation und ist g eine Gerade, die auf einer Fixgera-
den von T senkrecht steht, so existiert genau eine Gerade h mit
T = hog und genau eine Gerade k mit T = gok. Hierbei ist g || h || k,
und es gilt 7(g) = h(g) sowie 7(k) = g(k) = h (Figur 5.3).

C. Der Dreispiegelungssatz (5.7) 49

Beweis: a) Zunéchst sei 7 # idp. Ist A € g und
ist h:=mara), so filhren (3.15) und (5.4)(2)
wegen h || g AT(A) = h(A) = hog(A) auf T = hog.
Fir k:=g(h) gilt k| g, und mit (5.2)(7) folgt
k =gohog, also 7= hog = jogohog = gok. Dann
Figur 5.3 ist 7(g) =hog(g) = h(g) A 7(k) =Gok(k) = (k).
Die Eindeutigkeit ergibt sich aus [TO§:fO§(:) fq’oj: 5027(:)7:27(:) [=1]
VI, I'€G. b) Im Falle 7 = idp gilt die Behauptung fiir h :=k :=¢g. O

(5.7) Wir bezeichnen eine Bewegung als Drehung, wenn sie genau einen
Fixpunkt hat oder wenn sie die identische Abbildung ist. Ist D ein Fix-
punkt der Drehung §, so nennen wir ¢ eine Drehung um D und be-
zeichnen D als Drehzentrum oder als Drehpunkt von §. Nach (3.7)
ist jede Punktspiegelung eine Drehung.
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Mit (5.5) folgt nun
(5.8) Darstellung von Drehungen durch Spiegelungen.
Ist 6 eine Drehung mit D als Drehpunkt und ist g eine Gerade durch
D, so emistiert genau_eine Gerade h mit § = %o’gv und genau eine
Gerade k mit § = gok. Die Geraden h und k enthalten D, und es
gilt 6(g) = h(g) sowie 6(k) = g(k) = h (Figur 5.4).
Beweis. a) Zunéchst sei 0 # idp. Ist A € g\{D}
und ist b :=m4 5(a), so fithrt {D A} ={D, 6( )}
mit (5.2) authD A 6(A)=h(A) A 8(g)=h(g).
Dann ist hod eine Bewegung mit den Fixpunkten
D, A, und wegen h;«éé und (5.5) folgt hod =3.
Demnach ist 6 = hog Fir k:=g(h) gilt £ > D,
Figur 5.4 und mit (5.2)(7) ergibt sich k= Gohog, also & =
= hog = Gogohog = Gok und i(k) = gok(k) g(k). Die Eindeutigkeit folgt
aus [log=1'og < gol =gol' &1 =1'<1=U|VI],I'€G. b) Im Falle § = idp
ist die Behauptung offenbar fiir h := k := g giiltig. O

C. Der Dreispiegelungssatz

Mit Hilfe von (5.4) ,(5.6) und (5.8) erhalten wir nun

(5.9) Dreispiegelungssatz. Sind g,h,k € G, so gilt:
(1) Liegen g,h,k im Biischel, so ist gohok: eine Spiegelung.
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(2) Ist Gohok = mit | € G, so ist Gohok = kohog, und g, h, k.1 liegen
im Biischel.

Beweis: (1) a) Ist g = h, so ist gohok = k.
b) Ist g N h = @, so ist joh nach (5.4) und wegen g || k eine Translation,
deren Fixgeraden auf k senkrecht stehen. Nach (5.6) gibt es dann ein
[ € G mit goh lok also mit gohok = l

¢) Ist gNh = {D} mit D € P, so ist joh nach (5.4) cine e Drehung um D,
und wegen k > D existiert nach (5.8) ein [ € G mit gOh lok, also mit
gohok = 1.
(2) a) Wegen [ = [ ist gOhOk = kohoy.
b) Aus g = h folgt k= l also k = [ und damit die Behauptung.

¢) Ist gNh = @, so ist Goh = lok nach (5.4) eine Translation 7 # idp. Mit
(5.4) folgt dann, daB /|| k ist und dafl die Fixgeraden von 7 auf g, h, k, 1
senkrecht stehen. Nach (4.3) bedeutet dies g, h,k,l € g||.
d) Ist gNh = {D} mit D € P, so ist joh = lok eine von idp verschiedene
Drehung um D. Nach (5.4)(1) bedeutet dies g, h, k,l € D*. O

(5.10) Corollar. Geraden g,h,k liegen genau dann im Bischel, wenn
gohok eine Spiegelung ist.

D. Darstellung der Bewegungen durch Spiegelungen

(5.11) Wir wenden uns nun der Darstellung von Bewegungen durch Spie-
gelungen zu. Dazu bezeichnen wir die Menge {g|g € G} aller Spiege-
lungen mit & und setzen &" := {g0...09, | g1, ..., g, € &) fiir r € N¥
d. h. &" besteht aus allen r-fachen Produkten, die man aus Spiegelungen
bilden kann. Mit dieser Bezeichnung erhalten wir

(5.12) Darstellung der Bewegungen durch Spiegelungen.
Es gelten die folgenden Aussagen:

(1) Es ist &*=&? und &° = &>, Hierbei ist & eine Untergruppe von
B_(0), genannt Gruppe der geraden oder eigentlichen Be-
wegungen. &2 ist die Menge der Drehungen und Translationen.

(2) Esist 5 C & N &°NG3 =g N G2UG3=B_(0).

(3) & ist Nebenklasse von &% in B_(o) und wird Menge der
ungeraden oder uneigentlichen Bewegungen genannt.

(4) &% und B_(o) sind Normalteiler von Aut(P,=)(o).

Download free eBooks at bookboon.com


http://bookboon.com/

Beweis: a) Es seien g, h, k,l € G. Im Falle g | h A k|| sind goh und kol
nach (5.4) Translationen, und dann ist nach (3.17) auch (goh)o(kol) eine
Translation. Diese liegt aber nach (5.6) in &2

Gilt dagegen g }f hV k Jf [, so existiert wegen (V) und (P) eine Gerade m,
die sowohl mit g, i als auch mit k, [ im Biischel liegt, und nach (5 9) ist
dann (§oh)o(kol) = (gohom)o(mokol) € &% Wegen (joh)™* = hog € &2
und idp=gog € &2 ist &? dann eine Untergruppe von B_(o), und
zugleich folgt 6% =62 A &°=&3. Aufgrund von (5.4), (5.6) und (5.8)
enthiilt &% genau die angegebenen Elemente, und mithin ist (1) giiltig.

b) Gébe es Elemente g, ...,g5 € G mit §0gs = 30704075, SO Wire g; =
= (g3004)0(g5092) nach a) eine Drehung oder eine Translation, und dann
wire die Fixpunktmenge von ¢; keine Gerade. Damit ist gezeigt, dafl
6*NG° = o ist.

c¢) Gegeben sei eine Bewegung . Im Falle ¢ = idp ist ¢ = gog fiir g € G,
und im Falle ¢ # idp gibt es ein A € P mit p(A) # A. Fiir h 1= m4 ,(a)
ist %O(p dann eine Bewegung mit dem Fixpunkt A, und dies bedeutet
hop € &V hop € G2 gemiB (5.5) und (5.8), also ¢ € &% U&?. Demnach
ist B— = G2 UG, und wegen § = gogog V g € G ist & C &3.

Damit ist (2) gezeigt, und aus (1), (2) und (5.2)(7) folgt (4).

d) Es sei g € G. Ist ¢ € &3, so ist goy) nach a) ein Element von &2,
d.h. es ist ¢ = go(goyp) € goB&? und damit &* C GoS? C &3, also
&3 = goB2. Demnach ist auch (3) giiltig. O

(5.13) Corollar. Es sei D € P, und ©r(D) sei die Menge aller Drehun-

gen um D. Dann ist Dr(D) eine abelsche Untergruppe von &2
genannt Gruppe der Drehungen um D.

Beweis: Da ©r(D) nach (5.4) und (5.12) die Menge aller Elemente von
&2 ist, die D festlassen, ist Dr(D) eine Untergruppe von G2
Sind 6, € Dr(D), so gibt es nach (5.8) g, h,k,l € D* mit § = gOh A
A & = kol, und mit (5.9) folgt dann doe = (Gohok)ol = (kohog)ol =

= ko(hogol) = ko(logoh) = 0. O

E. Involutorische Bewegungen

(5.14) Eine Kollineation ¢ von (P, G) wird involutorisch genannt, wenn
die Bedingung oy = idp A ¢ # idp erfiillt ist, wenn also ¢ = @~ ! # idp
gilt.
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Wie wir bereits wissen, sind die Spiegelungen und die Punktspiegelungen
involutorische Bewegungen.

Um festzustellen, ob es noch weitere Bewegungen dieses Typs gibt, be-
merken wir zunéchst folgendes:

Ist ¢ eine involutorische Kollineation von (P, G), so gilt p({X, ¢(X)}) =
= {p(X),p(p(X))} = {X,p(X)} V X € P. Da ¢ nach (3.11) mitten-
treu ist, bedeutet dies, dafl die Mitte zwischen Bild und Urbild bei einer
involutorischen Kollineation stets ein Fixpunkt ist. Aulerdem sehen wir,
daB <X, p(X)> im Falle X # ¢(X) eine Fixgerade von ¢ ist.

Ist ¢ nun eine involutorische Bewegung, so hat ¢ nach unserer Uberle-
gung wenigstens einen Fixpunkt. Hat ¢ wenigstens zwei Fixpunkte, so
ist p nach (5.5) eine Spiegelung. Hat ¢ genau einen Fixpunkt D, so ist
D die Mitte zwischen X und ¢(X) V X € P, d. h. es ist ¢ = D.

Damit gilt
(5.15) Satz. Die involutorischen geraden Bewegungen sind die Punkt-
spiegelungen, und die involutorischen ungeraden Bewegungen sind
die Geradenspiegelungen.
(5.16) Corollar Sind g,h € G mit g # h, so sind dquivalent:
(1) goh ist eine Punktspiegeluny.
(2) goh = hog.
(3) gLh.
Beweis: Nach (3.7)(2) , (5.4) und (5.15) ist [(1) < (2)], und nach (5.2)(1),
(6), (7) ist [goh = hog < g(h) = gohog =h < g(h) =h < glh],
d.h.esist [(2) & (3)]. O
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F. Gleitspiegelungen

Mit Hilfe der vorangegangenen Aussagen erhalten wir

(5.17) Satz. Fiir jede ungerade Bewegung ¢ von (P,=) gilt (Figur 5.5):
(1) Ist A € P und ist M die Mitte von A, (A), so existiert genau eine
Gerade g mit ]T]o’gj = und genau eine Gerade h mit hoM = .
(2) Es gibt genau ein a, € G und genau ein 7, € T mit ayory = =
= Ty0 ay. Dabei ist ay, eine Fizgerade von ¢ und von .
Man nennt a,, die Achse von v und 7, den Schub von ¢ und sagt,
Y st eine Gleitspiegelung lings a,, mit dem Schub 7.
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(3) Es ist yop = 1407y € .

(4) Hat ¢ (wenigstens) einen Fizpunkt, so ist 1 = a.

(5) Hat ¢ keinen Fixpunkt, so ist a, die einzige Fizgerade von 1.
(6) Die Achse ay besteht aus den Mitten von {X,¢¥(X)} V X € P.

WA T el )
u MJ [ Ay M u 'XI
g [k h o e
— o X Ty TyX) Ty (X))
A 0] Tw() .
Figur 5.5

Beweis: (1) Da A ein Fixpunkt von Mot ist und da Mot nach (5.12)
keine Drehung ist, ist Mot nach (5 5) und (5. 7) eine Spiegelung ¢ an
einer Geraden g, d. h. es ist ¢ = Mog Fiir h := M( ) fithrt (5.2) (7) auf
h= Mogo]\/[ und dann ist ¢ = MogoMoM = hoM. Die Eindeutigkeit
folgt aus [Mol = Mol' < [oM =loM < =0 <1=1] VI,I' €G.

(2), (3): Es sei ¢ = Mog geméB (1). Fiir ay := (M Lg),k := (M || g) und
Ty = kog fithrt (5. 16) auf M = a¢ok = kzoa¢ A = Moj = awokog =
= ayory A ¢ = Mog = k:ocwog = k:ogoaw = 1ypoa, (Figur 5.5), und
wegen a,Lg, k ist 7y (ay) = ay, also auch ¥(ay) = ay.

Ist ¢ = 7oa = aoT mit @ € G und 7 € T, so ist 7,07y = Ty0Ay0AOTy =
= o) = ToaoaorT = ToT € T. Mit (3.17) folgt (7 tory) = (77 tory) 71,
also 77tory, = idp gemdB (5.15) und damit 7, = 7. Dies fithrt wiederum
auf ayor =1 = aor, also auf ay, = @, und folglich ist a, = a.

(4) Hat 9 einen Fixpunkt, so hat ¢ wegen 1 € &2 noch wenigstens einen
weiteren Fixpunkt (vgl. (5.7), (5.12)), und nach (5.5) und (5.12) gibt es
dann ein @ € G mit ¢ = a = idpoa = aoidp. Nach (2) bedeutet dies
ay = a und 7y, = idp.

(5) Ist I € G mit [Nay = @, so ist | wegen (1) = ay (74 (1)) = ay(l) nach
(5.2)(6) keine Fixgerade von 1. Hat also 1 eine Fixgerade m # ay, so ist
m }f ay, und dann ist m N ay, ein Fixpunkt von 1.

(6) Ist A € P beliebig gewihlt und sind M, g gemiB (1) festgelegt, so
gilt ay, = (M Lg) nach dem Beweis von (2), also M € ay. Ist andererseits
U € ay und ist V €P mit V:= Uorw, S0 1st Ty = UoV, und mit (3.14)
folgt V' € ay, sowie (V) = 14(V) = UoV(V)=U(V). O
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G. Transitivitat von Bewegungen

Eine weitere wichtige Aussage erhalten wir mit

(5.18) Transitivitit der geraden Bewegungen.
Sind {A, B},{C,D} € Py mit {A, B} = {C, D}, so existiert genau
eine gerade Bewegung ¢ mit p(A) =C N ¢o(B) = D.

D Beweis: Ist 7:=74¢c und E:=7(B), so sei
p:=71 im Falle D= FE und sonst ¢:=hogor
mit g:=<C, E> und h:=mp g (Figur (5.6)).
Wegen [D # EAN{C,D}={A,B}={C,E} =
C empp=nh|giltdann o(A)=C A ¢(B)=D
mit p € &2, Ist auerdem ¢ € &% mit (A) =
A B =C A ¥(B)=D, so hat ¢~loy die beiden
Fixpunkte A, B, und nach (5.5) und (5.12) gilt dann p~'ot) = idp, also
Y= O

Figur 5.6

(5.19) Corollar 1. Die Bewegungen von (P,=) sind die distanztreuen
Abbildungen von P in sich. Demnach genitigt es, die Distanztreue
zu tberpriifen, wenn man feststellen maochte, ob eine Abbildung
von P in sich eine Bewegung von (P,=) ist; die Bijektivitat ist
einfach eine Folge der Distanztreue.

Beweis: Definitionsgeméf ist jede Bewegung distanztreu. Ist umgekehrt

eine distanztreue Abbildung ¢ von P in sich gegeben (vgl. (5.5)) und

ist {A, B} € Py, so ist {A, B} = {¢(A),¢(B)}, und nach (5.18) gibt es
ein § € &2 mit §(A) = p(A) A §(B) = ¢(B). Dies bedeutet, dal §'op
distanztreu mit den Fixpunkten A, B ist, und mit (5.5) ergibt sich dann

d o € B_. Dies impliziert aber p € B-. O

(5.20) Corollar 2. Ist ¢ eine gerade Bewegung und gibt es ein g € G mit
©(g) || g, so ist ¢ eine Punktspiegelung oder eine Translation.

Beweis: Ist A € g und ist 7 := 7,(4) 4, S0 ist Top eine gerade Bewe-
gung mit 7op (A) = A A Top (g9) =g. Fir B € g\{A} fithrt Axiom (Z) nun
auf Top (B) € {B, B4} , und nach (5.18) bedeutet dies oy € {idp, A},
also p € T U P. O
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H. Kongruenz

(5.21) Gegeben seien zwei (nicht notwendig verschiedene) Teilmengen
A, B von P. Wir nennen A, B kongruent bzw. gleichsinnig kongru-
ent bzw. gegensinnig kongruent, in Zeichen: A = B bzw. A= B bzw.
A X B, wenn es ein ¢ € B_ bzw. ein ¢ € & bzw. ein p € & gibt mit
o(A) = B. Wegen (5.18) stellt die jetzige Verwendung von = eine Erwei-
terung der bisherigen Verwendung dar.

Da B (o) und &2(o) Gruppen sind, sind = und = Aquivalenzrelationen
auf der Potenzmenge von P. Dagegen erfiillt X die Bedingungen

(x) [AXB & BXA] AN [AXBABNXC = A=C] VA B,CCP.
Unter Verwendung von (5.18) erhalten wir

(5.22) Kongruenzsatz (SSS) (Seite-Seite-Seite) Gegeben seien Dreiecke
{A,B,C},{A",B",C"} mit AB=A'B'NBC=B'C'"N\CA=C"A’.
Dann existiert genau ein ¢ € B= mit

(*) (A)=A" A o(B)=B" A o(C)=C".

Beweis: a) Nach (5. 18) gibt es ein 1) € &% mit (A) = A’ A¢(B) = B'.
Ist (C) = C', so sei p := 1. Ist (C) # ', so fithren Y(C)A' = CA =
= C'A" und Y(C)B' = CB = B'C" auf A", B" € my(c),cr, geméB (5.2)
also auf g(¢(C)) = C' fir g := <A’, B’>, und dann ergibt sich (x) fiir
p:=goth. b) Ist n€B= mit n(A)=A"An(B)= B An(C)=C", so bleibt
{A, B,C} bei p~ton elementweise fest, und nach (5.5) und (5.2)(1) ist
dann ¢~ lon =idp, alson = . O

I. Symmetrie

(5.23) 1) Gegeben seien zwei (nicht notwendig verschiedene) Teilmengen
A, B von P. Gibt es ein D € P mit D(A) = B, so heiBt (A4, B) (bzw. A
im Falle A = B) punktsymmetrisch zum Punkt D, und D wird ein
Symmetriezentrum von (A, B) (bzw. von A im Falle A = B) genannt.
Gibt es ein ¢ € G mit g(A) = B, so heifit (A, B) (bzw. A im Falle
A = B) achsensymmetrisch zur Geraden g oder symmetrisch zur
Achse g, und g wird eine Symmetrieachse von (A, B) (bzw. von A im
Falle A = B) genannt. Ist g eine Symmetrieachse von (A, B), so auch von
(B, A) und von AU B. Dagegen ist eine Symmetrieachse von AU B nicht
unbedingt eine von (A, B). Entsprechendes gilt fiir Punktsymmetrie.
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2) Sind A, B zwei verschiedene Punkte, so ist die Mitte von {A, B} das
(einzige) Symmetriezentrum von ({A},{B}) und von {A, B}, und mu p
ist die einzige Symmetrieachse von ({A},{B}). Jedoch hat {A, B} die
Symmetrieachsen <A, B> und my p.

3) Ist MA € Py und ist k := k4, so ist M das einzige Symmetriezen-
trum von k, denn keine andere Punktspiegelung 143t M fest. Genau die
Geraden durch M sind die Symmetrieachsen von k, denn fiir g € G gilt
[g(M)=M e Meg] N 95 M= g(kua) = kg =k (vgl. (2.5)(5)).
4) Gegeben seien g,he G mit g N h=0. Ist M die Mitte von {U,V'}
fir Uegund Ve€h und ist m:=(M || g) A n:=(MLm), so ergibt sich

m(g) =mon(g)=M(g)=h, d. h. m ist eine Symmetrieachse von (g, h),
die auch die Mittellinie von g und & genannt wird. Fiir diese gilt

(%) Ist X€g NY €h und ist Z die Mitte von {X,Y}, so ist Z €m.
Dies folgt wegen M (X) € h || m aus (4.9) fiir {X, Y, M(X)}, und es zeigt,
daBl m durch g, h eindeutig bestimmt ist.

5) Seltsamerweise brauchen zwei sich schneidende Geraden einer norma-

len euklidischen Ebene nicht unbedingt kongruent und damit natiirlich
auch nicht achsensymmetrisch zu sein, wie wir noch sehen werden.
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Es 1ift sich in diesem Zusammenhang lediglich folgendes beweisen:

(5.24) Satz. Sind g, h zwei verschiedene Geraden durch den Punkt M,
so sind dquivalent:
(1) g und h sind kongruent.
(2) (g,h) besitzt (wenigstens) eine Symmetrieachse.
(3) (g,h) besitzt genau zwei Symmetrieachsen. Diese stehen aufein-
ander senkrecht und enthalten M (Figur 5.7 a)).
(4) Es existiert ein Kreis mit dem Mittelpunkt M, der g und h trifft

Figur 5.70)).
(Figur ) Beweis: (1) = (2): Es sei ¢ € B=

3|m ) b) h mit p(g) = h. Dann ist p(M) €
=P 3 € h, und fir 7 := 7,0 folgt
M < 3 Top(g) =h A Top(M) = M sowie

hotop(g) =h A hotop(M)=M,

also Top € GV %m’ogp € G gemil
Figur 5.7 (5.12)(2) und (5.17)(4).

(2) = (3) : Es sei k € G mit k(g) = h, und es sei m := (M_Lk). Ist | € G

mit I(g) = h, so ist {(M) = I(g)Ni(h) = M, also M € I. Weiter gilt dann

kol(M) = M und kol(g) = g. Fiir X € g\M bedeutet dies kol(X) €
€ {X, XM} und nach (5.18) ist nun kol € {idp, M } = {kok, kom}, also
le{k,m} (vgl. (5.16)). Uberdies ist m(g) = Mok(g) = M(h) = h.

(3)= (4) : Ist L € G mit I > M Al(g) = h und ist X € g\M, so ist
X € kM;X Ng und Z(X) € kM;X N h.

(4) = (1) : Daesein X € g\M und ein Y € h\M mit M X = MY gibt,
folgt die Behauptung aus (5.18). O

(5.25) Anmerkung. Aus den Axiomen, die wir spéter fiir die vollstandige
Beschreibung der Anschauungsebene zugrunde legen, wird unmittelbar

folgen, daB die Bedingung (4) aus (5.24) in der Anschauungsebene giiltig
ist. Nach (5.24) gelten in der Anschauungsebene dann auch die Bedin-
gungen (1), (2), (3).

Wie schon erwéhnt, werden wir jedoch auch Modelle normaler euklidi-
scher Ebenen kennenlernen, in denen Geradenpaare existieren, fiir die
keine der Bedingungen (1) bis (4) erfiillt ist. Allerdings sind zwei Tan-
genten eines Kreises stets kongruent, denn es gilt:
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(5.26) Satz. Sind g,h € G und A,M € P mit gnh=A# M, so gilt:
(1) Ist k ein Kreis mit dem Mittelpunkt M, der g und h beriihrt, so
ist <A, M> eine Symmetrieachse von (g, h) und zugleich die Mit-
telsenkrechte der Berihrpunkte (Figur 5.8).
(2) Ist <A, M> eine Symmetrieachse von (g,h), so existiert genau ein
Kreis mit dem Mittelpunkt M, der g und h beriihrt.

Beweis: (1) Es sei B := kN g und C:= <
kN h. Dann ist M € s:=mp ¢, und mit
(4.12)(2) ergibt sich g=(BL<M, B>)
AN h=(CL<M,C>). Mit B* = C folgt
nun s(g) = (B*L<M,B*>) = h (vgl
(4.2)) und damit s(A) = s(g)Ns(h) = A. .
Demnach ist s = <A, M>. Figur 5.8
(2) Ist s := <A, M> mit s(g) = h, so ist s # g, h. Fiir den Fuipunkt
B des Lotes von M auf g ergibt sich <M,B>1g A B* € h A{M,B} =
{M,B*} N <M, B*>_Lh, und nach (4.12)(2) werden g und h dann von
ka, beriihrt. Ist [ ein weiterer Kreis mit dem Mittelpunkt M, der g und
h beriihrt, und ist [N g =: B, so fithren (4.12) (2) und (4.4) auf B’ = B,
also auf [ = kyp. O

—
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(5.27) Corollar. Ist k ein Kreis mit Mittelpunkt M und sind A, B,C € P
mit A¢ k U{M} und {B,C}=k N krp{A, M}, so sind <A, B>
und <A, C> die Tangenten von k durch A.
Hierbei gilt <A, B># <A,C> und AB = AC (Figur 5.8).

Beweis: Ist s := <A, M>, so ist s N krp{A, M} ={A, M}, d.h. es sind
B,C ¢ s. Nach (5.23)3) ist {B, B*} = {B, ('}, also C = B*, und dann
folgt die Behauptung aus (4.10), (4.15), (5.2)(2) und (5.26). O

J. Winkelhalbierende bei Dreiecken

(5.28) Ist {A, B,C} ein Dreieck, so werden die Symmetrieachsen von je
zwei der Seitengeraden von {A, B, C'}, soweit sie existieren, die Winkel-
halbierenden von {A, B, C'} genannt, und jeder Kreis, der gleichzeitig
die drei Seitengeraden von {A, B,C} beriihrt, heifit ein Beriihrkreis
von {A, B, C'}. Mit Hilfe von (5.26) erhalten wir

(5.29) Satz iiber Winkelhalbierende und Beriihrkreise (Figur 5.9)
Ist {A, B,C} ein Dreieck mit kongruenten Seitengeraden, so gilt:
(1) Durch jede Ecke von {A,B,C} gehen genau zwei Winkelhalbie-
rende. Diese sind orthogonal zueinander und verschieden von den
Seitengeraden von {A, B, C'}.
(2) Je zwei der Winkelhalbierenden von {A, B,C} schneiden sich.
(3) Sind g, h, k, k" Wtinkelhalbierende von {A, B,C} mit g9 ANh> B
ANkNEK =C, so gilt entweder gNhNk # & oder gNhNk # &.
(4) Das Dreieck {A, B,C} besitzt genau vier Berihrkreise. Die zuge-
horigen Mittelpunkte Wy, ..., W3 sind zu je dreien michtkollinear.
Die sechs Verbindungsgeraden von Wy, ..., W3 sind die Winkelhal-
bierenden von {A, B,C}, und fir {Q,R,S,T} = {Wh, ..., W3} gilt
<Q,R>1<S5T>.
(5) Sind m{, m) zwei verschiedene Berihrkreise von {A, B,C} mit
den Mittelpunkten W, W und ist {A', B',C"} = {A, B,C} mit
A e <W§,W{>, so ist die Mitte M. von {B',C"} zugleich die
Mitte von Ay :=myN<B',C"> und A} :=m/ N<B' C">.
Beweis: a) Die Aussage (1) folgt aus (5.24). Demnach besitzt {A, B,C}
sechs verschiedene Winkelhalbierende g, ¢’, h,h', k, k' mit gNg = AA
ANhNh =B AN kENk =C.
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b) Wegen goh(<B,C>)=g(<A, B>)=<A,C> }f <B,C> und (5.4)(2)
ist g }f h, und analog bzw. mit (1) ergibt sich (2) in den {ibrigen Fallen.

c¢) Die Punkte Wy :=gnh, Wy :=gNh', Wy :=¢g'Nh, W3 :=¢’NA’ sind nach
(1) zu je dreien nichtkollinear. Es sei A; bzw. B; bzw. C; der Fuipunkt
des Lotes von W; auf <B,C'> bzw. <C, A> bzw. <A, B>, und es sei
m; = kw,c, (i =0,1,2,3). Dann ist <A, B> nach (4.12) eine Tangen-
te von m;, und die Spiegelung an <A, W;> (bzw. <B,W,;>) bildet m;
auf m;, <A, B> auf <A,C> und C; auf B; (bzw. m; auf m;, <A, B>
auf <B,C> und C; auf A; ab (vgl. (4.2)), d. h. es gilt A;, Biem; A
<A;,Wi>1<B,C>N<B;, W;>1<A,C>(i=0,1,2,3). Nach (4.12) be-
deutet dies, daB my, ..., m3 vier verschiedene Beriihrkreise von {A, B, C'}
sind. Ist m ein beliebiger Beriihrkreis von { A, B, C'} mit dem Mittelpunkt
W, so sind <W, A>, <W, B>, <W,C> nach (5.26)(1) Winkelhalbieren-
de von {4, B,C}, und nach a), b) und (5.26)(2) gilt W € {Wy, ..., W3}

sowie m € my, ..., m3. Damit sind (3) und (4) gezeigt.

d) Zum Beweis von (5) sei Z der Mittelpunkt von kr,{W§, Wi} (vgl.
Figur 5.9 fir W) = Wy A W] = Wy). Wegen B',C" € krp{W, W{} sind
M!.Z € mp o (vgl. (3.9)), und wegen mp o || <Wj, Ay> || <W/, A|>
und Wj7 = W/ ist mp v nach (5.23)(4) die Mittellinie von <W}, A})>
und <Wj, A1>. Mit (5.23)(4)(*) fihrt dies auf (5). O
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K. Aufgaben

A 5.1. Man bestimme die Symmetriezentren und die Symmetrieachsen
von einem gleichschenkligen Dreieck, einem gleichseitigen Dreieck, einem
Kreis, einem Drachen, einem Parallelogramm, einem Rechteck, einer Rau-
te, einem Quadrat.

A 5.2. Man gebe Teilmengen A, B der Anschauungsebene derart an, dafl
(A, B) genau ein Symmetriezentrum besitzt und dafi AUB mehrere Sym-
metriezentren besitzt.

A 5.3. Als Ergénzung zu (4.14) beweise man |[M| € {4,5,6,8,9} fiir M :=
{M,, My, M., H,, Hy, H., A*, B*, C*}. [Anleitung: Fiir den Fall H ¢ <A, B>U
U<B,C>U <C, A> zeige man zunéchst [{ M,, My, M., A*, B*,C*}| =6.]

A 5.4. Fir A€ Pund g,h, k € G beweise man

a) §OEOE = Eo}iog & ﬁo}iog €6,

b) A€ g & Aoj=goA & Aoje G.

A 5.5. Gegeben seien drei verschiedene Punkte A, B, C. Man zeige:

a) Es ist ©Or(A)(o) = Dr(B)(o) (vgl. (5.13)).

b) Fiir § € &% ist 6 € Dr(A) < oA = Aod.

¢) A, B, C sind genau dann nichtkollinear, wenn es in &2\ {idp} Drehun-
gen 04,0p,0c um A bzw. B bzw. C' gibt mit d4005 = Jc.

A 5.6. Esseien g € Gund h, k,l € g . Man zeige: Ist 7 € T mit 7(g) = h,
so ist goh = kol & 7(k) =1.

A 5.7. Sind «, ¢ Kollineationen von (P, G), so setzen wir o := poaop™!

und sagen, o wird durch ¢ in ¥ transformiert. Man zeige:
a) A ist genau dann Fixpunkt von o, wenn ¢(A) Fixpunkt von o ist.
b) g ist genau dann Fixgerade von «, wenn ¢(g) Fixgerade von o ist.

A 5.8. Man zeige: Ist p € ['(P, G) mit gpoﬁ:gogp VAeP, soist ¢ =1idp.
A 5.9. Man zeige: Ist p € B=, soist ¢ : B= —>B=: a—a¥ (vgl. A 5.7.)
ein Automorphismus der Gruppe B=(o), genannt innerer Automor-
phismus bzgl. ¢. Es gelten die Aussagen

0¥t = (%)% A (@ 1) = (a%) " A a®oB? = (aof)® ¥ a, 8,1 € B,

A 5.10. Man zeige fiir Aut;(B=):={@¢|p€B=} (vgl. A5.9.): k:B=(0) —
— Aut;(B=)(0) : ¢ — @ ist ein Gruppenisomorphismus. Aut;(B=)(o
heift Gruppe der inneren Automorphismen von (5-)(o).
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6 WINKEL ZWISCHEN GERADEN

Im folgenden sei (P, =) stets eine normale euklidische Ebene. Zur Abkiir-
zung der Schreibweise werden wir das Produkt ¢ot) von Bewegungen im
weiteren oft einfach in der Form (1) schreiben.

Nach einleitenden Bemerkungen iiber Winkel werden wir zunéchst eine
geeignete Winkelvergleichung einfithren und werden dann grundlegende
Eigenschaften von Winkeln sowie den fiir alles weitere fundamentalen
Kreiswinkelsatz beweisen.
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A. Vorbemerkung iiber Winkel

(6.1) Die Behandlung des Winkelbegriffes ist komplizierter, als gemeinhin
angenommen wird. Dies ergibt sich vor allem dadurch, dal man zwischen
mehreren Winkeltypen unterscheiden muf}, wie dies z. B. in dem Aufsatz
,,Geometrie phinomenologisch“ von A. BAUR und H. FREUDENTHAL in
6] dargelegt wird, und daf fir jeden Winkeltyp eine geeignete Mafibe-
stimmung einzufiihren ist. Wir werden uns hier mit demjenigen Winkel-
typ befassen, der sich auf Geradenpaare bezieht, und werden erst in §14
auf weitere Winkeltypen eingehen.

Sind g,h € G, so wird das (geordnete) Paar (g, h) als G-Winkel oder
kurz als Winkel mit g als erstem und h als zweitem Schenkel be-
zeichnet. Die Moglichkeit ¢ N h = @ wird hierbei nicht ausgeschlossen.
Existiert A € g N h, so wird A ein Scheitel von (g, h) genannt.

Wir bezeichnen (g, h) als Nullwinkel oder als trivialen Winkel, wenn
g || b ist. Jeder nichttriviale Winkel hat offenbar genau einen Scheitel.

Es wird sich herausstellen, dafl es bei vielen geometrischen Untersuchun-
gen nicht auf das Messen von Winkeln, sondern nur auf das Verglei-
chen von Winkeln ankommt. Deshalb werden wir in diesem Paragraphen
zunéchst nur eine Winkelvergleichung und erst spéter eine Winkelmes-
sung fiir die hier betrachteten G-Winkel einfiihren.

Um von vornherein eine gewisse Vertrautheit im Umgang mit G-Winkeln
zu ermoglichen, beschreiben wir hier fiir die Anschauungsebene eine
physikalisch-praktische Mefvorschrift, die mathematisch nicht begriindet
wird und die ohne Auswirkung auf die mathematischen Untersuchungen
dieses Paragraphen bleibt (Figur 6.1):
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N A

=115° =65°

a), b) : Im Falle gllh ordnet man (g, h) d1e Groﬁe 0° zu.

c), d): Ist g }t h, so bestimmt man die Gréfie von (g, k) mit dem Winkel-
messer, indem man die Grundlinie des Winkelmessers geeignet zentriert
mit dem ersten Schenkel zur Deckung bringt und die Neigung des zweiten
Schenkels auf der mathematisch-positiven Skala, die dem Uhrzeigersinn
entgegenlduft, abliest. Es ist bei diesem Ableseverfahren unerheblich, auf
welcher Seite des 1. Schenkels der Winkelmesser angesetzt wird.

In Figuren werden die Winkelbogen stets als gebogene Pfeile gezeichnet,
die - mathematisch-positiv - vom ersten zum zweiten Schenkel fiihren.

B. Gleichsinnige Kongruenz

(6.2) Wir setzen uns das Ziel, fiir die in (6.1) definierten Winkel eine geeig-
nete Winkelvergleichung einzufiihren. Hierzu betrachten wir ZUNACHST(!)
die Vergleichsmdoglichkeit mit Hilfe gleichsinniger Kongruenz:

Wir nennen zwei Winkel (g, h), (k,l) € GxG gleichsinnig kongruent,
in Zeichen (g,h) = (k,1), wenn eine gerade Bewegung ¢ mit ¢(g) =k A
A p(h) =1 existiert.

Da &2 eine Gruppe ist, ist eine Aquivalenzrelation auf GxG.

Es wird sich als vorteilhaft erweisen, die gleichsinnige Kongruenz von
Winkeln mit gemeinsamem Scheitel auf eine Gleichung zwischen Spiege-
lungen zuriickzufithren. Die Gestalt dieser Gleichung ergibt sich aus

(6.3) Satz. Sind g, h, k,l kopunktale Geraden, so ist
(g, h) = (k1) < Goh=rhkolA(g=kVh=1).

Beweis: Es sei M € gNhNkNl. Wir gehen von g # h Ak # [ aus, denn
im Fall g = h vV k = [ ist der Satz offenbar giiltig.

1) Es sei (g,h) = (k,1), d. h. es gebe ein ¢ € &% mit p(g) =k Ap(h) = 1.
Dann ist go(M) ¢(g9) Np(h) = M, und nach (5.8) gibt es ein s € G mit

A~

l—sghgs-sgsgh—k;gh also kl:gh
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2) Es gelte Gh = klAg = k. Nach (5.24) gibt es dann ein s € G mit
$3 M/\s( ) =k, also mit g5 = k geméf (5.2)(7). Dann ist sg(g) = k,
und aus [ = k:gh = §§§§h = sghgs folgt sg(h) = [ geméaB (5.2) (7).
3) Ist Gh = kIl A h =1, s0ist hg = Lk, und mit 2) folgt dann
(h,9)= (I, k), also (g, h)_(k, ). O

(6.4) In der Anschauungsebene ist die Bedingung g = kV h = [ aus (6.3)
nach (5.25) stets von selbst erfiillt, d. h. dort gilt

(%) [(g,h) = (k,1) < Goh=Fkol] fiir je vier kopunktale Geraden g, h, k, [.
Dies bedeutet, dal zwei Winkel mit gemeinsamem Scheitel in der An-
schauungsebene genau dann gleichsinnig kongruent sind, wenn die zu-
gehorigen Drehungen, die sich durch Spiegelung an den Schenkeln (in
der gegebenen Reihenfolge) ergeben, iibereinstimmen.

Diese Beobachtung 148t sich ergénzen durch

(6.5) Satz. Sind g, h, z kongruente kopunktale Geraden, so gelten fir die
Drehung 6 := %05 die folgenden beiden Aussagen (Figur 6.2):

(1) Es ist (9,6(g)) = (z,6(x)).

(2) Es ist (g,h) = (h,0(g)).
Demmnach ist der Winkel zwischen den die Drehung 6 bestimmenden Ge-
raden g, h anschaulich stets halb so grof§ wie der durch die Drehung
festgelegte Winkel (x,6(x)) (Figur 6.2).
Beweis: (1) Nach (5.24) gibt es ein m € G mit
m(g) = x, also mit Tm(g) = x, und nach (5.13)
ist dann xm(6(g)) = d(xm(g)) = o(x).
(2) Nach (5.24) gibt es ein n € G mit n(g) = h, also
mit h7i(g ) = h, und dann ist hi(h) = hﬁﬁ(g) =

= h(g) = hglg) = d(g). O

C. Konformitat Figur 6.2

(6.6) Die bisher verwendete Form der Winkelvergleichung mit Hilfe der
Relation = weist noch gewisse Unvollkommenheiten auf. So wird es sinn-
voll sein, alle Nullwinkel als gleich grofl zu betrachten. Dies kann die Rela-
tion = aber nicht leisten, denn fiir g, h € G mit gNh = & ist (g, g) nicht
kongruent zu (g, h). Dariiber hinaus mochte man Winkel (g, h), (k,)
auch dann vergleichen kénnen, wenn weder g, k noch h, [ kongruent sind
(vel. (5.24), (5.25), (6.3), (6.4)).
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Aufgrund von (6.3) und (6.4) bietet es sich nun an, die durch die Relation
= bereits eingefiihrte Winkelvergleichung wie folgt zu erweitern:

Die Winkel (g,h), (k,1) sollen jedenfalls dann als ,konform*, also als
,gleichgestaltig®, betrachtet werden, wenn

(g.h) = (k,1) V goh =kol V (g||h A k||1)
gilt. Damit diese Forderung auf eine Aquivalenzrelation fithrt, gehen wir
mit Blick auf (6.3) von der folgenden Definition aus:

(6.7) Sind g, h, k,l Geraden der normalen euklidischen Ebene (P, =), so
heiflen die Winkel (g, k), (k,l) genau dann konform, in Zeichen:

(9, h) = (k, )|, wenn (x) | (X |[[g)~ o (X |[h)™ = (X|[|F)~ o (X))~

fiir ein X € P erfiillt ist, wobei (X ||m)~ fiir m € G die Spiegelung an
der Geraden (X || m) ist (Figur 6.3).

k

(XIIn) (X|[k)

) \Q 9
7

(X[lg)=(XlIh)

(Xll9) ) (XIIK)=(X1
1, 5,
Figur 6.3

Aus der Definition der Konformitét folgt unmittelbar, daf alle Nullwinkel
konform sind und daf

(©) [gllhANE[Tl= (g9,k) = (h1)] fix g,h k,l € G
gilt (Figur 6.3.b)). Weiter bemerken wir:
Ist (*) fiir ein X € P erfiillt und ist Y € P sowie 7 := 7xy, so ist

(%) & (1 (X[ )~ 77 o(r (X[ )~ 771) = (7 (X[ k)~ 77 )o(r (X[ 1)~ 77)
& Ylg) e [h)™ =k~

wobei die letzte Aquivalenz aus (3.12), (3.14) und (5.2)(7) folgt. Demnach
ist () fiir alle X € P giiltig, sobald (x) fir ein X € P erfiillt ist.

Zunéchst zeigen wir nun
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(6.8) Satz. Die Relation ~ ist eine Aquivalenzrelation auf GxG.

Beweis: Gegeben seien (g, h), (k,1),(m,n) € GxG. 1) Aus der Definition
von =~ folgt [(g,h) >~ (g9,h)] AN [(g,h) =~ (k,1) = (k,1) >~ (g, h)].
2) Ist (g,h) ~ (k,1) und (k,1) ~ (m,n), so gibt es X,Y € P derart,
daB (%) aus (6.7) sowie (xx) [(Y | k)~ (Y [|))~ = (Y ||m)~ o (Y ||n)~]
giiltig sind. Nach (6.7) diirfen wir aber 0.B.d.A. von Y = X ausgehen,
und dann fithren (%) und (xx) auf (¢, h) ~ (m,n). O
(6.9) Satz. Sind g, h, k,l kopunktale Geraden, so ist

(9,h) ~ (k,1) < Goh = kol.

Demnach sind Winkel mit gemeinsamem Scheitel genau dann kon-

form, wenn die zugehirigen Drehungen, die sich durch Spiegelung
an den Schenkeln (in der gegebenen Reihenfolge) ergeben, tberein-

stimmen (vgl. (6.4), (6.5)).

Beweis: Es sei M € gnhNkNl. Nach (6.7) ist (%) aus (6.7) genau dann
fir ein X € P giiltig, wenn (%) mit M anstelle von X erfiillt ist. O

(6.10) Satz. Sind g,h € G und ist ¢ € &2, so ist (g,h) ~ (p(g), ¢(h)),
d. h. jede gerade Bewegung ist winkeltreu.

Beweis: O.B.d.A. sei g }f h A p(g) } ¢(h), denn andernfalls sind (g, h)
und (¢(g), ¢(h)) Nullwinkel. Fiir X € P ergibt sich dann (vgl. (3.15))

(X 119), (X[[h)=(g.h) = ((g), 0(h) = (X | £(9)), (X [[¢(R))),
und daraus folgt mit (6.3) und (6.7) die Behauptung. O

(6.11) Corollar. Fiir g,h,k,l € G gilt [(g,h) = (k,1) = (g,h) ~ (k,1)].

(6.12) Satz, Sind g, h,k,l Geraden mit gNh# & N kNIl # &, so ist
(g, h) = (k1) & [(9,h) = (k,)) A (g=kVh=1)].

Beweis: 1) Es sei (g,h) ~ (k,]) A(g = kV h = [). Dann existiert ein
X ePmit (X|g) =X|k)V(X]|h) = (X]|!),ndmlich X :=¢gnNkim
Falle g f kANg =k, X :=hnNlim Falle h f I Ah =1, und X beliebig
im Falle g ||k A h|l. Da (%) aus (6.7) fiir dieses X giiltig ist, fihrt (6.3)
auf (X[ g), (X h)=((X] k),(X]||1), und wegen g Nh#SANkNI#D
erhalten wir dann (g, h) = (X1 g), (X[ h)) = ((X|| k), (X||1) = (k, ) (vgl.
(3.15)). 2) In umgekehrter Richtung folgt die Behauptung aus (6.11). O

(6.13) Nach (6.11) sind zwei gleichsinnig kongruente Winkel stets kon-
form, d. h. die Relation =~ ist eine Erweiterung der Relation =.

Umgekehrt geht aus (6.12) und (5.22) hervor, daf§ Konformitét in der
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Anschauungsebene dasselbe wie gleichsinnige Kongruenz bedeutet, so-
lange man sich auf Winkel bezieht, die einen Scheitel besitzen. Lediglich
bei Nullwinkeln besteht ein Unterschied: Wahrend alle Nullwinkel kon-
form sind (vgl. (6.7)), sind nicht alle Nullwinkel kongruent (vgl. (6.6)).

Deshalb ist Konformitdt in der Anschauungsebene nichts anderes als
gleichsinnige Kongruenz mit einer ,,Sonderregelung” fiir Nullwinkel.

D. Grundeigenschaften

Die folgende Aussage bestétigt in Verbindung mit den vorangegangenen
Aussagen, dafl das in (6.6) gesteckte Ziel erreicht wurde und daf} die
Aquivalenzklassen bzgl. ~ gerade die angemessene ,, Groe haben:

(6.14) Abtragbarkeit von Winkeln. Sind g,h,k € G und ist A € P,
so gibt es genau einl € G mit 15 A N (g,h) ~ (k).
Dabei ist (g||h < k||1) und (g ||k < h||l) (Figur 6.4).

%%J#

Flgur 6.4

Beweis: Es sei X € P, ¢':= (X g), B := (X || h) und " := (X || k).

1) Nach (5.9) gibt es genau ein I’ € G mit k/g’h’ =1, also mit §'h' = k',
und fiir [ := (A || ") gilt dann (g, h) ~ (k,1).
2) Es seim € G mit m > AA(g,h) =~ (k,m). Ist m' := (X || m), so fiihrt
(6.7) auf m’ = K'g’h = I, also auf m’ = I’ und damlt auf m=1.
3) Die verbleibende Behauptung ergibt sich aus [g||h < ¢ =h' <

sk=Ilsk|)] Ngllked=K<hWN=I<h|l)]. O
Weiter zeigen wir
(6.15) Schenkelaustauschsatz. Fir g, h, k,l €G ist
(g,h)~(k,l) < (h,g)~(l, k) (g k)z( ) (Figur 6.5 a),b)).

Beweis: Fiir XeP, ¢': (XH g) = (X[ h), K := (X[ k), I':== (X[| 1) ist
(G =k = N§ =K <3 =0T k’ o gk = h’l’] 0
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b) cp N
Figur 6.5

(6.16) Sind g,h € G, so wird (g,h) genau dann ein rechter Winkel
genannt, wenn gL A ist. Fiir rechte Winkel gilt

(6.17) Satz. Alle rechten Winkel sind konform. Sind g,h,k,l € G mit
(9,h) ~ (k,1), soist gLh < kLl

Beweis: Es seien g, h, k,l € G sowie X € Pund ¢':= (X[ g), I’ := (X ),

k= (X[ k), I':= (X][ ). Nach (4.3) und (5.16) ist [gLh < ¢'h’=X] und

[k Ll < E'l'=X], und dies impliziert mit (6.7)(x) die Behauptung. 0O

(6.18) Corollar. Sind g, h,k,l € G mit gLh NkLL, so gilt (g,k) ~ (h,1)
(Figur 6.5 ¢), d)).

Beweis: (6.17) und (6.15). O

Die Sonderstellung der rechten Winkel wird unterstrichen durch

(6.19) Satz. Sind g,h € G mit g f h, so ist [gLh < (g,h) ~ (h,g)].

Beweis: Nach (5.16) ist g Lh < Ggh=hg. O

(6.20) Wir nennen G-Winkel (g, h), (k,l) gegensinnig konform, wenn

(g,h) ~ (I, k) ist. Als Gegenstiick zu (6.10) erhalten wir

(6.21) Satz, Sind g,h € G und ist v € &3, so ist (g,h) = (¥(h),¥(g)),

d. h. jede ungerade Bewegung ist gegensinnig winkeltreu.

Beweis: Ist g || h, so ist ¢(h)[[1(g), also (g, h) = (¢¥(h),¥(g)). Ist g 4 h,
so ist gh = (ghg)(999) , also (g,h) ~ (g(h),g(g)) gemib (5.2)(7) und
(6.9), und fiir ¢ := ¢g € & fiihrt (6.10) dann auf (g, h) ~ (g(h),9(g)) ~

~ (¢g(h), pg(g)) = (¥(h),¥(g)). O

(6.22) Satz. Sind g,h € G mit gNh # &, so ist k € G genau dann eine
Symmetrieachse von (g, h), wenn (g, k) ~ (k, h) ist. Deshalb heif$en
die Symmetrieachsen von (g, h) auch Winkelhalbierende von (g, h).

Beweis: Es ist k(g) =h < gk=Fkh (vgl. (5.2)(7), (5.24), (6.9)). O
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E. Winkel und Kreise

(6.23) Wir wenden uns nun den Beziehungen zwischen Winkeln und
Kreisen zu. Dazu vereinbaren wir fiir X, Y, Z € P:

Ist Y ¢ {X,Z}, so seli (XYZ) = (<X,Y> <Y, Z>), dh. (XYZ) ist
der Winkel mit dem 1. Schenkel <X, Y >, mit dem 2. Schenkel <Y, Z>
und mit Y als Scheitel.

Ist k& ein Kreis und ist X€ k oder Ye k, so sei <X,Y >, im Falle X =Y
die Tangente an k£ in X und sonst die Gerade <X,Y >.

Ist k eine Gerade und ist X€ k oder Ye k, so sei <X,Y >, =k im Falle
X =Y und <X,Y >, = <X,Y> andernfalls.

Ist k€G U R, so setzen wir (XY Z);, = (<X,Y >y, <Y, Z>) im Falle
X, ZekVYe€k.

Mit diesen Notationen erhalten wir

(6.24) Kreiswinkelsatz. Sind A, B,C SP und ist ke GU R
mit k> A, B,C, so gilt fir X €P (Figur (6.6) a), b)):

Xek & (AXC), ~ (ABC)|.

Figur 6.6

Beweis: Wir gehen davon aus, daf} £ ein Kreis ist, denn andernfalls ist der
Satz eine Aussage iiber Nullwinkel. Ist X € <A, C'>\k, so gilt offenbar
(AXC), 2 (ABC); im weiteren sei deshalb X € {A,C} U (P\<A,C>).
Nun sei M der Mittelpunkt von k, und es sei r=(M_L<A, B>) sowie
s=(M1<B,C>),t=(ML<A, X>),u=(M1L<X,C>;) (Figur 6.6 a)).
Ist X €k, so wird (M, C) durch 75 und tu auf (M, A) abgebildet, und
mit (5.18) folgt 75=tu. Umgekehrt fithrt 73 =tu auf A:tNﬁ(g), also

auf t(A) =u(C) e<A, X>,N<X,C>,={X} und damit auf X=t(A) € k.
Dermnach ist X € k & 75 =i & (r, s)=~=(t, u)(Gé)S)(ABC’>2<AXC’>k. O
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Ebene und raumliche euklidische Geometrie Winkel zwischen Geraden

Als Corollarien erhalten wir

(6.25) Peripheriewinkelsatz. Vier verschiedene Punkte A,B,C,X liegen
genau dann gemeinsam auf einem Kreis oder einer Geraden, wenn
(AXC) ~ (ABC) ist (Figur (6.6) a), b)).

(6.26) Tangentenwinkelsatz. Sind A, B, C' nichtkollineare Punkte und
ist k =k(A,B,C), so gilt (AAC), ~ (ABC) ~ (ACC)y.

(Vgl. Figur (6.6) b), c) mit ty = <A, A>j und tc = <C,C>y).

(6.27) Anmerkung. Der Peripheriewinkelsatz, der oft auch Randwinkel-

satz oder Umfangswinkelsatz genannt wird, schlégt eine Briicke zwischen

Kreisgeometrie und Winkelgeometrie. Als Spezialfall umfafit er den Satz

des THALES. Der Kreiswinkelsatz fait den Peripheriewinkelsatz und den

Tangentenwinkelsatz zu einer Aussage zusammen, durch die sich gele-

gentlich Fallunterscheidungen vermeiden lassen.

Ergénzend zeigen wir

(6.28) Mittenwinkelsatz. Sind A, B,C' drei verschiedene Punkte eines
Kreises k mit dem Mittelpunkt M und ist m:=mac, so gilt
(ABC) ~ (<A, M>,m) ~ (m,<M,C>) (Figur 6.6 c)).

Beweis: Nach (4.12)(2) und (6.18) ist (AAC), ~ (<A, M>,m) und

(ACC)g ~ (m, <M, B>). Daraus folgt mit (6.26) die Behauptung. O
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F. Geometrische Winkelmessung

(6.29) Fiir die weiteren Untersuchungen installieren wir in der norma-
len euklidischen Ebene (P, =) einen Winkelmesser derart, dafl die ,,MeB-
striche®, die im weiteren auch ,MeBnadeln“ oder , Offnungen® genannt
werden, genau die Aquivalenzklassen bzgl. ~ reprisentieren. Mit diesem
Ansatz 1afit sich in einfacher Weise eine Winkeladdition einfiihren, die
uns zu weiteren geometrischen Aussagen fithren wird.

Als erstes wahlen wir zwei beliebige verschiedene Punkte 0,1 in P, die
bei allen weiteren Betrachtungen festbleiben.

Wir bezeichnen 0 als Ursprung und 1 als Einheitpunkt. Spater wer-
den wir ausgehend von 0 und 1 fiir unsere Ebene ein Koordinatensystem
entwickeln.

Im Moment betrachten wir lediglich die Menge Gy := {g € G|g > 0}
aller Geraden durch 0. Die Elemente von Gy heiflen im weiteren auch

MeBnadeln oder Offnungen, und die spezielle MeBnadel n := <0, 1>
wird im weitern als 0°-Offnung bezeichnet.

Ist (g,h) ein G-Winkel, so gibt es nach (6.14) genau ein m € Gy mit
(g9, h) ~ (n,m). Wir notieren m als £(g, h) und nennen £(g, h) die Mef3-
nadel oder die Offnung oder das (geometrische) Winkelmaf3 von (g, h).
Da ~ eine Aquivalenzrelation ist, folgt

(1) (g.h) = (k1) < L(g,h) = £(k,1) V(g,h), (k1) € GxG,
und insbesondere ist n die Mefinadel der Nullwinkel. Entsprechend ist

t := (0Ln) die Mefinadel der 90°-Winkel, und deshalb wird v auch als
90°-Offnung bezeichnet.

Auf Gg soll nun eine Addition engefiihrt werden, die das Aneinander-
setzen von Winkeln beschreibt. Um eine handliche Notation zu erhalten,
vereinbaren wir: L

Sind g, h, k,l € Go mit ghk = [, so werde ghk := [ die 4. Spiegelungs-
gerade zu (g, h, k) genannt. Da entsprechendes fiir die zugehorigen Spie-
gelungen gilt, ergeben sich fir g, h, k,l,t € Gy A m:=4(g,h) die Regeln

(2) ghk =khg N ggh=h=hgg N (ghk)lt = g(hkl)t = gh(klt),
(3) (g,h) ~ (n,m) A Gh="m A ngh=«L(g,h) A ghg=5(h).

Sind nun g, h € Gg, so soll g ® h diejenige Mefinadel s € G sein, die
entsteht, wenn man ausgehend von g den Winkel (n, h) abtrigt, d.h. es

soll (n, h) ~ (g, s) sein. Nun ist (n,h) ~ (g, s) < nh=g5 < gnh=s, und
deshalb setzen wir |g ® h:= gnh V g,h € Gy,

Damit ergibt sich

(4) Go(®) ist eine abelsche Gruppe mit dem neutralen Element n. Das
Negative von g € Gg ist ©g :=n(g) = ngn.

Download free eBooks at bookboon.com


http://bookboon.com/

Ebene und rdaumliche euklidische Geometrie Winkel zwischen Geraden

Beweis: Fiir g, h, k € Gg ist gbh =gnh=hng=h®ge GoAgbn=gnn=g
N(g®h)k = (gnh)nk = gn(hnk) = g (hdk) Agd(Sg) = gn(ngn) =n. O
Die folgende Aussage zeigt, dal unser Kalkiil das Gewiinschte leistet:
(6.30) Additivitit des Winkelmafles. Sind g, h, k € G, so gilt
L(g,h)® L(h, k) = £L(g, k)| und damit | L(h,g) = ©4£(g,h)|.
Beweis: Es seien ¢/, I/, k' € Gomit g || ¢ Ah || Ak || k. Dannist £(g, h) =
=AL(g,N)=ng' W NL(h,k)=L(W , kK)=ahE'NL(g, k)= £(¢', k') =ng'K,
also £L(g,h) ® £L(h, k) = (ng’W Imnh'E') =ng'k’ = L(g,k). O
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Ebene und raumliche euklidische Geometrie Winkel zwischen Geraden

G. Ein 8-Kreise-Satz fiir schlichte Vierecke

Als Anwendung des Kreiswinkelsatzes beweisen wir hier eine Aussage
iiber schlichte Vierecke, die als Spezialfall den beriihmten Beriihrsatz
von FEUERBACH umfafit.

/4.{
Kk

Figur 6.7

(6.31) Wir betrachten eine Teilmenge V := {A;, As, A3, A4} von P, die
aus vier verschiedenen Punkten besteht, welche zu je dreien nichtkollinear
sind. Wir nennen V ein schlichtes Viereck, da keine Reihenfolge fiir die
Ecken Ay, Ay, A, Ay vorgegeben ist.

Soll eine Eigenschaft des Vierecks V bewiesen werden, so ist es hinrei-
chend, dies fiir eine einzige Auswahl der Eckenindizes 1, 2, 3, 4 zu tun,
um die Aussage fiir jede zugehorige Permutation sicherzustellen. Von die-
ser Moglichkeit des Beweisens machen wir im weiteren haufig Gebrauch,
ohne dies immer neu anzumerken.

Download free eBooks at bookboon.com

81


http://bookboon.com/

Im folgenden seien x, y, z, w die Zahlen 1, 2, 3, 4, aber nicht unbedingt in
dieser Reihenfolge. Wir verwenden folgende Notationen (vgl. Figur 6.7):

Ozy = Gya = <Ay, Ay> = Verbindungsgerade von A,, A,,

M= M,, := Mitte von {A,, A,},

fo =k (Myy, My, My,,) = Kreis durch My, M., My,

x, = FuBpunkt des Lotes von A, auf g.,,

ky =k(zy, z,,z,) = Kreis oder Gerade durch z, z,, z,,

xy := Punkt von g,,, mit k; N .., = {2y, vy},

AN, ={A,, A,, A,} = Gegendreieck von A,,

Mygy:= Thaleskreis iiber {4,, 4,}.

Das Symbol ,, £ « bedeute ,»Gleichheit aufgrund von (6.24) beziiglich k“.

Entsprechend verwenden wir abkiirzend

S fir |, Winkelkalkiil gema8 (6.14)—(6.19), (6.29),(6.30)¢,

LY« fur | Symmetrie geméa8 (5.3), (5.26), (6.21)¢ und

,PA“ fiir ,Parallelitit || geméf (6.7)(c)“.
Nach (4.13) liegt das Seitenmittendreieck {My,, M., M,,} von A,
parallel zu A, und hat f, als Umkreis.
Wir nennen f1, fo, f3, f1 die Feuerbachkreise von V.
Da A, auf keiner der Seitengeraden g,., gyuw, 9.« des Dreiecks A, liegt,
sind die Lotfupunkte z,, z., x,, von A, bzgl. A, paarweise verschieden,
und k, ist eindeutig bestimmt. Wir nennen kq, ko, k3, ks die FufSpunkt-
kreise von V (auch, falls es sich um Geraden handelt).

Zunéchst zeigen wir

(1) Die Kreise fi, fo, f3, fa sind entweder paarweise verschieden oder
identisch. Ist f1 # fa, so existiert ein Punkt T mat fi N foN f3N fi=
={T}, und es gilt f, O f,Nf.={T} fir {z,y,zw}=1{1,2,3,4}.

Beweis: Es sei T € fo N fy mit T # Mz im Falle |fo N f3| # 1. Ist

T e {M24,M34}, soist T € f4. Ist T' ¢ {M24,M34} (Vgl Figur 68), SO

erhalten wir o := K<A2A1A4> P:A K<M23M13M34> é 4<M23TM34>f3 und

g = 4<A4A1A3> P:A 4<M24M12M23> E 4<M24TM23>f27 also
(*) K<M24TM34> g K<M24TM23>f2 @ K<M23TM34>f3 =
—cdaZape £(A3A1 As) = L( Moy M4 Msy),
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denn im Falle foN f3 = My3 =T haben f5 und f5 in 7" die gleiche Tangente,
da T hier aus Symmetriegriinden mit den Mittelpunkten von fo und f3
kollinear liegt.

Aus (%) und (6.24) folgt T € fy. In jedem Fall gilt somit T € f;, und
Vertauschen der Indizes 1,4 liefert T € f;. Ist jetzt fo = f3, so gibt es fiir
T drei Wahlmoglichkeiten, d.h. es ist f; = fo = f3 = f;. Entsprechend
fihrt fi = fo auf fi = fo = f3 = fo. Im Falle fi # fo A fo # f3 ist
hinfanfs=(finf)n(fanfs) ={T, M} N{T, My} ={T}. D
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Ebene und raumliche euklidische Geometrie Winkel zwischen Geraden

Figur 6.8

Mit der Notation £Lgh := £(g, h) fiir g, h € G folgt auBerdem

(2) Ist ts die Tangente an f3 in Msy, so gilt Lgiats = £g12914 D £G12924-
Beweis: Ist 8 := £g24g12, s0 ist © v £ g12924 = £ g1o <Mss, M34>. Mit
a2 (Maz M3 M3y) L L<Mas, Mzy>t3 folgt £g12914 D g12goa = @ © f =
Y (0B @ a ¥ Lguts (vel. Figur 6.8). O

(3) Es iStflﬂfgﬂfgﬂf4gklmk2ﬂkgﬂk4.

Beweis: Wieder sei T' € fo N f3 mit T # Mag im Falle | fo N f3] # 1.
Ist T € {45,435}, soist T' € ky. Ist T' & {49,453}, so erhalten wir mit Hilfe
von (4.14) (vgl. Figur 4.10 und Figur 6.9):
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Figur 6.9

K<4241A4> @4 K<A1A3A4> = ’}/ P:A A<A1M24M23> Q 4<42TM23>]02 U.Ild
4<A44143> "z K<A4A2A1> = 6 P:A K<M23M34A1> é A<M23T43>f3.
Durch Addieren folgt £(424143) Lyepl £(49T43), und mit (6.24) im-
pliziert dies T' € k4. Durch Variation der Indizes und ggf. durch Variation
von T ergibt sich damit die Behauptung. O

Sindr,s € {fi,..., fo,k1,..., ks}, s0sei £Lrs die Offnung des Winkels aus
den Tangenten an r und s in T € f; N fo N f3. Bezeichnet ¢ die Offnung
der rechten Winkel und ist ¢ := £go3¢94, so folgt

(4) Fiir{z,y,z,w} ={1,2,3,4} gilt (vgl. Figur 6.9)
(a) L(MyyTwy)s, = £GowYz,
(b) Kk?a;fy =T @ngwgmy = Kkyfz,

(c) Lkyky = £Lfy [,
(d) Ak?4f4 :&@7@5@t

Beweis: (a) folgt aus £(MaosT43)r, = = £g2aGo1.
Ist ¢ die Tangente an f3 in 43 und s, die Tangente an ky in 43 (vgl. Figur
6.8, 6.9), so gilt L1412 g £ giots @ a6 und £<49,45> sy B Bby sowie
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£g1251 % (a®e)Broad(Be) L e@fdn@r, also Lkyfs2 Lthssm Ltyg1,®
DLg12ss = (aOB)D(eBLBYDY) v tPaDePry v tP 4L g12gs3. Damit ist
(b) und gemaf W auch (c) bewiesen, und wir erhalten aufierdem

Lkify = Lhafi®4 fiks®Lks fy 0 tOTOTDL g3 g1 O£ G24913D L G12g31 =
= tB(08490)0(BBade)d(adedy) L ady@sdr, also (4). O

Aus (6.31)(1)—(4) ergibt sich unmittelbar

(6.32) Beriihrsatz von Feuerbach. Jeder Beriihrkreis eines Dreiecks
beriihrt dessen Seitenmittenkreis (vgl. Figur 5.9).

Beweis: { Ay, A, A3} sei ein Dreieck mit kongruenten Seitengeraden, und
Ay sei Mittelpunkt eines Beriihrkreises dieses Dreiecks (vgl. (5.29)). Wir
verwenden die Bezeichnungen aus (6.31) und betrachten einen Punkt
T € fin fonN fsNky. Da g2, g23, g31 Tangenten von ky sind, folgt s4 = g2,
d=p und <4y,43> 1 g14 (vgl. (5.26) und Figur 6.9), also 6@y =Py =
— L <hy, 45> gry = toa und damit Lk f, 72 Depe=n, O

Mit den Voraussetzungen und Bezeichnungen aus (6.31) folgt auflerdem

(6.33) Satz. Wenn Ay, Ay, Az, Ay auf einem Kreis liegen, dann sind
ki, ko, k3, ky € G. Andernfalls sind kq, ko, k3, ks € R.

Beweis: Gemafl (6.24) liegen A;,..., Ay genau dann auf einem Kreis,

wenn 5 = & ist, und 44, 45, 45 sind genau dann kollinear, wenn Sy =n

ist (vgl. Figur 6.9). O

(6.34) Satz. Liegen Ay, Ay, A3, Ay nicht auf einem Kreis (vgl. Figur 6.7)
und ist {z,y, z,w}={1,2,3,4}, so gilt vy =yx € ky N ky N Gou.
Uberdies sind xy, x,, Y, kollinear, ebenso auch xy, ., y..

Beweis: a) Es sei 3174y, Dann ist £ (353149) =% (3, A3A1) 24 <39, 34> 12

g4(3231(34)>ks, also <31,49> = <31, 34>}, und ebenso ist <4s,3;> =
= <dy,43>y,,. Wegen £<3;, 34> 1,01 = £(31(34)30)4, = £(313234) £ n
(Vgl (633)) ist <31,42>H g12, d.h. esist 34 =43 €<3,49> ﬂg12ﬁk30k4.
b) Entsprechend a) gilt 34 = 43 € <35,4;>Ng1aNksNky im Falle 35 # 4.
c) Ist 31 = 49 A 3y = 44, so ist g13Lgos A gozLgrs. Dann ist Ay der
Hohenschnittpunkt von {A;, As, A3}, und mit (4.14) folgt k3 = k4, also
34=M34=43. Zusammen mit a), b) fithrt dies auf die Behauptung. 0O

(6.35) Schluffbemerkung. Mit (6.31), (6.33) und (6.34) sind alle Lagebe-
ziehungen der Figur 6.7 bewiesen. Weiteres hierzu findet sich in [41].
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H. Aufgaben
Man zeige:

A 6.1. Sind k, [ Kreise mit den Mittelpunkten M, N und ist kNl = {U,V'}
mit U # V, so sind M, N € myy.

A 6.2. Sind k,l zwei verschiedene Kreise durch den Punkt B, so gilt
kNl = {B} genau dann, wenn die Tangente an k in B zugleich die
Tangente an [ in B ist.

A63. Sind A, BePundke Rmit AdkANBekN|<A B>Nk|=2,
so existiert genau ein Kreis [ durch A mit [Nk = {B}.

A6.4.Sind A,B,C€P, gecGund k,l € Rmit kNl={B}AgnNk =
{A,B} Ngnl = {B,C}, so ist die Tangente an k in A parallel zur
Tangente an [ in C.

A 6.5. Ist {A, B,C} ein Dreieck, so sind dquivalent:

(1) {A, B,C} ist gleichschenklig mit C' als Spitze.

(2) Es ist AC = CB.

(3) Es gibt eine Spiegelung ¢ mit o(A) = BAo(C) = C.

(4) (C'|| <A, B>) ist eine Winkelhalbierende von (<A, C>, <B,C>).
(5) Esist (<C,A>, <A, B>) ~ (<A, B>,<B,C>).

Die Aquivalenz zwischen (2) und (5) wird auch die Eselsbriicke genannt.
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A 6.6. Ein Dreieck {A, B, C'} mit den Seitengeraden g, h, k ist genau dann
gleichseitig, wenn es gleichwinklig ist, d. h. wenn (g, h) ~ (h, k) ~ (k, g)
gilt.

A 6.7. Kleiner Satz von PASCAL. Sind Ajq, ..., Ag (nicht notwendig ver-
schiedene) Punkte eines Kreises k& und sind g¢;; Geraden mit g;; Nk =
{Ai, AJ} fur Z,] - {1, ey 6}, SO gllt g12 || 945 N\ ga3 || gs56 = (g34 ” ge61-

A 6.8. Sind g, h, x kopunktale Geraden, so gelten fiir die Drehung § := ﬁo'j
die folgenden beiden Aussagen (vgl. (6.5) und Figur 6.2):

(1) Bs st (g,0(g)) = (z,3(x)).
(2) Es ist (g,h) ~ (h,d(g)).

A 6.9.5ind g € Gund 7 € T, so ist Z’ := goTog € T mit 7'og = gor.
Ferner gilt [(g,h) ~ (k,l) < goholok € T] V g,h,k,l € G.
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Teil IT

EUKLIDISCHE EBENEN

7 DEFINITION EUKLIDISCHER EBENEN

A. Motivation

Der Bereich der bisher betrachteten normalen euklidischen Ebenen soll
nun erweitert werden zum Bereich der euklidischen Ebenen.

Ein Hauptgrund fiir eine solche Bereichserweiterung ist das Verlangen
auszuloten, wie weit bestimmte Sétze der klassischen Geometrie tragen.
Im vorliegenden Fall stellen wir uns die Aufgabe herauszufinden, was
man alles beweisen kann, wenn man sich im wesentlichen nur auf den
Peripheriewinkelsatz stiitzt.

Dieser Satz besagt ja, dafl sich der Begriff des Kreises in direkter Weise
auf die Begriffe , Winkel“ und ,, Winkelvergleichung* zuriickfiithren 1a83t.

Deshalb werden wir jetzt affine Ebenen betrachten, in denen eine Winkel-
vergleichung mit gewissen Grundeigenschaften gegeben ist und in denen
die Kreise durch diese Winkelvergleichung beschrieben werden. Solche
Ebenen wollen wir ,, euklidische Ebenen® nennen.

Eine Erorterung der Eigenschaften solcher Ebenen wird darauf hinaus-
laufen, dafl wir noch einmal ,,ganz von vorne* beginnen, also (voriiber-
gehend) auf die im Teil I gewonnenen Erkenntnisse verzichten und allein
mit der gegebenen Winkelvergleichung arbeiten.

—

Wir werden also zunéchst keinen der bereits vertrauten Begriffe =%,
, Mittelsenkrechte®, ,,Orthogonalitat®, ,Mitte von zwei Punkten®, , Be-
wegung”, , Mittelpunkt eines Kreises“ sowie auch keinen der damit ver-
bundenen Sitze verwenden.

Ein solches Vorgehen mag auf den ersten Blick unckonomisch erschei-
nen. Es wird sich jedoch zeigen, dafl wir die Beweise, die wir ja ohnehin
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fithren wiirden, um etwa fiir die Anschauungsebene weitere Erkenntnisse
zu gewinnen, derart gestalten konnen, dafl sich dieses Vorgehen , unter
eingeschréankten Bedingungen® praktisch nicht erschwerend auswirkt.

Der eigentliche Vorteil dieses Vorgehens wird in dem Moment sichtbar
werden, in dem wir anhand der algebraischen Darstellung euklidischer
Ebenen, die in diesem Teil II entwickelt wird, einen genauen Uberblick
iiber die sdmtlichen Modelle solcher Ebenen erhalten.

Die algebraische Darstellung ist nun allerdings keineswegs das Hauptziel
dieses Teils II. Sie wird sich vielmehr in natiirlicher Weise aus einer Be-
trachtung der Ahnlichkeitsabbildungen ergeben und wird dann sogleich
zur Gewinnung weiterer geometrischer Sétze, z. B. der Strahlensétze und
des Sekantensatzes, herangezogen werden.
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B. Definition

(7.1) Im folgenden sei (P, G) eine beliebige affine Ebene mit P als Punkt-
menge und mit G als Geradenmenge (vgl. (2.2)). Die Sitze (3.2) und
(3.3), die das Schnittverhalten paralleler Geraden beschreiben, sind in
(P, G) giiltig, wie aus den zugehorigen Beweisen zu ersehen ist.

Wie in (3.1) bezeichne (A || g) die Parallele durch A zu g. Fiir jedes A € P
enthélt das Sternbiischel A* := {g € G| g > A} nach (3.2)(2) wenigstens
drei verschiedene Geraden.

In Ubereinstimmung mit (6.1) wird jedes Element (g, h) von GxG als
Winkel mit g als erstem und h als zweitem Schenkel bezeichnet, und
im Falle A € gnh heifit A ein Scheitel von (g, k). Ein Winkel (g, k) heifit
Nullwinkel oder trivialer Winkel, wenn ¢ || 4 ist. Definitionsgemés
besitzt jeder nichttriviale Winkel einen eindeutig bestimmten Scheitel.

Wir denken uns nun eine Aquivalenzrelation ~ auf GxG gegeben, ge-
nannt Winkelvergleichung, und bezeichnen zwei Winkel (g, h), (k,1)
genau dann als konform, wenn sie bzgl. ~ in Relation stehen, wenn also
(g9,h) ~ (k,1) gilt. Die Negation von ~ notieren wir als 2.

Wir definieren die Kreise derart, dafl der Peripheriewinkelsatz bzgl. der
gegebenen Relation =~ erfiillt ist. Wir setzen also fest:

Sind A, B, C' drei nichtkollineare Punkte, so heifle k(A,B,C) =
={A,C}UHX e P\{A,C}| (<A, B>,<B,C>) ~ (<A, X>,<X,C>)}
ein Kreis, genauer der Umkreis des geordneten Dreiecks (A, B, C).

Die Menge aller derart definierten Kreise werde mit & bezeichnet. Defini-
tionsgeméf gilt A, B,C € k(A, B, C), d. h. jeder Kreis enthélt wenigstens
drei nichtkollineare Punkte.

Es ist zu beachten, dafl die Definition von k(A, B, C') an die Reihenfolge
von A, B, C' gebunden ist. Deshalb folgt aus unserer Definition lediglich,
daf drei nichtkollineare Punkte stets auf mindestens einem Kreis liegen.

Das Tripel (P,G,~) heifit euklidische Ebene, wenn neben den schon
genannten Voraussetzungen die folgenden beiden Azxiome erfillt sind:
(W) Winkelaxiom. Zu g,h,k € G und A € P gibt es stets
genau einl € G mit 1> A A (g,h) ~ (k,1).
Dabei gilt (g||h < k||l) und (g||k < h|l) (Figur 6.4).
(U) Umkreisaxiom. Fir je drei nichtkollineare Punkte A, B,C ist
k(A,B,C)=k(C,A,B).
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(7.2) Wegen (2.5), (4.6), (6.14) und (6.25) ist jede normale euklidische
Ebene (P, =) mit der Geradenmenge G und mit der in (6.7) eingefiihrten
Winkelvergleichung ~ eine euklidische Ebene.

In diesem Sinne diirfen wir sagen, dafl die normalen euklidischen Ebenen
spezielle euklidische Ebenen sind. Dabei ist es im Moment natiirlich noch
offen, ob es nichtnormale euklidische Ebenen gibt. In jedem Falle diirfen
wir aber davon ausgehen, daf jeder Satz, der in allen euklidischen Ebenen
gilt, insbesondere auch in allen normalen euklidischen Ebenen giiltig ist.

Wiéhrend das Axiom (W) neben der Abtragbarkeit von Winkeln auch
die Vertréglichkeit zwischen Winkelvergleichung und Parallelitétsrelation
sicherstellt, wird durch das Axiom (U) praktisch gewéhrleistet, dafl durch
drei verschiedene Punkte hochstens ein Kreis geht, wie wir sehen werden.
Wendet man (U) zweimal an, so folgt sofort k(A, B,C) = k(C, A, B) =
k(B,C,A), d. h. (U) besagt, da8 die Punkte A, B, C zyklisch vertauscht

werden diirfen.

C. Isomorphie

(7.3) Sind (P,G,~) und (P,G’,~') euklidische Ebenen und ist ¢ eine
Kollineation von (P, G) auf (', G’) mit
(+) (g,h) = (k1) = (p(g),p(h)) = (0(k), p(1)) fiir alle g, h, k, 1 € G,

so heiBt ¢ ein Isomorphismus von (P, G, ~) auf (P',G',~'), im Falle
P=PANG=G AN ~==' auch ein Automorphismus von (P, G, ~

’
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Die Eigenschaft (x) bezeichnen wir als Konformitétstreue, denn sie be-
sagt, dafl jede bestehende Konformitét zwischen Winkeln bei Anwendung
von ¢ und von ¢! erhalten bleibt.

Euklidischen Ebenen (P, G, ~) und (P’, G’, ~') heiflen isomorph, in Zei-
chen: (P, G, ~) = (P',G’,~'), wenn ein Isomorphismus von (P, G, ~) auf
(P',G',~') existiert. Offenbar besitzt = die Eigenschaften einer Aquiva-
lenzrelation.

(7.4) Wir werden uns spéter iiberlegen, dafl die in (2.5) und (7.3) ein-
gefithrten Isomorphiebegriffe fiir normale euklidische Ebenen iiberein-
stimmen.

& WINKEL UND KREISE IN EUKLIDISCHEN EBENEN

Im folgenden wollen wir Eigenschaften von Kreisen euklidischer Ebenen
herleiten. Dazu denken wir uns eine euklidische Ebene (P, G, ~) im Sinne
von §7 vorgegeben.

Wir nennen Punkte Ay, ..., A,(r € N*) konzyklisch, wenn sie gemein-
sam auf einem Kreis liegen. Uberdies setzen wir (XY Z) := (X,Y, Z) :=
= (<X, Y> <Y, Z>) fir X,)Y,ZePmit Y # X, Z.

A. Grundeigenschaften der Kreise

Als direkte Folgerung aus Axiom (W) ergibt sich zunéchst
(8.1) Satz. Sind g, h,k,l € G, so gilt:
(1) Aus (g[[h NE[[T)V (gl kA RI[T) folgt (g, h) ~ (K, 1).
(2) Im Falle (g,h) ~ (k1) gilt
(lh e kDA glke DN gHh e kDA (gHE < D).
Weiter zeigen wir:

(8.2) Satz. Drei nichtkollineare Punkte liegen stets auf genau einem
Kreis. Drei verschiedene Punkte eines Kreises sind stets nichtkollinear.

Beweis: A, B, C seien drei nichtkollineare Punkte. Dann gilt:

1) Ist D € k(A, B,C)\{A, C}, so sind A, D,C nichtkollinear, und es ist
k(A, B,C) = k(A, D, C).
Beweis: Definitionsgemif ist (A, B, C') ~ (A, D, C'), und nach (8.1) sind
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A, D, C dann nichtkollinear, da <A, B> }f <B, C> ist. Da ~ eine Aqui-
valenzrelation ist, ist (A, X,C) ~ (A, B,C) & (A, X,C) ~ (A, D,C)
V X € P\{A,C}, also X € k(A, B,C) < X € k(A, D,C).

2) Aus {R,S, T} ={A,B,C} folgt k(R,S,T)=k(A,B,C).

Beweis: a) Gibt es ein X € k(A, B,C)\{A, B,C}, so ist k(A, B,C) Y
— k(4,X,C) kX, 0, 4) B k(X B,4) © KA, X, B) 2 K(A,C,B),
und daraus folgt mit Axiom (U) die Behauptung.

b) Ist k(A, B,C) = {A, B,C},soist nach a) auch k(A,C, B) = {A, B,C},
und daraus folgt mit (U) die Behauptung.

3) Sind R,S,T € k(A,B,C) mit |{R,S, T} =3, so sind R,S,T nicht-
kollinear, und es ist k(A, B,C) = k(R,S,T).

Beweis: Nach (2) konnen wir ggf. durch eine Umbenennung der Elemen-
te A,B,C von R ¢ {A,C} AT # C ausgehen. Dann ist k(A, B,C) y
= kAR C) Y ke AR L ke T,R) Y KR CT) L KR ST
wobei sich mit 1) nacheinander die Nichtkollinearitat von {4, R,C'},
{C,T,R} und {R, S, T} ergibt.

4) Mit 1)-3) ist (8.2) bewiesen. O
B. Der Kreiswinkelsatz

(8.3) Aufgrund von (8.2) bezeichnen wir k(A, B,C) als den Umkreis
des Dreiecks {A, B, C'}, und wie in (4.13) nennen wir die Gerade ¢ eine
Passante bzw. Tangente bzw. Sekante von (oder bzgl.) k(A, B, C),
wenn |g N k(A, B,C)| = 0 bzw. = 1 bzw. = 2 ist. In Ubereinstimmung
mit (4.12)(2) und (6.26) erhalten wir nun fiir alle euklidischen Ebenen

(8.4) Tangentenlemma (Figur 8.1).

Sind A, B,C' drei nichtkollineare Punkte, so
existieren genau eine Gerade ta durch A mit
taNk(A,B,C)={A} und genau eine Gerade
te durch C mittc Nk(A, B,C) = {C}. Es gilt
(ta, <A, C>) ~ (ABC) ~ (<A,C>,tc) und
(<C,A>,t4) ~ (CBA) ~ (tc,<C, A>).

Beweis: Es sei k == k(A, B, 0) &) k(C, B, A),
a:= (ABC) und g := (CBA).

Figur 8.1
1) Nach Axiom (W) gibt es ein t4 € G mit t4 3 A A f ~ (<C, A>,t4),
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und nach (8.1) ist t4 }f <C, A>. Gébe es ein D € t4 Nk mit D # A,
so wire (<C,D>ty) = (C,D,A) ~  ~ (<C, A>,t4), und mit (8.1)
ergibe sich <C, D> = <C, A>, also D = A. Demnach ist t, Nk = {A}
(vgl. Figur 8.1).

2) Nach Axiom (W) gibt es genau ein s € G mit s 5 C' A (ta,s) ~ «,
und wegen (8.1) ist s }f ta. Wire sNtq = D # A, so wire D € k, also
|ta N k| = 2. Folglich ist s = <A,C> und (t4, <A,C>) ~ a.

3) Ist g € G mit ¢g > AANg # ta, so gibt es nach Axiom (W) ein
re Gmitr > CA(g,7) ~a >~ (ta,s). Wegen (8.1) ist r }t g,s, also
gNr=:E e k\{A}, und folglich ist |g N k| = 2.

4) Diein 1), 2), 3) fiir (A, B, C) bewiesenen Aussagen gelten entsprechend
auch fiir (C, B, A). Damit folgt die Behauptung. O

(8.5) Corollar. Jeder Kreis besitzt in jedem seiner Punkte genau eine
Tangente.

Beweis: (8.2), (8.4). O

(8.6) Aufgrund von (8.5) konnen wir jetzt die Notationen aus (6.23) iiber-
nehmen und erhalten (vgl. (6.24), (6.25) und (6.26)):

(8.7) Der Kreiswinkelsatz, der Peripheriewinkelsatz und der
Tangentenwinkelsatz sind in jeder euklidischen Ebene giiltig.

Beweis: (7.1), (8.1), (8.2), (8.4), (8.6). O
Weiter folgt (Figur 8.2):

(8.8) Erster Beriihrsatz. Sind A,B€P und
ist geG mit A¢g N\ Be€g, so existiert genau
ein Kreis durch A, B, der g als Tangente hat.

Beweis: Es sei C' € g\{B}, r :== (B|| <A4,C>)
und s die nach Axiom (W) existierende Gerade
' durch A mit (g, <B, A>) ~ (r,s) Nach (8.1) ist

Figur 8.2 r }f s. Wire D := rNs mit B identisch, so wiirde
(8.1) auf g = r|| <A, C> fithren, und im Falle D = A wire B=C. Dem-
nach sind A, B, D nichtkollinear, und nach (8.4), (8.5) hat k:=k(A, B, D)
in B eine Tangente ¢ mit (¢, <A, B>) ~ (r,s). Mit (8.1) folgt nun g=t,
d. h. k berihrt g in B. Ist ¥’ := k(A, B, E) ein weiterer Kreis mit
E' N g=DB, so fihrt (8.4) auf (BEA) ~ (g9,<B,A>) ~ (BDA), also
auf D € k', und mit (8.2) erhalten wir dann k=4k'. O
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C. Der Kreisvierseitsatz

(8.9) Ein (geordnetes) Quadrupel (g, h, [, k) von Geraden heifit Vierseit,
wenn ghh ARJININEN kg AN gnhnink=2 gilt. Die Moglichkeit
g =1V h =k ist hierbei nicht ausgeschlossen.

Ein Vierseit (g, h, [, k) wird Kreisvierseit genannt - wir schreiben kurz
KVS(g, h,l, k) -, wenn es einen Kreis m und Punkte A, B,C, D € m gibt
mit gNm={A, B} Ahnm={B,C} ANlnm={C,D} Nknm={D, A}.
Nach den Voraussetzungen sind A, B,C, D durch (g,h,l, k) festgelegt,
und es gilt A # C sowie B # D. Nach (8.2) und (8.8) ist der ,zugehdrige
Kreis m im Falle der Existenz eindeutig bestimmt. Offenbar gilt auch
(%) KVS(g,h,l, k)< KVS(h,l,k,g) < KVS(l,k,g,h) < KVS(k,l, h, g).

Figur 8.3.: Kreisvierseite

Die Antwort 1st 42.
Oder Baden-Wiirttemberg.
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Wir zeigen nun
(8.10) Kreisvierseitsatz. Ein Vierseit (g, h,l, k) ist genau dann

ein Kreisvierseit, wenn (g, h) ~ (k,1) ist (Figur 8.3).
Beweis: Essei A:=kNg, B:=gNh, C:=hNIl, D:=lNk. Wegen A#£C
gibt es nach (8.2) und (8.8) genau ein m € & mit gNm={A, B} und
hnm={B,C}. Dann ist KVS(g, h,l,k) < [kNm={A, D} A
Anm={D,C 3 (A, B,C),, ~ (A, D,C), & (g,h) ~ (k,1). O
Als Corollarien zu (8.10) erhalten wir (vgl. (6.15) und Figur 6.5):

(8.11) Schenkelaustauschsatz. Fir g, h,k,l € G und A € P gilt:
(1) Esist (g,h) ~ (k,1) & (g9,k) ~ (h,1) < (h,g) ~ (k).
(2) Es gibt genau ein m € G mit m > A und (g,h) ~ (m,1).
Beweis: (1) Ist g || AV A | IV kVE] g, so folgt die Behauptung aus (8.1).
Andernfalls gibt es ein ¢’ € G mit ¢'|| g, so daBl (¢',h,l, k) ein Vierseit
ist. Dann ist (¢',h) ~ (k,1) & (¢, k) ~ (h,1) < (h,¢") ~ (I,k) gemiB
(8.9)(%) und (8.10), und mit (8.1) folgt die Behauptung.
(2) Wegen (W) gibt es genau ein m € G mit m> A A (h, g) >~ (I, m), also
mit m> AN (g,h) =~ (m,1) gemaf (1). O
(8. 12) Erster Satz von Miquel. Ist (g, h,l, k) ein Kreisvierseit und ist
g € G mit ¢y NhNiNk = @, so ist (¢, h,l, k) genau dann ein
Kreisvierseit, wenn ¢' || g ist (Figur 8. 4)

Beweis: Es ist KVS(¢/, h,l,/{;)(8 1) S h)~(k, 1)~ 814§10 g llg. O

Figur 8.4: Erster Satz von MIQUEL

(8.13) Zweiter Beriithrsatz. Sind m,n zwei verschiedene Kreise durch
den Punkt B, so gilt mNn = {B} genau dann, wenn die Tangente
an m in B zugleich die Tangente an n in B ist.
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Beweis: Die Tangente an m bzw. n in B sei t,, bzw. t,.

a) Ist t,,, = t,, so gibt es nach (8.8) wegen m # n kein X € (mnNn)\{B}.
b) Es sei t,, # t,. Wir wihlen ein h € G mit h 3 B A h # ty,,t,
(vgl. (3.2)(2)) und setzen {A, B} := hnim A {B,C} := hNn (vgl. Figur
8.4 d)). Dann ist B # A,C, und im Falle A = C ist mNn = {A, B}.
Ist A # C und ist g := <A, A>,, sowie t := <C,C>,, so fiihrt (8.4)
wegen t,, # t, auf (g, h) ~ (h,ty) % (h,t,) >~ (t,h)), d.h. esist g Jf t. Ist
nun ¢ := (C'|| g) und {C, D} := ¢'Nn, soist D & gUh wegen g # ¢' # t,
und fiir k := <A, D>A{A,E} :=kNmAl:= <B, E> fiihrt (8.12) nun
auf mNn = {B,E} mit B # E (vgl. Figur 8.4 d)). O
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D. Sitze von Pappus und Pascal

Durch dreimalige Anwendung von (8.12) erhalten wir

(8.14) Satz von Pappus. Sind g,h € G und sind A;,...,Ag S P
mit Ay, Az, As € g\h und Ay, Ay, Ag € h\g, so gilt (vgl. Figur 8.5 a)):
<Aq, Ao> || <Ay, As> A <Ag, As> || <As, Ae> = <Az, Ay> || <Ag, A1>.

Figur 8.5; ¢): Merkschema

Beweis: Es sei B € h mit k(Ay, Ay, A3) N h = {A2, B}. Dann ist B ¢ g,
denn sonst wire B € {A;, A3} und damit hN{A;, A3} # @. Nach (8.12)
fithrt <Ay, Ay> || <Ay, As> auf k(As, Ay, As) N h = {Ay, B} (Figur 8.6
b)) und <As, As> || <As, Ag> auf k(As, A, A1) N h = {Aq, B} (Figur
8.6 d)), und aus beidem folgt mit (8.12), daBl <As, Ay> || <Ag, A;> ist
(Figur 8.6 ¢)). O

Als weitere Anwendung von (8.12) ergibt sich

(8.15) Satz von Pascal. Sind Ay, ..., Ag sechs (nicht notwendig verschie-
dene) Punkte eines Kreises k und ist g;; == <A;, A;>, Vi, j S {1,...,6},
so gilt gi2 ]| gas N gos || gs6 A g3a || ge1, oder es existiert eine sogenannte

Pascal-Gerade p, die sowohl mit g12, g5 als auch mit go3, gs¢ als auch
mit gs4, g1 1m Bischel liegt (Figur 8.6 a),b),c)).

Beweis: 1) Ist (8.15) fiir ein Sechstupel (A, ..., Ag) giiltig, so schreiben wir
P(A17 ...,Aﬁ). Es ist P(AG, ...,Al) = P(Al, ...,A6> = P(AG,Al, ...,A5),
d.h. man darf die Punkte zyklisch und antizyklisch vertauschen.
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2) Ist Ay = Ay, soist Ay € (g12 N gas) N (g34 N ge1), und damit folgt
P(Ay, ..., Ag).

3) Ist Ay = As, soist Ay € g12 N g3a N g1 A g12 = Goz, d. h. filr p := g1o
ergibt sich P(A, ..., Ag).

4) Wegen 1) — 3) konnen wir 0.B.d.A. von A; # Ao, Airs, Aipyg fiir
1 =1,...,6 ausgehen, wobei mit den Indizes modulo 6 zu rechnen ist.

A a)

N

Figur 8.6

5) Es sei g12 || 945, und es gebe ein B € go3 N gs6 (Figur 8.6 b)). Wegen 4)
ist {Ag, A3} N {A5, Ag} = @, und folglich sind B, Az, Ag nichtkollinear.
Ist m := k(B, A3, Ag) und p := (B || g12), so gibt es genau ein C' € m mit
mNp = {B,C}. Wegen KVS(g12, 923, 936, 961) ANKVS(ga5, g56, 936, g34) und

(8.12) gilt KVS(p, 923, 936, 961) NKVS(p, g6, 936, g34) mit m als zugehori-

gem Kreis, d.h. es ist pNgg1 = C = pN g34 und damit C' € p N g1 N g34.

6) Geméaf 1)-5) ist (8.15) im Falle g1 || 945 oder gos || g56 oder gs4 || go1

giiltig.

7) Es gelte 4), und es gebe A, B,C' S P mit A = g12N gas A B = gag N gse

ANC = g3 N ge1- Wegen 4) sind A, B,C ¢ k. Nun sei p := <B,C>.

Indem wir ggf. die Umbenennung A; — A, fiir ¢ = 1,...,6 vorneh-

men, diirfen wir von p }f gio ausgehen. Fiir D := p N gy folgt D & k,

denn sonst wire D € {A;, A}, also Ay € p V Ay € p und damit

(Asep NAL = A5)V (A3 € p N Ay = Ay) (Figur 8.6 ¢)).

Wir betrachten nun (unter Fortlassen des Symbols ,,0¢) die Abbildungen
p:k—k:R—Smit (R||p)Nnk={R,S} und
X:k—k:R— Smit <R, X>Nk={R,S} fir X ep\k.

Offenbar sind p und X Bijektionen mit pp = id, = XX. Fiir Y, Z € p\ k

fiihrt 6) auf ZYpZYp(R) =R ¥ R ek (vgl. Figur 8.6 b) fiir B =Y,

C =Z7und R € {A;, Ay}). Dann ist ZYPZY P = idy, also ZYp = pY Z
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und YpZ = ZpY, und es folgt DBC = DBppC = pBDHC = pBCHD =

= CBppD = CBD. Dies impliziert aber D(A;) = CBDCB(A5) = Ay,
also D € <Ay, As>und D=A. O

(8.16) Bemerkungen.

1) Mit Hilfsmitteln der projektiven Geometrie l&8t sich der Satz von
PAscAL génzlich anders beweisen (vgl. [14]; jedoch fithrt eine genaue
Behandlung der Ausartungsfille auch dort zu Fallunterscheidungen).

2) Am einfachsten ergibt sich der Satz von PASCAL als Spezialfall des 1.
Satzes von MIQUEL in der minkowskischen und der galileischen Geome-
trie (vgl. [35]).

3) Der PAscALsche Satz kann als Ausgangspunkt fiir eine synthetische
Behandlung der ebenen hyperbolischen Geometrie verwendet werden (vgl.
[4] und [13]). (Die im obigen Beweis verwendeten Abbildungen p und X
sind Restriktionen hyperbolischer Bewegungen.)

4) Analog kann die ebene minkowskische Geometrie aus dem Satz von
PApPPUS entwickelt werden (vgl. [33]).

E. Weitere SchlieBungssétze

(8.17) Unter einer Konfiguration F der euklidischen Ebene (P, G, ~) ver-
stehen wir eine nichtleere endliche Menge, die aus Punkten, Geraden und
Kreisen besteht. Wir sagen, die Konfiguration F schlieft sich, wenn jedes
Element von F durch die iibrigen Elemente von F inzidenzgeometrisch,
also hinsichtlich der Lagebeziechungen, ,iiberbestimmt® ist, d. h. wenn
jeder Punkt von F Schnitt von wenigstens drei oder Beriithrpunkt von
wenigstens zwei Elementen aus F ist, wenn jede Gerade von F entweder
wenigstens drei oder genau zwei Punkte aus F enthélt und im zweiten
Fall Tangente oder Parallele eines weiteren Elementes aus F ist, und
schliefllich, wenn jeder Kreis von F entweder wenigstens vier oder genau
drei oder genau zwei Punkte aus F enthélt und im zweiten bzw. dritten
Fall ein bzw. zwei weitere Elemente von F beriihrt.

Jeder Satz, der die Existenz einer sich schlieenden Konfiguration zum
Inhalt hat, wird auch SchlieBungssatz genannt. Wir haben bereits ei-
nige sich schlieBende Konfigurationen kennengelernt; vgl. d. Figuren 5.9,
6.7, 8.4, 8.5 und 8.6. Weitere derartige Konfigurationen liefern die nach-
folgenden Satze (8.18) bis (8.20).
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(8.18) Zweiter Satz von Miquel. Gegeben seien Kreisvierseite (a,b, ¢, d)
und (a,b,e, f) mitbNecNe# S AenNdNenN f= ANdl f. Dann ist
auch (¢, d, f,e) ein Kreisvierseit, und die zu den Kreisvierseiten
gehirigen Kreise treffen sich im Punkt b c (Figur 8.7 a)).

Beweis: Nach (8.10) gilt (a,b) ~ (d,c)A(a,b) ~ (f,e), also (d,c) ~ (f,e),

und wegen (8.1) fithrt d Jf f dann auf ¢ }f e. Dies impliziert mit (8.10) die

Behauptung. O

(8.19) Corollar. Sind A, B,C, A", B',C" § P mit
Ae<B,C>ANB e<C,A>NC"€e<A,B>NCg<A, B>,
so st k(A, B, C")Nk(B,C" A YNk(C,A",B")# @ (Figur 8.7 a)).

Beweis: (8.18). O
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Mit Hilfe von (8.19) erhalten wir

(8. 20) Satz von Clifford. Gegeben seien vier Geraden, die zu je dreien
die Seitengeraden eines Dreiecks bilden. Dann gilt: Die vier Um-
kreise dieser Dreiecke haben einen Punkt C', genannt Clifford-
Punkt, gemeinsam (Figur 8.7 b)).

Beweis: Die gegebenen Geraden seien g, ..., g4, der Umkreis des Drei-
ecks mit den Seitengeraden g¢,,gs,g; sei k,, und es sei A,; := ¢.Ngs
fir {r,s,t,u} = {1,...,4}. Nach (8.19), bezogen auf das Ausgangsdrei-
eck {Alg, Alg, A23} bzw. {Agg, A24, A34}, glbt esein C € ]{?1 N kQ N k’3 bzw.
ein C" €kyNksNky. Wegen Ay & kyUky sind C,C" # Ay, und mit
C,C" Ay € ko Nks folgt dann C' = C'. O

(8.21) Anmerkung. Der Satz (8.20) steht als Prototyp fiir eine ganze
Palette von Sétzen. Beispielsweise gilt ein (8.20) entsprechender Satz
auch fiir 2n Geraden (n > 3). Der interessierte Leser mag dies in [40]

nachlesen.

(8.22) Sind v € GxG, X € P und g € G, so gibt es nach (8.11) genau
eine Gerade m mit m > X A (m,g) ~ a. Wir bezeichnen m als das
a-Lot (X, g) von X auf ¢ (Figur 8.8 a)). Wenn « ein Nullwinkel ist, so
ist [o(X,g) = (X || ¢g), und wenn « in einer normalen euklidischen Ebene
ein rechter Winkel ist, so ist [,(X,g) = (XLg). Ist « in einer beliebigen
euklidischen Ebene ein nichttrivialer Winkel, so besitzt das a-Lot von
X auf g genau einen a-LotfuBBpunkt F, (X, g), der durch [,(X,¢) Ng
gegeben ist (Figur 8.8 a)).

Mit den gerade eingefithrten Bezeichnun-
gen erhalten wir

(8.23) Satz von Wallace und Simson.
Ist {A, B,C} ein Dreieck, ist X € P und
st o ewn nichttrivialer Winkel, so sind
die Fuflpunkte der a-Lote von X auf die
Seitengeraden von {A, B,C} genau dann
kollinear, wenn X auf dem Umkreis von

{A, B,C} liegt (Figur 8.8 b)).

Beweis: Es sei a:=<B,(C>, b:=<C, A>, ,

c:=<A, B>, R:i=F,(X,a), S:=Fa(X,b) Figur 8.8

und 7:=F,(X,c). Wir gehen von X €a U b U ¢ aus, denn andernfalls
ergibt sich die Behauptung aus (8.1).

Nach (6.24) (vgl. (8.7)) ist C' € k := k(X, R, S) mit bNk = {C, S}, und
esist Bem:=k(X,R,T) mit cnm = {B,T}. Mit (6.24) folgt

(%) (XRS)~(XCS)=(XCA) N (XRT) ~ (XBT),,=(XBA). Dann ist

(6.24

<R, S>=<R,T> % (X,C A) ~ (X,B,A)BCeck(X,B,A). O
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F. Aufgaben

Man zeige:

A 8.1. Umkehrung des Satzes von PAPPUS UP(Ay,....Ag).

Sind Al, ...7146 € P mit Al 7é A5 VAN Ag € <A1,A5> VAN A27A4 € <A1,A5>
/\<A1, A2> || <A4, A5>/\A6 € (A5 || <A2, A3>)ﬂ (Al || <A3, A4>), So ist
Ay 7é Ay A Aﬁ S <A2,A4>.

A 8.2. Die 4-Punkte-Gerade eines Vierseits.
In einer normalen euklidischen Ebene seien vier Geraden gegeben, die
zu je dreien die Seitengeraden eines Dreiecks bilden. Dann liegen die

Hohenschnittpunkte der vier Dreiecke auf einer Geraden. (Hinweis: Man
benutze A 8.1.)

A 8.3. Fin Satz von STEINER.

In einer normalen euklidischen Ebene seien vier Geraden gegeben, die zu
je dreien die Seitengeraden eines Dreiecks bilden. Dann liegen die Um-
kreismittelpunkte der vier Dreiecke auf einem Kreis, der zugleich durch
den CLIFFORD-Punkt C' der vier Geraden geht (vgl. (8.20)).

A 8.4. Das Minimalmodell einer euklidischen Ebene.
Gegeben sei eine vierelementige Menge P = {A,..., A4}. Wir setzen
gij :={A;, A} fir 4,5 €{1,...,4} und G := {g;; | 4,7 € {1,...,4}}. Weiter
sei Bl = {912, g34}, BQ = {.913”7 924}, B3 = {914, 923}, und ,72“ sei die Aqui—
valenzrelation mit den drei Aquivalenzklassen BixB; U Box By U B3x Bs,
BixBs UBox B3 UBsxB; und Bix B3 U Bsx By U Box By, Zeigen Sie:
a) (P,G) ist eine affine Ebene.
b) Es ist |G| = 6, und By, By, B; sind die Parallelbiischel von (P, G).
¢) Sind g,h € G mit g }f h, so ist (g, h) % (h,g).
d) Es sei k., :=P\{A4,} firr=1,...,4.

Dann ist & = {ky, ..., ks} die Menge der Kreise bzgl. ~.
e) Ist {r, s, t,u} ={1,2,3,4}, so hat k, die Tangenten g.s, gr¢, Gru-
f) (P, G, ~) ist eine nichtnormale euklidische Ebene.
g) Wenn ein Lehrsatz in einer mathematischen Struktur formulierbar ist,
ohne daf§ alle Voraussetzungen erfiillbar sind, dann ist dieser Lehrsatz in
der betrachteten Struktur nach den Regeln der Logik zwar giiltig, aber
er ist dort, wie wir sagen, nicht realisierbar. Untersuchen Sie, welche
Sétze aus §8 in (P, G, ~) realisierbar sind.

9 ALGEBRAISCHE DARSTELLUNG EUKLIDISCHER EBENEN

Im folgenden sei eine euklidische Ebene (P, G, ~) im Sinne von §7 mit 8
als Kreismenge vorgegeben.

Wir wollen nachweisen, dafl in (P, G, ~) gewisse Ahnlichkeitsabbildungen
existieren, um dann mit Hilfe dieser Abbildungen eine algebraische Dar-
stellung fiir (P, G, ~) zu entwickeln. Aufgrund dieser Darstellung werden
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wir einen genauen Uberblick iiber die verschiedenen Modelle euklidischer
Ebenen erhalten.

A. Existenz gleichsinniger Ahnlichkeiten

(9.1) Eine Kollineation ¢ von (P, G) heifit gleichsinnige Ahnlichkeit
oder gleichsinnige Ahnlichkeitsabbildung von (P, G, ~), wenn sie die
Bedingung

(1) (9, ) = (¢(9), ¢(h)) ¥V g,he€G
erfiillt, wenn ¢ also winkeltreu ist. Nach (8.11) ist (1) dquivalent zu

(2) (9,¢(9)) = (h,o(h)) ¥V g,h€G.
Wir bezeichnen die Menge aller gleichsinnigen Ahnlichkeiten der eukli-
dischen Ebene (P, G, ~) mit AT, Wegen der Transitivitéit von =~ ist jede
gleichsinnige Ahnlichkeit ein Automorphismus von (P, G, ~) (vgl. (7.3)).

Ist p € At so auch ¢!, denn aus (1) folgt

(™M 9), 07 (h) = (el (9)), w9~ (h)) = (9,h) ¥ g,heG.
Ferner ist offenbar idp € AT, und aus p, 1) € AT folgt poip € A™. Demnach
ist AT mit dem Hintereinanderausfithren als Verkniipfung eine Grup-
pe, genannt Gruppe A’L(o) der gleichsinnigen Ahnlichkeiten von
(P, G, ~).
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Aus der Definition der Kreise in (7.1) folgt, daB jeder Kreis durch eine
gleichsinnige Ahnlighkeit auf einen Kreis abgebildet wird. Demnach sind
die gleichsinnigen Ahnlichkeiten kreistreue Kollineationen.

Diejenigen Kollineationen von (P, G), die die Bedingung

3)wl@)llg Vget

erfiillen, werden auch als Dilatationen bezeichnet. Man iiberlegt sich
sofort, daf die Dilatationen eine Untergruppe A von A" bilden.

Spezielle Dilatationen sind die bereits in (3.12) eingefiihrten Translatio-
nen. Fiir Translationen sind die Aussagen aus (3.13) bis auf die Aussage
(5) in beliebigen euklidischen Ebenen giiltig, da der Beweis allein auf den
Axiomen (V) und (P) aus (2.1) und auf (3.2), (3.3) beruht.

Die Menge ¥ der Translationen von (P, G, ~) ist eine Untergruppe von
A, denn sind 0,7 € T, so gilt zunéichst c7lo7 € A, und hat o~ 'o7 den
Fixpunkt A, so ist 7(A) = 0(A), also 7 = o gemaB (3.13)(6) und damit
o tor =idp € X.

Ferner sind ¥ und A Normalteiler der Gruppe I'(P, G)(o) aller Kollinea-
tionen von (P, G), denn sind ¢ € T'(P,G) und § € A, so ist podop™t € A,
da dop™(g) || v~ g) YV g € G auf podop~(g)|lg V g € G fithrt, und
esist [0(A) = A & @odop~t(p(A)) = pod(A) = p(A)] V A € P, also
[0 €T & podop™! & T] und deshalb [§ € T & podop~! € T].

Fiir unsere weiteren Untersuchungen benétigen wir die folgenden Aussa-
gen:

(9.2) Satz. Ist 6 € A\T, so besitzt § genau einen Fizpunkt Zs, und die
Fizgeraden von 6 sind die den Punkt Zs enthaltenden Geraden.

Beweis: Nach der Definition von ¥ besitzt § wenigstens einen Fixpunkt
A. Ist Z ein beliebiger Fixpunkt von ¢ und ist ¢ € G mit g > Z, so
fihrt Z € ¢ d(g9) 2 0(Z) = Z auf §(g) = g, d. h. alle Geraden durch
Z sind Fixgeraden. Hétte 6 nun zwei verschiedene Fixpunkte A, B, so
wire X = <X, A>N<X,B> = §(<X,A>) N (<X, B>) = 4(X) fiir
alle X € P\ <A, B>, und fiir Y € <A, B> und X, €P\ <A, B> ergibe
sich Y = <X, Y>N<A, B> =0(<Xp,Y>)No(<A,B>)=46(Y), d. h.
es wire 0 = idp € T. Demnach hat § genau einen Fixpunkt Zs. Andere
Fixgeraden als die angegebenen kann es nicht geben, da § sonst weitere
Fixpunkte hatte. O

(9.3) Ist 0 € A mit Z als Fixpunkt, so wird § auch eine zentrische
Streckung mit dem Zentrum Z genannt.

Die Menge A(Z) aller zentrischen Streckungen mit dem festem Zen-
trum Z ist eine Untergruppe von A(o), denn es ist idp € A(Z), und fiir
S,e€A(Z) gilt 67 1(Z)=Z N doe(Z)=Z, also 6!, doc € A(Z).

Ebenso erkennt man: Ist g € G, so ist die Menge T, aller Translationen,
die g festlassen, eine Untergruppe von ¥.
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Auflerdem zeigt (9.2):

Liegen die Zentren zweier zentrischer Streckungen 0, ¢ auf einer Geraden
g, so ist g eine Fizgerade von doe, und im Falle doe & X enthdlt g das
Zentrum von doe€.

Die folgende Aussage ist fiir alles Weitere von zentraler Bedeutung:
(9.4) Satz. Ist {A, B,C} ein Dreieck, so existiert ein ¢ € A" mit
(1) Es qilt p(A)=A AN v(B)=C AN X #9Y(X) VX e P\{A}.
(2) Es ist (A, B,C) ~ (A, X,¥(X)) VX eP\{A}.
(3) Es ist (9,1(g)) ~ (B,A,C) V g€G.
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Beweis: Es sei a:=(B,A,C) und [:=(A,B,C), und fiur X e P\{A}
seien r:=<A, X> und 2/,2"€G mit 25 A A (z,2') ~ « und mit
"X A (z,2") ~ B (vgl. Axiom (W)). Wegen C' ¢ <A, B> ist o # f3
und damit =’ Jf 2" (vgl. (8.1) und Figur 9.1 a)).

a) Wir setzen 1(A) := A sowie ¥(X):=X":=2'Na" fur alle X e P\{A4}
(Figur 9.1 a)). Da « und S keine Nullwinkel sind, sind A, X, X’ fiir alle
X € P\{A} nichtkollinear, und es gelten die Aussagen (1) und (2).

Figur 9.1

b) Ist X e P\{A} und ist Y e x \{A}, soist y' =2’ Ay" | 2" (vgl. (8.1)),
d.h. die Restriktion w|x von 1 auf x ist eine Bijektion von z auf z’. Ins-
besondere gilt (x,1(x)) ~ a (Figur 9.1 a)).

c) Es sei g€G mit gZ A. Nach (8.11)(2) gibt es genau ein U € g mit
(u,g) ~ B, und wegen (2) gilt dann v" =g A U'=u'Ng. Ist nun g* € G
mit g* 53U A (g, g%) ~ a, so ist g* nach (8.4) die Tangente an k(A, U, U’)
in U’. Dann ist A ¢ g*, und mit (8.4) folgt (v, g*) ~ S (Figur 9.1 b)).
Nach (8.2) und (8.8) entspricht jedem X € g genau ein X* € g* derart, da8
ein Kreis kx durch A, U’ mit kx Ng={U', X} und kx Ng*={U’, X*}
existiert, und nach (8.2) und (8.8) ist die Zuordnung X — X* eine Bi-
jektion von g auf ¢g* (Figur 9.1 b), c), d)). Nach (6.24), bezogen auf
kx, gilt (X, A, X*) ~ a sowie (A, X, X*) ~ f V X €g, und folglich ist
P(X) = X* V X €g. Damit ist gezeigt, dafl w‘g eine Bijektion von g auf
g* mit (g,7%(g)) =~ « ist.

d) Wegen b) und c) ist ¢ injektiv. Auflerdem ist ¢ surjektiv, denn
nach (8.11)(2) und nach Axiom (W) gibt es zu jedem Z €P\{A} ein
WeP\{A} mit (W, A, Z) ~ a und (A, W, Z) ~ 3, also mit (W) = Z.
Nach b) und c¢) ist ¢ dann eine Kollineation von (P, G) mit (g,1(g)) ~ «
V g € G, und gemaB (9.1)(2) und (8.11)(1) bedeutet dies v € A*. O
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B. Transitivitiit gleichsinniger Ahnlichkeiten

Unter Verwendung von (9.4) ergibt sich nun die grundlegende Aussage

(9.5) Transitivitit der gleichsinnigen Ahnlichkeiten.
Sind A, B,C,D € P mit A#B und C# D, so existiert genau ein
e € At mit (A)=C AN o(B)=D.

Beweis: a) Ist A = C, so sei ¢y :=idp. Ist A # C,sosei E € P\<A,C>,
und dann gibt es nach (9.4) ein ¢; € A" mit o1 (E) = E A (A) = C.
Wegen A # B ist B’ := ¢y(B) # C. Liegen B’,C, D auf einer Geraden
g, so sei ' € P\g, und nach (9.4) lassen sich dann 1,13 € A" finden
mit 12(C) = C = 3(C) A o(B) = F A3(F) = D. Sind B',C,D
dagegen nichtkollinear, so gibt es nach (9.4) ein ¥, € At mit y(C) =
= C AN y(B’) = D, und dann setzen wir ¢35 := idp. In jedem Falle ist
@ 1= 1pgorhyorhy nun ein Element von A" mit p(A) = C' A p(B) = D.

b) Sind ¢, & € A" mit p(A) = £(A) = C A @(B) = £B) = D, so ist
n = ¢ lo¢ € A" mit den Fixpunkten A, B, und aus 7(<A, B>) =
= <A, B>, (9.1)(2) und (8.1) ergibt sich n(g)||g V g € G, also n € A.
Mit (9.2) folgt nun 1 = idp und damit p =¢. O

(9.6) Corollar 1. Besitzt o € At mehr als einen Fizpunkt, so ist o = idp.

(9.7) Corollar 2. Sind A, B € P, so existiert genau eine Translation, die
A in B dberfihrt. Diese wird mit T4 p bezeichnet (vgl. (3.15)).

Beweis: O.B.d.A. sei A # B. Wir wihlen ein D € P\<A, B> und dann
geméB (3.3) ein C' € P derart, da} (A, B,D,C) ein Parallelogramm
ist. Nach (9.5) gibt es ein ¢ € A" mit p(A) = B A ¢(C) = D, und
dann fithrt (<A, C>) = <B, D> || <A, C> mit (9.1)(2) auf ¢ € A. Da
<A, B>, <C, D> zwei disjunkte Fixgeraden von ¢ sind, ist ¢ nach (9.2)
eine Translation. Nach (3.13)(6) gibt es keine weitere Translation, die A
in B {iberfithrt. O

(9.8) Corollar 3. Sind Z, A, A’ drei kollineare Punkte mit Z # A, A’, so
ezxistiert genau eine zentrische Streckung 6 mit Z als Zentrum, die
A in A’ dberfihrt (Figur 9.2°b)).

Beweis: Nach (9.5) gibt es genau ein § € A" mit §(Z) = Z A 0(A) = A
Wegen 6(<Z,A>) = <Z,A>, (9.1)(2) und (8.1)ist 6 € A. O
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Als weitere Folgerungen aus (9.5) zeigen wir

(9.9) Satz des Desargues.
Sind g, h, k drei verschiedene im Biischel gelegene Geraden und sind
A/ A €eg\hANB,B" e \kANC,C"€k\g mit <A, B> | <A, B"> und
<B,C>||<B',C">, soist <A,C> || (<A, C"> (Figur 9.2).

Figur 9.2

C C

. . k
BN BIN "
A A' g Z A A

Beweis: Im Falle g || h|| k sel 6 := T4 4 geméf (9.7), und im Falle Z =
=gNhNkseideAmit §(Z)=2Z N06(A)=A" geméf (9.8). Dann sind
g, h, k Fixgeraden von §. Aus <A, B> || <A’, B’> folgt nun 6(B) = B,
und aus <B,C> || <B',C'"> ergibt sich 6(C') = C’. Damit erhalten wir
<A, C>|§(<A,C>)=<A,C'>. O

(9.10) Satz. ¥(o) ist eine abelsche Gruppe (vgl. (3.17)).

Beweis: Wegen (9.1) ist nur die Kommutativitét von ¥ (o) nachzuweisen.
a) Sind o, 7 € T \{idp} mit verschiedenen Richtungen (vgl. (3.13)), so sind
(A, 7(A),7(c(A)),0(A)) und (A,7(A),o(7(A)),0(A)) fiir jedes A € P
Parallelogramme mit {ibereinstimmenden Ecken. Mithin ist 7o0 = gor.
b) Haben o, 7 € T \{idp} die gleiche Richtung g ||, so gibt es nach (9.7) ein
0 €T mit o(g) # g, und dann ist auch po7(g) # g, d. h. p und g o haben
eine andere Richtung als o. Mit a) erhalten wir nun g o(7o0) = (g o7)oo
=o00o(por)=(00op)or =(poc)or =po(cor) und damit 7ooc =cgor. O
(9.11) Satz. Fir jedes Z € P ist A(Z) := [pe A" |p(Z) = Z) eine
abelsche Untergruppe von AT (o).
Beweis: In Analogie zum Beweis in (9.3) ist klar, da8 A (Z) eine Unter-
gruppe von At (o) ist.
Zum Nachweis der Kommutativitit seien ¢, € A" (Z) vorgegeben.
a) Es sei ¢ € AP\ A. Wir betrachten ein B € P\{Z} und setzen A:=Z A
ANC:=y(B)ANX:=p(B) ANb:=<A,B>Nc:=<A,C>Nz:=<A, X>. Es

folgt (4, X,(C) = (o(4). (2),#(C) WA, B,0) 2 (4, X, p(X)

sowie (¢, 9(e)) 2 (b, 9(0) = (b,2) =’ (1(b), ¥(2)) = (e, () und mit
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(8.1) dann <X, p(C)>=<X,¢(X)> und A, p(C),Y(X) € p(c) =1(x).
Da {A, X, ¢o(C)}={¢(A), o(B),o(C)} ein Dreieck ist, ergibt sich nun
o(C) = (X)), also pop(B) = 1hop(B). Dies gilt fiir alle B € P\{Z},
und mithin ist oy =1op.

b) Es sei ¢ € A. Nach (9.5) gibt es ein € AH\A, und dann ist auch
no € A\A, denn sonst wire n = (no)ory~! € A. Mit a) erhalten wir
nun 7o(poy) = (nop)oy = (pon)oth = wo(noh) = (noY)op = no(Poyp)
und damit pot) = pop. O
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C. Gewinnung einer quadratischen Korpererweiterung

(9.12) Wir wollen die Punktmenge P der euklidischen Ebene (P, G, ~)
jetzt zu einem kommutativen Korper P(+, -) ausbauen. Dabei werden die
Verkniipfungen +,- derart eingefiihrt, dafl mit ihrer Hilfe eine einfache
Beschreibung der Geraden, der Winkelvergleichung und der gleichsinni-
gen Ahnlichkeiten méglich ist.

Wir beginnen damit, dal wir zwei verschiedene und im weiteren feste
Punkte aus P auswéhlen und diese mit 0 (Null) und 1 (Eins) bezeichnen
(vgl. (6.29)).

Weiter sei 0 die Abbildung P—{0}: X— 0 (Nullabbildung), und fiir
A € P":=P\{0} sei A die nach (9.5) eindeutig existierende gleichsinnige
Ahnlichkeit mit der Eigenschaft

(*) A@0)=0 A AQ1) = A,

Mit der Abkiirzung 7x := 79 x V X € P konnen wir die Verkniipfungen
+,- dann durch

(0) X4Y :=1xory(0)=7x(Y) A X-Y:=XoV(1)=X(Y) VX, YeP
definieren. Unter Verwendung dieser Definitionen erhalten wir
(9.13) Satz P(+,-) ist ein Kérper®.

Beweis: 1) Nach (9.10), (9.11) und wegen 0o X =0 = Xo0 VX € P
gilt X+Y =Y+X A XY =YX AN0-X=0VXYeP

2) Wegen 19 = idp = 1ist 04X =X und 1. X = X VX € P,

Setzen wir —X :=7,"(0), soist X + (—=X) =0 V X € P.

“

2Sprachgebrauch: Bei einem ,, Kérper sei das Kommutativgesetz bzgl. ,,-“ stets

erfilllt, bei einem ,,Schiefkérper” dagegen nicht unbedingt.
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Ist Y € P* und setzen wir Y1 := Y1(1), soist V.Y~ =1,

3) Es seien XY, Z € P. Wegen 7xo1y(0) = 7x(Y) = T(ry(v))(0) und
(3.13)(6) ist TxoTy = T(ry(v)), und damit folgt

X+ (Y+Z) = TXOTy(Z) ZT(TX(y))(Z) = Tx<Y)+Z: (X+Y)+Z.

Wegen XoV (1) = X(Y) = X(Y)(1) und (9.5) ist XoY = X(Y), und
damit folgt X-(Y-Z)=XoY(Z2)=X(Y)(Z2)=X(Y)-Z=(XY)-Z.

Nun sei X #0. Da T nach (9.1) ein Normalteiler von A* ist, ist XOTpo*1
eine Translation, und nach (3.13)(6) fiihrt XoryoX—'(0) = Xory(0) =
=X(Y)= Tng)(O) dann auf X:o Ty oXA_1 = TX(r): Damit ergibt sich
X-(Y+2)=Xory(Z) =7¢y, oX (2) = X(Y)+ X(2) = X- Y+ X-Z

fiir X # 0, und offenbar ist 0- (Y+2)=0=0-Y+0-Z. O

a) X4y XY
Z/‘\\
% \\\
\\\ \\
K X X+Z
Z
0 0 1 Z X Xz

(9.14) Die Figur 9.3 zeigt, wie man die Verkniipfungen + und - veran-
schaulichen und zeichnerisch ausfithren kann. Ist ndmlich X # 0 und ist
Y & <0,X>,soist (Y,0, X, X+Y) = (Y,0,7x(0), 7x(Y")) nach (3.13)(4)
ein Parallelogramm, und fiir Z € <0, X> ist ebenso (Y, Z, X+7Z, X+Y) =
= (Y, Z,7x(Z),7x(Y)) ein Parallelogramm (Figur 9.3 a)).

Sind 0,1, X nichtkollinear, so hat X nach (9.4) und (9.5) die gleiche
Wirkung wie die Abbildung v aus (9.4), d. h. fir jedes Y € P* gilt:

(1) Die Punkte 0,Y, X - Y sind nichtkollinear, und es ist X ¢ A.

(2) Es ist (1,0, X) ~ (Y,0, X -Y).

(3) Esist (0,1, X) ~(0,Y, X -Y) (Figur 9.3 b)).

Sind dagegen 0,1, X kollinear mit X # 0, so ist X nach (9.5) und (9.8)
eine Dilatation, die alle Geraden durch 0 festliBt, und wegen X (g) || ¢
Vg € G folgen fiir Y e P\<0, 1> und fiir Z € <0,1>\{0} die Aussagen
(4) Esist X -Y =<0, Y>nN (X | <1,Y>).

(5) Esist X - Z = <0,1> N (XY | <Y, Z>) (Figur 9.3 ¢)).

Aus Figur 9.3 wird ebenso wie aus den Definitionen deutlich, daf3 die
Verkniipfungen +, - von der Wahl der Punkte 0 und 1 abhingig sind.
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Im weiteren denken wir uns die fiir Korper iiblichen Bezeichnungen und
Vereinbarungen (z. B. hinsichtlich des Gebrauchs des Minuszeichens) fiir
P(+, -) eingefiihrt. Insbesondere schreiben wir in Zukunft auch AB statt

A - B. Wir zeigen nun

(9.15) Satz, Die Gerade K := <0,1> ist ein Teilkérper von P(+,-) mit
folgenden Eigenschaften:
(1) Ist A € P*, so ist KA := {A\A| X € K} = <0,A> .
(2) Ist A€ P\K, soist K+ KA :={A+pA|\ peK}=P.
(3) P(+) ist ein zweidimensionaler K-Vektorraum.
(4) Sind A, B € P mit A # B, so ist
A+K(B-A):={A+ X (B-A)| X €K} = <A, B>.
(5) Bs ist G={A+KB|A€ePABeP}.
(6) Sind A, B € P* und A', B' € P, so ist
A +KA||B +KB < KA=KB.
(7) Sind A, B,C, D € P* und A', B',C", D' € P, so ist
(A'+KA, B'+KB) ~ (C'+KC, D'+KD) < (KA, KB) ~ (KC,KD)
S KA 'B=KC'D & A 'BOD ! e K* := K\{0} .
(8) Sind A, B € P* und A', B' € P, so ist
(A + KA B'"+KB) ~ (K, KA™'B).
Wir bezeichnen das Paar (P(+,-),K(+,")) als eine zu (P, G, ~) gehirige
quadratische Korpererweiterung.
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Beweis von (9.15): a) GemiB (9.3) ist A(0) = {A| A € K*}, und aus
(9.8) und (9.14) folgt dann (1). Ferner fiithren (9.3), (9.13) und (9.14) auf
—p, v M, Ap e K VA pe K, Ve K, und deshalb ist K ein
Teilkérper von P(+,-).

b) Da K ein Teilkorper von P(+,-) ist, ist P(+) insbesondere auch ein
K—Vektorraum. Dieser ist zweidimensional, denn sind A € P\K, Xe P,
X; = (X||KA) NK und X, := (X ||K)NKA, soist X = X; + X, €
€ K+ KA, also P = K+ KA. Damit sind (2) und (3) gezeigt.

¢) Sind A,B € P mit A # B, so ist <A, B> = 1407, (<A, B>) =
7A4(<0, 7,1 (B)>) = A+ <0,B—A> = A+ K(B—A), d. h. es gilt (4).
Uberdies ist A + KB = 74(KB) (é) G V (A, B) € PxP*, und folglich
gilt auch (5). Aus 0 € KA || 74/(KA) = A+ KAAO0 € KB 75/(KB) =
B’ 4+ KB erhalten wir (6).

d) Sind A, B,C,D € P* und A’, B',C’, D’ € P, so fiihren (8.1) und (6)
auf (A'+KA, B'+KB) ~ (C"+KC, D'+KD) < (KA,KB) ~ (KC,KD).

st E:= A"'C, so ist £ € A", und folglich ist

(KA, KB) ~ (E(KA), E(KB)) ~ (KEA,KEB) ~ (KC,KEB).

In Verbindung mit Axiom (W) und (8.1) erhalten wir dann

(KA, KB) ~ (KC,KD) < (KC,KEB) ~ (KC,KD) < KEB||KD &
KA™'CB=KD & 3 NeK* mit A'CB=AD & A"'BCD'=\eK*
S INeK mit A7'B=XC"'D & KA 'B=KC™'D, also (7).

e)Ist C =1und D = A™'B, so ist KA™'B = KC~!'D, und deshalb folgt
(8) aus (7) fur " := D':=0. O

Bemerkung. Mit (9.12) — (9.15) wird deutlich, ,wie die Zahlen in die
Geometrie kommen“. Denn wenn (P, G, ~) die Anschauungsebene ist, so
liefert unsere Konstruktion, wie wir sehen werden, mit P(+,-) (bis auf
Isomorphie) den Korper C(+,-) der komplezen Zahlen und mit K(+,-)
(bis auf Isomorphie) den Kdrper R(+,-) der reellen Zahlen.

D. Algebraische Darstellung von Kreisen und Ahnlichkeiten

(9.16) Gemaf (9.15) liegt nun eine algebraische Darstellung fiir die Kom-
ponenten P, G und ~ der euklidischen Ebene (P,G,~) vor. Hieraus
ergibt sich wiederum eine Darstellung der Kreise und der gleichsinnigen
Ahnlichkeiten von (P, G, ~):

(9.17) Satz. Sind A, B, C nichtkollineare Punkte, so ist k(A, B,C) =
={C}U{X e P\{C}|(A-B) Y (B-C)(A-X)(X-C)' €K} =
={A,C}U{X e P\{A,C}|K(A-B)"Y(B-C) = K(A-X)"Y(X-0)}.
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Beweis: Offenbar liegen A, B, C' in den links und rechts vom Gleichheits-
zeichen aufgefithrten Mengen. Ist X € P\{A,C}, so fithren (7.1) und
(9.15) auf X € k(A,B,C) & (<A,B>,<B,C>) ~ (<A, X>,<X,C>)
& K(A-B)"Y(B-C) =K(A-X)"1Y(X-0O)
& (A-B)"Y(B-O)(A-X)(X-O)teK. O
(9.18) Satz. A+ besteht aus den Abbildungen der Form

p:P—P:|X - AX+B| mit (A, B) € P*xP.

Hierbei ist @ genau dann eine Dilatation, wenn A € K* ist,

und genau dann eine Translation, wenn A =1 ist.

Beweis: 1) Ist ¢ wie angegeben erkliirt, so ist ¢(X) =75 0A(X) V X €P,
also p = T50A € &

2) Ist ¢ € At so seien C':=1)(1)—1(0) und D :=1(0). Wegen 1(1)#1(0)
ist dann C' € P*, und fiir 7 oC' € & ergibt sich 7p oC'(0) = D = (0) und
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A

TpoC(1)=17p (C)=D+C=1(1). Nach (9.5) bedeutet dies ¢y =7p oC,
also Y(X)=1poC(X)=C-X+D VXeP. O

E. Der Hauptsatz

(9.19) Ist L(+, -) ein beliebiger Korper, der einen beliebigen Teilkérper K
mit KALAK+KA=L V A € L\K enthilt, der also als Vektorraum
tiber K die Dimension 2 hat, so wird das Kérperpaar (L(+,-),K) eine
quadratische Koérpererweiterung genannt (vgl. (9.15)).

Die vorangehenden Sétze zeigen, dafl sich jede euklidische Ebene
(P, G, ~) durch eine quadratische Korpererweiterung (P(+,-),K) alge-
braisch darstellen 148t.

Umgekehrt gehdrt nun auch zu jeder quadratischen Korpererweiterung
eine euklidische Ebene. Dies ergibt sich aus

(9.20) Hauptsatz zur algebraischen Darstellung euklidischer Ebenen.
Ist (L(+,),K) eine quadratische Korpererweiterung und ist
GL = {A+KA|A A € LANA# 0}, so ist auf G x G, durch
(A'+KA, B+KB) ~, (C'+KC, D'+KD): & KA™'B = KC~'D
fir A,...,D € L\{0} A A/, ..., D' € L eine wohldefinierte Aquiva-
lenzrelation ~y, erklirt, und E(L(+,-),K) := (L, Gp, ~1) ist eine
euklidische Ebene. Umgekehrt existiert zu jeder euklidischen Ebene
(P,G,~) eine quadratische Korpererweiterung (P(+,-),K) mit
(P,G,~) =E(P(+,),K).

Beweis: 1) Der schwierigere Teil des Beweises, namlich der Beweis der
letzten Aussage, ist bereits durch (9.13) und (9.15) erbracht, wobei sich
die Beweise von (9.13) und (9.15) auf die vorangehenden Aussagen (9.1)
bis (9.11) stiitzen.

2) Zum Beweis der ersten Aussage zeigen wir zunéchst, daf (L, GL) eine
affine Ebene ist. Dazu betrachten wir g := A+KB und h := C+KD mit
A,C € Lund B,D € L* := L\{0}: a) Im Falle KB = KD sind g,h
additive Nebenklassen der echten Untergruppe KB(+) von L(+), und
damit folgt g =hV gNh= @ sowie L ¢ G.

b) Im Falle KB # KD ist {B, D} eine K-Basis des zweidimensionalen
K-Vektorraumes L, und deshalb gibt es genau ein Paar (A, pu) € KxK
mit A — C = puD — AB, also mit A+ AB = C + uD. Dies bedeutet aber
lgNh| =1
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c) Nach a) und b) ist (¢ = hVgNh = @) < KB = KD. Da jedes
Element von LL(+) in genau einer Nebenklasse von KB(+) liegt, ist das
Parallelenaxiom (P) giiltig.

d) Sind X, Y € Lmit X #Y,sosind X, Y € X+K(Y—X) wegen 0, 1 € K.
Gemaéfl a) und b) ist also das Verbindungsaxiom (V) erfiillt. Damit ist
gezeigt, da (L, G) eine affine Ebene ist. Fiir diese denken wir uns die
bekannten Bezeichnungen eingefiihrt.

3) Um die Wohldefiniertheit von ~, zu beweisen, betrachten wir X', X"
elund X, XpeL* fir X € {A, B,C,D}. Aus X'+KX = X"+KX, folgt
KX =KXy geméf 2) ¢), und dann existiert ein Ax € K* mit Xy = AxX.
Gilt nun A'+KA = A’+KAg und B'+KB = B"+KBy, so gibt es A, Ap
€ K* mit Ay = AaA A By = AgB, und dann ist KA;' By =K\;'\gA~'B
= KA~!B. Entsprechendes gilt bzgl. C, D, und mithin ist ~y wohldefi-
niert. Da ~p durch eine Gleichheitsrelation definiert wurde, ist ~ eine
Aquivalenzrelation.

4) Wir zeigen nun, daf§ das Winkelaxiom (W) aus (7.1) giiltig ist. Dazu
seien die Geraden g = A'+ KA, h= B+ KB, k= (C’"+KC und ein D’
€ LL vorgegeben. Fiir D := A~'BC besitzt [ := D'+KD wegen KA™'B =
KC'D AN (KA=KB& A'BeK& C'De K& KC=KD) A
(KA=KC & A'C e K& B™'D € K< KB = KD) und wegen 2)
die gewiinschten Eigenschaften. Ist [y := D’ + KDy eine weitere Gera-
de durch D" mit (g,h) ~ (k,ly), also mit KC7'Dy, = KA™!B, so ist
KDy = KA™'BC = KD und damit [y = [, d. h. (W) ist erfiillt.

5) Nach (7.1) ist jetzt nur noch das Umkreisaxiom (U) fiir drei beliebige
nichtkollineare Punkte A, B, C' nachzuweisen, d. h. fir X € L\{A, B,C}
ist [(A4,B,C) ~ (A, X,C)] « [(C,X,B) ~ (C,A, B)] und damit [K>
(A-B)"H(B-C)(A-X)(X-C)] & [(C-X)"'(X-B)(C-A)(A-B)™!
€ K] zu zeigen. Dies folgt aber direkt durch Einsetzen der Identitét
(B-C)(A-X) = (A-B)(X-C)+ (X-B)(C-A). O

F. Der Isomorphiesatz

(9.21) Der Satz (9.20) zeigt, wie man aus quadratischen Korpererweite-
rungen euklidische Ebenen gewinnt. Bevor wir nun auf Beispiele einge-
hen, wollen wir aber sicherstellen, dafl zu nichtisomorphen quadratischen
Korpererweiterungen auch wirklich nichtisomorphe euklidische Ebenen
gehoren.
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Dabei nennen wir zwei quadratische Korpererweiterungen (IL, K), (L, K')
isomorph, wenn ein Kérperisomorphismus o von LL(+, -) auf L'(+, -) mit
0(K) = K’ existiert. Die Restriktion O"K von o auf K ist dann ein Korper-
isomorphismus von K(+, ) auf K'(+, ). Wir beweisen nun

(9.22) Isomorphiesatz fiir euklidische Ebenen.
Sind (L, K), (L', K’) zwei quadratische Kérpererweiterungen und
ist @ eine Bijektion von L auf 1L/, so sind dquivalent:
(1) ¢ ist eine kreistreue Kollineation von E(IL,K) auf E(L',K’), d. h.
@ fiihrt Geraden in Geraden und Kreise in Kreise iber.
(2) ¢ ist ein Isomorphismus von E(L,K) auf E(L',K') im Sinne von
(7.3).
(3) Es gibt Elemente A, B € 1" mit A # 0’ und einen Kérperisomor-
phismus o von L(+,-) auf L'(+,-) mit
oK)=K'| A |[p(X)=Ac(X)+B| V X €L.

Beweis: Es sei E:=E(L,K)=:(L,G,~) A E':=E(L'K') =: (L', G/, ~).
(1)=(2): Da in E und in E’ durch je drei nichtkollineare Punkte genau
ein Kreis geht, bildet o' die Kreise von E’ auf die Kreise von E ab.

Es seien nun ¢,h,k,l € G, und ¢, h', k', ' € G’ seien die zugehorigen
Bilder beziiglich ¢. Wir gehen von g f hAhJ ALK kEANK} g aus, denn
andernfalls ergibt sich (g, h) ~ (k,l) < (¢, ') ~ (K',1') aus (8.1) und aus
der Pallelitétstreue von ¢. Dann gibt es ein go € G mit g NANINk=2
Ago || g, und fiir gj = ¢(go) gilt entsprechend g\NA' NI'NE =S Ag) | g
Mit (8.10) und der Kreistreue von ¢ folgt nun

(g,h) >~ (k1) & KV S(g0,h,l, k)<= KVS(g,, b, U E) < (¢, 0) = (K1),
d. h. ¢ ist ein Isomorphismus von E auf E’ im Sinne von (7.3).
(2)=(3): Es sei A:=¢(1)—¢(0) und B:=p(0). Dann ist A#0, und
n:L = L' : X — AX+DB ist gemiB (9.18) eine gleichsinnige Ahn-
lichkeit von E' mit n(0") = ¢(0) A n(1") =¢(1). Dies bedeutet aber, da8
o:=n"'op ein Isomorphismus von E auf E' mit ¢(0) = 0/ Ao(1) = 1
ist und dafl (X) = A-0(X)+B V X € L gilt. Da o eine konformitéts-
erhaltende Kollineation ist, ist o(K) = o(<0,1>) = <0/,1'> = K/, und
jeder Figur, die die Verkniipfung + bzw.- von zwei Elementen aus E be-
schreibt (vgl. (9.14) und Figur 9.3), entspricht vermittels o eine Figur
gleichen Typs in E’. Demnach gilt o(X+Y) = o(X)+o(Y) Ao(XY) =
= o(X)oY) VXY € L, d. h. o ist ein Kérperisomorphismus von
L(+,-) auf L'(+, -).
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(3)=(1): Essei X*:=0(X) VXelL. FirC,D,E, X SL AN Fel*
erhalten wir dann [(C*—D*)"Y(D‘—E*)(C*—X*)(X‘—E*) ! € 0(K) = K’
& (C-D) Y (D-E)(C-X)(X—E)'eK]und o(F+KF) = E‘+0(K)F"
GeméfB (9.17), (9.18) und (9.20) bedeutet dies, dal ¢ und damit auch ¢
eine kreistreue Kollineation ist. O

(9.23) Corollar 1. Zwei quadratische Kérpererweiterungen sind genau
dann (algebraisch) isomorph, wenn die zugehdrigen euklidischen
Ebenen (geometrisch) isomorph sind.

(9.24) Corollar 2. Ist (L,K) eine quadratische Kérpererweiterung, so
sind die Automorphismen von E(LL,K) die Abbildungen der Form
LoL:|X—Ao(X)+B]|,
wobei A, B € L. mit A # 0 sind und wobei o ein Automorphismus
des Korpers L(+,-) mit o(K) = K ist.
Die Automorphismen von E(L,K) sind genau die kreistreuen
Kollineationen von E(IL, K). Ist E(L,K) eine normale euklidische
Ebene, so sind die Automorphismen von E(L,K) genau die ortho-
gonalititstreuen Kollineationen von E(L,K) (vgl. Aufgabe 4.10).

s @book 1s probucen with iText®
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(9.25) Bemerkung. Ist (P, G, ~) eine euklidische Ebene und konstruiert
man zu dieser geméf (9.12) eine quadratische Korpererweiterung (L, K),
so fiihrt eine andere Wahl von 0 und 1 nach (9.22) auf ein isomorphes
Korperpaar (I, K').

Demnach ist (L,K) durch (P,G,~) bis auf Isomorphie eindeutig be-
stimmt, und daher wird (L, K) auch , die“ zu (P, G, ~) gehdrige quadra-
tische Korpererweiterung mit K als zugehorigem Koordinatenkorper
genannt.

G. Konstruktion von Modellen

(9.26) Unser Vorhaben, Modelle nichtisomorpher euklidischer Ebenen
vorzustellen, lduft nach (9.22) darauf hinaus, Beispiele nichtisomorpher
quadratischer Korpererweiterungen anzugeben.

Man konstruiert solche Erweiterungen in der Regel derart, dafl man sich
einen Korper K(+, ) gegeben denkt, dann fiir L := KxK in geeigneter
Weise Verkniipfungen +, - erkliart und schliellich K(+,-) in L(+,-) ein-
bettet, ein Verfahren, wie es z. B. auch bei der Konstruktion von C aus
R benutzt wird.

Damit unser Vorgehen fiir den allgemeinen Fall verstdndlich wird,
bemerken wir zunéchst folgendes:

(9.27) Gegeben sei eine quadratische Korpererweiterung (IL(+, -), K).
Man gewinnt eine Darstellung von I mit Hilfe des Koordinatenkorpers
K, indem man ein festes i € L\K wihlt und dann {1,i} als Basis des
zweidimensionalen K-Vektorraumes I benutzt.
Beziiglich dieser Basis ist jedes X € IL auf genau eine Weise in der Form
(1) X=z+iymitz,yeckK
darstellbar. Insbesondere gibt es feste Elemente p, ¢ € K mit
(2) @#=p+iq,
und dann lassen sich die Verkniipfungen von L(+, ) in der Form
(3) (x+4iy)+ (u+iv) = (z+u)+i(y +v),
(4) (x+41y) - (u+iv) = (zu+ pyv) +i(xv + yu + qyv)
mit x,y, u,v € K darstellen.
Aus der (durch Nachrechnen zu bestétigenden) Beziehung
B) (x+iy)-(x+qy—iy) =2+ qry—py* € K Vz,y e K
ergibt sich eine Formel fiir die Inversenbildung in L* := L\{0}, denn
im Falle (z,y) # (0,0) ist 2? + gry — py* als Produkt aus zwei von Null
verschiedenen Faktoren selbst von Null verschieden, und mithin gilt

= T +qy : y A
6) (x+iy)~'= —1 Vao+iy €L
© (etw) w? +qry —py*  2*+qry —py’ Y

sowie (mit y = 1)
(7) p#a’+qx VzeK
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Nach (7) ist K kein ganz beliebiger Korper, sondern ein Korper, in dem
sich Elemente p,q mit (7) finden lassen. Zum Beispiel kann man nicht
K = C wéhlen, denn zu jedem Paar (p,q) € CxC gibt es ein z € C mit
p = 2% + qz, da jede quadratische Gleichung in C lésbar ist.

Wir wollen uns nun iiberlegen, dafl (7) die einzige Einschriankung ist, die
an K zu stellen ist:

(9.28) Gegeben sei ein Korper K(+, -), in welchem Elemente p, ¢ mit
(1) p#2*+qx VzeK
existieren. Auf KxK seien durch
(z,y) + (u,v) = (2 +u,y + )
(@,9) - (u,v) := (zu + pyv, 2v + yu + qyv)
fir z,y,u,v € K zwei Verkniipfungen +, - erklart (vgl. (9.27) (3), (4)).
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Es zeigt sich dann, daB L, ,(K) := L, , := (KxK)(+,-) ein kommuta-
tiver Korper ist, wobei sich die Méglichkeit der Inversenbildung fiir je-
des (z,y) € (KxK)\{(0,0)} aus (1) ergibt (vgl. (9.27) (6) und Aufgabe
A 9.3.). Die Abbildung K — L, , : © — (2, 0) erweist sich als ein Kérper-
monomorphismus (vgl. Aufgabe A 9.3.), und folglich diirfen wir uns den
Korper K im weiteren durch die Identifikation = (x,0) V x € K in den
Korper L, , eingebettet denken.
Setzen wir noch ¢ := (0, 1), so erhalten wir

@) (5,y) = (5,0) + (0,1) (5,0) =+ iy
V z,y € K und insbesondere

(3) #=(0,1)-(0,1) = (p.q) = p+ia,
d. h. (L, 4(+, ), K) ist eine quadratische Korpererweiterung, die wir auch
die zu (K, p,q) gehirige quadratische Korpererweiterung nennen.
(9.29) Im Falle K=RAp=—1A¢=0ist L, ,(+, ) definitionsgemas der
Korper C (+,-) der komplexen Zahlen. Ist K=R und sind p,q € R mit
p#£x* +qr V¥ x € R, so erweist sich L, ,(+,) als ein zu C(+,-) iso-
morpher Korper (vgl. Aufgabe A 9.4.). Demnach gibt es zu R (bis auf
Isomorphie) genau die quadratische Korpererweiterung (C, R). Wir wer-
den spater sehen, daff E(C,R) die Anschauungsebene ist.

Ist K(+,-) ein Korper, so sei K® := {2?| x € K}. Wir zeigen

(9.30) Satz. Ist K(+,-) ein Korper und sind p,p’'€ K\K® mit p/p'e K,
so sind (Lyo(+,),K) und (L, o(+, ), K) isomorph.

Beweis: Ist r € K* mit p’-r?* =p, so ist o: L, o(K)(+, ) = L,/ o(K)(+, ):

(,y) = (x,ry) ein Koérperisomorphismus mit ¢(K) = K. O

(9.31) Der Korper Q(+,-) der rationalen Zahlen besitzt unendlich viele
nichtisomorphe quadratische Korpererweiterungen. Dies folgt aus

(9.32) Satz. Sind p, p' € Q\Q?), so gilt L,o(Q)(+,) = Ly o(Q)(+,)
genau dann, wenn p/p’€ QW@ jst. Wenn p und p’ Primzahlen sind,
dann sind p, p' € Q\Q®?, und im Falle p # p' ist p/p' € Q).
Beweis: 1) Ist o ein Isomorphismus von L, o(Q)(+, -) auf L,/ o(Q)(+, '),
so fithrt Induktion zunéchst auf o(n) =n Vv n € N*, und damit folgt nach-
einander o(1/n)=1/nVneN* o(r)=rVreQ, und o(r)=r VreQ.
Nun seien u, v € Q mit (i) = u+iv. Dann erhalten wir u?+p’v?+2uvi =
=0(i)'o(i)=0(i-i) =0(p)=p, alsou=0 A p’v>=p A p/p' € Q.
2) Sind p, p’ Primzahlen, so fiihrt der Satz iiber die eindeutige Primfak-
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torzerlegung in N* auf p-m? #n* A [p#p’'=pm?#p'n*] Vm,neN*.
3) Mit 1), (9.30) und 2) ist der Satz bewiesen. O

(9.33) Ist K(+,-) ein Korper, in welchem —1 kein Quadrat eines Ele-
mentes aus K ist — jeder angeordnete Korper hat z. B. diese Eigenschaft
— so kann man p=—1 A ¢=0 wihlen, und dann ist (L, ,(K),K) eine
quadratische Korpererweiterung.

(9.34) Ist K(+, -) ein endlicher Korper, also ein sogenanntes Galois-Feld
mit endlichen vielen Elementen, so ist die Abbildung K — K : . — 2%+
wegen 02 + 0 = 0 = (—1)? + (—1) nicht injektiv und deshalb auch nicht
surjektiv. Demnach gibt es ein p € K mit p # 22 +2 V 2 € K, und dann
ist (L,1(K),K) eine quadratische Kérpererweiterung.

Im Falle |K| = n € N enthilt E(L,(K),K) genau n? Punkte, und jede
Gerade besteht aus genau n Punkten (vgl.(9.28), (9.20)). Dabei ist n > 2,
da stets 0,1 € K gilt.

Man nennt eine euklidische Ebene genau dann endlich, wenn sie nur
endlich viele Punkte enthalt.

(9.35) Ist a eine Primzahl, so wird aus der Menge Z, := {0,1,...,a—1}
durch Rechnen ,modulo a* der Korper GF(a) :=Z,(+aq, -a), der aus ge-
nau a Elementen besteht und Primkorper der Charakteristik a oder
Galois-Feld mit a Elementen genannt wird.

Ausgehend von GF'(a) kann man nun gemés (9. 4) nacheinander Korper
GF(a*),GF(a*),GF(a®),...,GF(a®"),... mit a? (a®)?, (a*)?)? ...,a*", ...
Elementen konstruieren, wobei (GF(a?"""), GF(a®")) fiir jedes n € N
eine quadratische Korpererweiterung ist.

Damit erhélt man allerdings noch nicht alle endlichen euklidischen
Ebenen. In der Algebra wird ndmlich bewiesen, dafi ein Koérper K mit
|K| =m €N genau dann existiert, wenn m eine Primzahlpotenz ist, und
ferner, dafl je zwei endliche Korper gleicher Méchtigkeit isomorph sind.
Dies bedeutet nach (9.22) und nach (9.34), dafl es zu jeder Primzahl a
und zu jedem n € N* bis auf Isomorphie genau eine euklidische Ebene
mit a*® Punkten gibt. In einer solchen Ebene besteht jede Gerade aus
genau a" Punkten, und #hnlich wie in (4.17) folgt aus (8.2) und (8.4),
daB dann jeder Kreis a"+1 Punkte enthélt (vgl. Aufgabe A 9.5.).

Zur Konstruktion nichtendlicher quadratischer Korpererweiterungen aus
endlichen Korpern vgl. (11.7)(6).
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Die kleinste euklidische Ebene besteht aus vier Punkten; die Geraden sind
die zweielementigen Teilmengen, und die Kreise sind die dreielementigen
Teilmengen (vgl. A 8.4.). Die néchstgroBere euklidische Ebene besteht
aus 9 Punkten; hier sind die Geraden gewisse dreielementige Teilmengen
und die Kreise gewisse vierelementige Teilmengen.

Man kann versuchen, diese beiden kleinsten euklidischen Ebenen, die man
ausgehend von GF(2) bzw. von GF(3) geméf (9.34) gewinnt, schematisch
darzustellen, indem man z. B. Punkte, die eine Gerade oder einen Kreis
bilden, durch eine Linie verbindet. (Nicht die Linie, sondern lediglich die
auf der Linie besonders markierten Punkte bilden eine Gerade bzw. einen
Kreis).

Die folgenden Diagramme, deren Gestalt man durch Nachrechnen bestéti-
gen kann, stellen aus Griinden der Ubersichtlichkeit lediglich die Punkte
und Geraden der beiden kleinsten euklidischen Ebenen dar:

a) E(GF(4),GF(2)).

b) E(GF(9), GF(3)) ist die
kleinste normale euklidische
Ebene. Hier gibt es 12 Gera-
den und 18 Kreise, wie wir
spéter sehen werden (vgl.

01 11

10
% (11.14)). Z.B. ist
kll;lO = {10, 21, ]_27 0]_} und
Figur 9.4: zy := (z,y) k11.00 = {00, 20, 22, 02}.
H. Aufgaben

A 9.1. Man beweise unter Verwendung von Induktion: Ist K ein Korper
mit K O @ und ist o ein Homomorphismus von Q(+,-) in K(+, ) mit
o(1) # 0, so ist 0 = idyg.

A 9.2. Man beweise: Ist o ein Homomorphismus von R(+, ) in sich mit
o(1) # 0, soist o = idg. (Hinweis: Sind x,y € R, so ist x <y genau dann,
wenn es ein z € R mit 2% = y — x gibt.)

A 9.3. a) Man zeige, da L, ,(K) aus (9.28) ein Korper ist. (Zur Inver-
senbildung vgl. (9.27)(5),(6).)

b) Man zeige, daB K — L, ,(K) : x — (z,0) ein Kérpermonomorphismus
ist.
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A 9.4. K(+, ) sei ein Kérper, und es seien p, ¢ € K mit p # 2?+qx Vz € K.
Man zeige: a) Ist ¢#0 und ist p’:=p/q? soist p’ #x*+x V 2z €K, und
o:L,,(+,) = Lya(+,-") : (z,y) — (x,qy) ist ein Isomorphismus.

b) Erfiillt das Element 2:=1 + 1 von K die Bedingung 2#0 und ist
pli=p+(q/2)% soistp’#a? Ve eK,und o : L, (+,:) = Ly o(+,-') :
(x,y) — (z+ qy/2,y) ist ein Isomorphismus.

c) st K=RAg=0,s0ist o : L, ,(+,-") = C(+,-) : (z,y) = (x,v/—DpY)
ein Isomorphismus.

A 9.5. Man zeige: Ist (P, G, ~) eine euklidische Ebene und gibt es ein
g0 € G mit |go]=n € N, so gilt |[g|=n>2 Vg€ Gund |k|=n+12>3
VkeR (vgl.(4.17)).

A 9.6. Man zeige: Ist (P, G, ~) eine euklidische Ebene und sind 7, Z’ € P,
so ist A(Z)(0)=A(Z")(o) und AT (Z)(0)=AF(Z") (o) (vel. (9.3), (9.11)).
A 9.7. Man zeige: Ist (P,,G,,~,) eine euklidische Ebene mit A", bzw.
A, bzw. T, als Gruppe der gleichsinnigen Ahnlichkeiten bzw. der Di-
latationen bzw. der Translationen (v = 1,2) und ist ¢ ein Isomorphis-
mus von (P, Gy, ~) auf (Py, Gy, ), so gilt poAtjop~! = A, und
poAjop~t = A,y sowie poTiop~t =T,

A 9.8. Man zeige: Ist (P,G,~) eine euklidische Ebene, so ist A ein
Normalteiler der Automorphismengruppe von (P, G, ~).

LOCATION: ZURICH

ROMY WOLLTE UNSERE IT-STRATEGIE MITGESTALTEN. WIR GABEN IHR DIE
MOGLICHKEIT DAZU.

credit-suisse.com/careers

Download free eBooks at bookboon.com

126 Click on the ad to read more



http://bookboon.com/
http://bookboon.com/count/advert/80a2fd82-96d7-e011-adca-22a08ed629e5

Bemerkung. Nach A 9.4. a) und b) darf man im Falle 2 € K\{0}
0.B.d.A. von q=0 und im Falle 2=0 0.B.d.A. von q€ {0, 1} ausgehen,
wenn es darum geht, alle nichtisomorphen quadratischen Korpererweite-
rungen von K zu erfassen.

10 TEILVERHALTNISSE

Im folgenden sei (L(+,-),K) eine quadratische Korpererweiterung mit
E = (P,G,~) := E(L(+, ), K) als der zugehorigen euklidischen Ebene
(vgl. §9).

Die eingefiihrten algebraischen Operationen lassen sich mit geometri-
schen Konzepten und Aussagen verbinden. So werden wir hier ausgehend
von dem Begriff des Teilverhéltnisses zwei Ahnlichkeitssétze, die Strah-
lenséitze sowie Satze von MENELAOS, CEVA und BRIANCHON beweisen.

A. Charakteristik eines Korpers

(10.1) Es sei 0 = Og, bzw. 1 = 1y, das Null- bzw. Einselement von K und
von L, und es sei 2, := 1y + 1 sowie 31 := 1p + 1p + 1p. Ist 2 = O
(bzw. 31, = 0r), so bezeichnen wir 2 (bzw. 3) als die Charakteristik von
K, von L und von E, in Zeichen: char K = char L = charE = 2 (bzw.
= 3). Gilt dagegen 2y, # 0y, (bzw. 31, # 0r), so sagen wir, da} K, L und
E eine von 2 (bzw. von 3) verschiedene Charakteristik besitzen,
in Zeichen: char K = char L = char E # 2 (bzw. # 3).

Ist 2y, # Op, so ist 1/2 := 2, ! ein wohlbestimmtes Element von K, und
man kann Ausdriicke der Form A/2 := A-1/2 mit A € L bilden, d. h.
hier besteht die Moglichkeit des Halbierens. Offenbar ist A/2 + A/2 =
=A(1/24+1/2)=A-(1+11) - 1/2=A YV A€ L.

Entsprechend bedeutet 3y, # 0p,, dafl 1/3 := 3. ein wohlbestimmtes Ele-
ment von K ist und daf§ man Ausdriicke der Form A/3 := A - 1/3 mit
A € L bilden kann, d. h. hier besteht die Moglichkeit des Drittelns.
Wenn man Korper der Charakteristik 2 (bzw. 3) zuldft, so lauft dies
darauf hinaus, dafl man bei Satzen und Beweisen auf die Moglichkeit des
Halbierens (bzw. Drittelns) verzichtet.

Ist L ein Korper der Charakteristik 2, soist 1,=—1, und A=—A V A€L,
also + = —, d. h. beim Rechnen in einem solchen Korper kann man keine
Vorzeichenfehler machen.

Ist K endlich, so gilt char K = 2 (bzw. char K = 3) genau dann, wenn
K| durch 2 (bzw. durch 3) teilbar ist. (Beispiele: Z,, Z3 und allgemein
GF(2"),GF(3") mit n € N*).

Ist K(+,-) ein beliebiger Korper und existiert eine kleinste positive Zahl
r € N* mit rp, := ZZ:11L =:r-1 =0, so nennt man r die Charakteristik
von K, von I und von [E, in Zeichen: char K := char L := char E := r.
Man kann sich iiberlegen, dafl eine solche Zahl r, wenn sie existiert, stets
eine Primzahl ist.
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Existiert eine solche Zahl r jedoch nicht (wie z.B. im Fall K € {Q, R, C}),
so setzt man char K := charlL := charE := 0 und spricht von der
Charakteristik Null. Es gilt stets (x) |X - char L = O]L| VX eL,
denn ist n := charL,soist X -n = (X-1p)-n=X-(1p-n) = X -0, = O.
Statt ny, oder 1y, - n schreibt man in der Regel einfach n. Im Zweifelsfalle
mufl man sich also iiberlegen, ob n € N oder n € K gemeint ist. Der
folgende Satz zeigt, wie sich der Fall der Charakteristik 2 geometrisch
auswirkt:
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(10.2) Satz. (1) FEin echtes Viereck (A, B,C, D) der euklidischen Ebene

E ist genau dann ein Parallelogramm, wenn A — D = B — C' ist.

(2) Die Diagonalen eines Parallelogramms (A, B, C, D) schneiden sich
genau dann, wenn charE # 2 ist.

Beweis: (1) Nach (3.12) und (3.13) ist (A,B,C,D) genau dann ein Par-
allelogramm, wenn 74 g(D) = C ist. Nach (9.18) ist 74 p die Abbildung
X — X + B — A, und folglich ist T4p(D)=C & D+B—-A=C &
A-D=B-C.

(2) Voraussetzungsgeméf sind C'— A, A — B linear unabhéngig, und es
git D—A =C—-B,aso D—B = (C—A)+2(A— B). Demnach ist
<A,C>N<B,D> =0 & K(C-A) =KD-B) & 3xeK:
MC—-A)=(C—-A)+2(A-B) & 2=0. O

(10.3) Anmerkung. Nach (10.2)(2) und (3.10) sind euklidische Ebenen der
Charakteristik 2 keine normalen euklidischen Ebenen, also sogenannte
nichtnormale euklidische Ebenen. Umgekehrt zeigen (10.2)(2) und
(3.10), daf8 die Charakteristik einer normalen euklidischen Ebene stets
von 2 verschieden ist.

Spéter werden wir sehen, dafl die normalen euklidischen Ebenen genau
die euklidischen Ebenen mit einer von 2 verschiedenen Charakteristik
sind.

B. Definition und Grundeigenschaften von Teilverhéltnissen

(10.4) Sind A, B, C' drei verschiedene Punkte von E, so wird é g das

Teilverhiltnis von C beziiglich (A, B) genannt. Das Teilverhéltnis heifit
linear, wenn A, B, C kollinear sind.

Durch Nachrechnen bestétigt man leicht die folgenden Aussagen fiir je
drei verschiedene Punkte A, B, C":

(1) Ist T := 4-C o gilt TETL\{0,1} AN 1-T#0#£1-T"! sowie

B—C'
C A-B C-B 1_B-A
e NIT=5=5 A (=T =55 A 1T =25
)"

T—l
AT =524 A 0= A+ (1-T7) (B-A).

(2) Die Zuordnung t:L\{A, B} — L\{0,1}: X —
Bigektion mit t (<A, B>\{A, B}) = K\{0, 1}.

B—
A—
T 1

A-X

B_X 18t eine
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(B)Eszstg gGK(:)
.. B-A C-B
(4)EszstCA-AB

(5) Ist D € L\{A}, so ist

€ <A,B>.

C
A-C _
B-C
B—A
C-A
(10.5) Ist (A, B, C, D) ein Parallelogramm und ist <A, C>N<B, D> =
={M} mit M €L, soist char L # 2 gemaB (10.2). Mit A—D = B—C folgt
<A,C>3 A+3(C—A)=L1(A+C) = {(B+D)=B+i(D-B) € <B, D>,
also M = 3(A+C) = 3(B+D).
Im Hinblick auf (3.10) erweist es sich demnach als sinnvoll, M = 1(A+C)
als die Mitte von {A,C} zu bezeichnen, und zwar auch dann, wenn
A=Cist. Ist A# C, so ist
= J(A+0) & A-M=—(C-M) & 52 = 1.
Folglich ist M im Falle A # C genau dann die Mitte von {A, C'}, wenn M
beziiglich (A4, C') (und damit auch beziiglich (C, A)) das Teilverhéltnis —1

hat. Da é % im Falle A # C nicht gleich +1 sein kann, besitzt {A, C'}

im Falle A # C genau dann eine Mitte, wenn charE # 2 ist.
Wir erhalten nun

(10.6) Satz. Gegeben sei eine gleichsinnige Ahnlichkeit

Ist A:=¢(1) — p(0) und B:=¢(0), so gilt:

(1) Es ist|p(X)=AX+B|und |o(X)—p(Y)=A(X-Y)| V X, YeL.
Deshalb wird A auch der Streckungsfaktor von ¢ genannt.

L X)) —elZ) _ X-Z

2) Es ist VXY ZESL,

BB v ez V=7
d.h. ¢ 1st teilverhdltnistreu.

(8) Im Falle char E = 2 ist ¢ genau dann involutorisch (vgl. (5.14)),
wenn @ eine von idy, verschiedene Translation ist.

(4) Im Falle char E # 2 ist ¢ genau dann involutorisch,wenn A = —1
ist. Fir A=—1%#+41 ist ¢ eine involutorische Dilatation mit dem
einzigen Fizpunkt M = lB und dann wird ¢ die Punktspiege-

lung M an M genannt (vgl. (3.7) und (9.2)). Es ist
M(X)= — X+2M|und [M(X)=Y & M=1(X+Y)] VX,V €P.

Beweis: (1) folgt aus (9.5) und (9.18), und (2)-(4) ergeben sich mit kurzer
Rechnung aus (1). O
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C. Ahnlichkeitssiitze und Strahlensitze

(10.7) Teilmengen M, M’ von L heilen gleichsinnig dhnlich, wenn es
ein ¢ € A" mit p(M) = M’ gibt. Sind A, B,C € L und A, B’,C" € L,
so heilen die Tripel (A, B,C), (A, B’,C") gleichsinnig &dhnlich, wenn
es ein ¢ € AY mit p(A) = A A p(B) = B' A p(C) = C' gibt. Sind
A, B,C < L, so heifit (A, B, C) ein geordnetes Dreieck, wenn A, B, C
nichtkollinear sind. Mit diesen Vereinbarungen folgt

(10.8) Erster Ahnlichkeitssatz. Sind A, B,C ¢ L und A", B',C" € L,
so sind dquivalent:
(1) (A, B,C) und (A", B',C") sind gleichsinnig dhnlich.
(2) Die Teilverhiltnisse g g un d A g,
(3) Es gibt ein X € L* mit X-(A—C’) A-C'NX(B-C)=B'-C".

Beweis: Nach (9.5) und (9.18) gibt es genau ein ¢ € A mit ¢(C)=C" A

A @(B)=DB’, namlich ¢ : L - L : X—>BB g(X C)+C'". Dann ist

Ve p)=Aer-c=8=Cuc)e@e@) o

(10.9) Zweiter Ahnlichkeitssatz. Zwei geordnete Dreiecke (A, B,C),
(A, B',C") sind genau dann gleichsinnig dhnlich, wenn wenigstens
zwei der Bedingungen (B, A,C) ~ (B', A", C"),
(C,B,A) ~(C'",B'A"Y, (A,C,B) ~ (A", C", B') erfiillt sind.

Beweis: GemiB (9.5) sei ¢ € A festgelegt durch p(A) =A’ und (B) =B
Genau wenn wenigstens zwei der angegebenen Bedingungen gelten, ist
e(C)=C" (vgl. (9.1)(1), Axiom (W), (8.11)(2) und (8.1)). O

(10.10) Strahlensitze. Sind Z, A, B, C, D fiinf verschiedene Punkte von
L mit Be€ (Z,A) und C & (Z,A), so gilt (vgl. Figur 10.1 a))

(1) De(Z,C)N (B[ (A Q) & F=% = :

sind gleich.

(2) De(Z,C)n (B[ (A,C)) <
Man nennt (1) bzw. (2) den 1. bzw. 2. Strahlensatz mit Umkehrung.

Beweis: Nach (8.1) und (10.9) gilt D € (Z,CYN (B || (A, C)) genau dann,
wenn die geordneten Dreiecke (Z, A, C') und (Z, B, D) &hnlich sind. Letz-
teres ist nach (10.8) genau dann der Fall, wenn die Gleichung aus (1) oder
die Gleichung aus (2) erfiillt ist. O
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Als Ergénzung zu (10.10) zeigen wir

(10.11) Satz. Sind g,h,k € G mit g )f hAg Yt k und ist p, die Parallelpro-
jektion von h auf k in Richtung g (vgl. (3.2)(2) und Figur 3.1b)),
so gibt es genau ein 1 € AT mit @D‘h = (g.
Jede Parallelprojektion ist teilverhdltnistreu.

Beweis: Ist h || k, so gibt es offenbar eine Translation 7 mit T!h =g Ist
dagegen hNk={A} mit A€L, so sei Be€ h\{A} und C'=¢,(B). Nach
(9.4)(2) existiert dann ein v € A mit 1(h) = kA (A, B, C)~(A, X, (X))
V Xe€h, also mit <B,C> || <X,¢(X)> V X€h. Dann ist ¢|h:gpg.
Mit (9.5) und (10.6)(2) folgt die Behauptung. 0O

2 a) A b) c

Bl
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D. Sédtze von Menelaos, Ceva und Brianchon

Als Anwendung von (10.11) erhalten wir (vgl. Figur 10.1 b)):
(10.12) Satz des Menelaos. Sind A, B,C, A", B',C" SL mit AZ (B, C)
NA € (B,CYNB' €(C,A)NC" € (A, B), so sind A', B',C" genau
A-C'" B-A" C-B
B-C'" C-A A-B
Beweis: Wegen B' & (B, C) existiert D € (B, C) mit (A, D)||(A", B).
: , P Vo (10.4)(2), (10.1)
Dann ist C' € (A", B") < (A',C")||(A, D)
B-C" _ B-A" _ B-A' C-A" 101) B-A"' C-B'
A-C" D-A" C-A D-A C-A A-B"
Die folgende Aussage, die mit (10.12) eng verbunden erscheint, wurde
erst etwa 1800 Jahre spéter entdeckt:
(10.13) Satz des Ceva. Sind A, B,C, A", B',C"' SL mit AZ(B,C)
NA"€(B,C)NB €(C, Ay NC"€ (A, B), so liegen die Geraden
<A, A'> <B,B'>, <C,C"> genau dann im Bischel, wenn

() 4= D=8 C2B0— 1 gitt (ogl. Figur (10.2 a),b))).

=1 1st.

dann kollinear, wenn

=

_ B-A (C'-A d 8= C-B A-B

Beweis: Wir setzen « :

T oA B-A"MC VT AR OB
a) Es sei (A, A") N (C,C") =: {D}, also a = %:g gemaf (10.12).
Dann ist [D € (B,B’) < 1 B— C D (=B) =-1< (%))

[
-D
b) Es sei (A, A') || (C,C"), also a—l gemaB (10.11) (vgl. Figur 10.2 b)).
[

)
Dann ist [(B, B || (C, ¢y VBN 14 o (—f) =1 & (x)]. O

Figur 10.2

(10.14) Anmerkung. Die Punkte A, B,C, A’ B',C" seien wie in (10.13)
gegeben, und die Geraden <A, A’>, <B, B'>, <C, C"> mogen im Biischel
liegen. Nach (10.12) und (10.13) sind A’, B’,C’ genau dann kollinear,
wenn —1 = +1, also char E = 2 ist. Damit haben wir neben (10.2) eine
weitere Kennzeichnung des Falles der Charakteristik 2.

Ebenso wie (10.13) 1a8t sich auch der folgende SchlieBungssatz mit Hilfe
des Satzes von MENELAOS beweisen:
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(10.15) Affiner Satz von Brianchon. Sind g,...,gs sechs verschie-
dene Geraden mit gy | gs || g5 & g2 1| g4 || go wnd. ist Ary = g, (1 g,
firr,s €{1,...,6}, so liegen die Geraden <Az, Ay5>, <AgAs6>
und <AsyAg1> im Biischel (Figur 10.3 a), b)).

Beweis: 1) Es gebe ein B € <Ay, Ags> N <Asz, Ase> (Figur 10.3 a)).
Nach (10.12), bezogen auf {Ass, A12, Ass5}, und nach (10.2)(1) gilt dann

1= Ap—B Ays—Ass Aps—Ass _ A1p—B Aiy—Aes Ass—As

Ays—B Ags—Ase A1a—Azs  Ags—B App—Ag Ay—Aszy’

und nach (10.12) bzgl. {Ay4, A2, Ays} impliziert dies die Behauptung.
2) Ist <A12, A45> || <A23, A56> und ist C':= <A12, A45> N gs (Flgur 10.3
b)), so folgt Ajp—Ass = Agi—Ass N Ag3—C = Ass—Ays = Age— Ay geméilB
(10.2)(1). Eine Addition der Gleichungen fiihrt auf A;os—C'= A —Asy
und damit auf <A12, A45> || <A61, A34>. O

gstaufenbiel

Institut

Fur lhren E—

staufenbiel

Karrierestart == "2
unbezahlbar.

Fur Sie kostenlos.

Karriere zum Download . ‘
Jetzt dem kostenlosen Staufenbiel Career Club beitreten und die staufenbiel.de e
&tuellste Ausgabe als ebook sichern: staufenbiel.de/ebooks

Download free eBooks at bookboon.com

134

Click on the ad to read more



http://bookboon.com/
http://bookboon.com/count/advert/76a2fd82-96d7-e011-adca-22a08ed629e5

Figur 10.3

E. Aufgaben

Man zeige fiir eine beliebige euklidische Ebene E = E(L, K):

A 10.1. Der Satz von PApPPUS lafit sich aus den Eigenschaften der Dila-
tationen herleiten.

A 10.2. Sind A, B, C, D vier verschiedene Punkte von L, so wird

AB] _ A-C . B—C _ (A=0)(B-D) NS
[DC’] =A-D ' B-D '~ (A—D)(B-0) (Merkregel: TT )
das Doppelverhiltnis von A, B,C, D genannt.

Fiir paarweise verschiedene Punkte A, ..., H € L gilt:

(1) Sind A, B, C nichtkollinear, so ist der A, B, C enthaltende Kreis ge-

geben durch k(A, B,C) = {A, B,CYU{X € L\{A, B,C} | [A B} €K}

XC
(2) Genau im Falle [é g] € Ksind A, B, C, D konzyklisch oder kollinear.

.. [AB] [DC] _[BA] _[CD (Vertauschung von Zeilen
(3) Es ist LD C] _[AB} _[C'D] _[BA] bzw. Spalten).
i ] -1
4) Es ist AB| _14B Vertauschung innerhalb einer Zeile).
CD DC
5) Es ist A0 _ 1— AB Vertauschung innerhalb einer Spalte).
DB DC
(6) Es ist ég : [ég] = [ég} (Reduktionsregel).
ACV[HF] _[AH] [HC][CF][FA [
(7) [DB}[EG} = [D E] [DG} [BG] [BE} (Peczar-Identitét).

A 10.3. Dritter Satz von Miquel. Sind A, ..., H S L und sind fiinf der
Mengen {A,B,C,D}, {A, B,E,F}, {B,C,F,G}, {C,D,G,H}, {D, A,
H,E}, {E,F,G, H} konzyklisch oder kollinear, so gilt dies auch fir die
verbleibende sechste Menge (vgl. Figur 10.4 a)). [Verwenden Sie A 10.2.(7).]
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Figur 10.4

A 10.4. Verallgemeinerter Satz von Menelaos. Gegeben seien n ver-
schiedene Punkte Ay, ..., Api1 mit Ayy1 = Ay (n > 3). Ist g eine Gerade,
die fiir jedes v € {1, ...,n} die Gerade <A,, A, 11> in genau einem Punkt

. . Al_Tl .AQ—TQ.Ag—Tg_ An_Tn o
T, # A,, A1 trifft, so ist AT, ATy ATy AT, =1 (vgl

Figur 10.4 b)). [Man verwende Parallelprojektion auf <Aj, A,> in Richtung g].
A 10.5. Gegeben seien A, B,C, A", B',C",D £ L mit A¢Z <B,C> und
A'=<D, A>N<B,C>A\NB'=<D,B>N<C,A>NC"=<D,C>N<A, B>.

A-D _A-B | A-C' .
T-D- -5 T B (vgl. Figur 10.2 a)).

Dann gilt

11 KONGRUENZ UND METRIK

Im folgenden sei (L(+,-),K) eine quadratische Korpererweiterung mit
E:= (P,G,~) := E(L(+,-),K) als der zugehorigen euklidischen Ebene.

Gemaéf (9.27) und (9.28) denken wir uns L in der Form L = L,, ,(K) mit
p,qg € K A i®> = p + iq vorgegeben, wobei p # 2% +qr V z € K ist.
Wieder sei R die Menge der Kreise von E.

Wir wollen zeigen, dafl zu jeder euklidischen Ebene in natiirlicher Weise
eine Kongruenzrelation gehort, und wollen alle Ahnlichkeitsabbildungen
und Bewegungen ermitteln. Dabei werden sich entsprechende Transiti-
vitétssitze ergeben, und insbesondere werden wir sehen, dafl die norma-
len euklidischen Ebenen genau die euklidischen Ebenen mit einer von 2
verschiedenen Charakteristik sind.

Neben einer Art Abstandsmessung werden wir auch eine Winkelmessung
einfithren. Wir schlieen diesen Paragraphen mit einer Reihe interessan-
ter Sétze der Kreis- und Dreiecksgeometrie.
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A. Kongruenz

Die Kongruenz in normalen euklidischen Ebenen 1483t sich mit Hilfe der
Winkelvergleichung ~ beschreiben, denn dort gilt (vgl. Aufgabe 6.5.):

(11.1) Die Eselsbriicke. Sind A, B, C' nichtkollineare Punkte, so ist
{A,C} ={B,C} & (C,B,A)~(B,A,C) (vgl. Figur 11.1 a)).
Beweis: Ggf. nach einer Vertauschung von A B ist A¢ h:=(C'1<A, B>).
Fiir A’::%(A) folgt A’#£ AN AC=A'C N (C, A", A)~(B, A, C). Wegen
kooa N <A, B>={A, A’} und (8.11)(2) ist dann [{A,C} = {B,C} <
< B=A & (C,B,A)~(C,AA) & (C,B,A)~(B,A,C)]. O

A c' C D D

O
o]

A B C D A B A B
Figur 11.1

(11.2) Aufgrund von (11.1) und (3.14) ist es naheliegend, die fiir normale
euklidische Ebenen bereits erklarte Kongruenz nun wie folgt auf beliebige
euklidische Ebenen zu iibertragen:

Die Menge der zweielementigen Teilmengen von P werde wieder mit P,
bezeichnet. Sind {A, B}, {C, D} € Py, so nennen wir {A, B} und {C, D}
kongruent, in Zeichen: {A, B} = {C,D}, wenn es ein 7 € T mit
7({A,B}) = {C, D} gibt oder wenn {B’,C, D} fiir B' := 74¢(B) ein
Dreieck mit (C, D, B") ~ (D, B’,C) ist (vgl. Figur 11.1 b), ¢), d)).

Die erste Moglichkeit kann sich nur im Falle <A, B> || <C, D> (Figur

11.1 b), ¢)) und die zweite nur im Falle <A, B> }f <C, D> (Figur 11 .1
d) ) ergeben.

Die Relation = wird die zu E gehorige Kongruenzrelation genannt.

Ist E' = (P',G',~') neben E eine weitere euklidische Ebene mit der zu-
gehorigen Kongruenzrelation = und ist ¢ ein Isomorphismus von E auf

E’ im Sinne von (7.3), so ist ¢ zugleich auch ein Isomorphismus von
der Struktur (P,=) auf die Struktur (P’,=’) im Sinne von (2.5), da ¢
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und ¢! parallelogrammtreu und konformitétstreu sind (vgl. Figur 11.1),
d. h. fiir alle {A, B},{C, D} € P, gilt

(1) {A, B} ={C, D} & {p(A),¢(B)} ='{»(C), p(D)}.

Bezeichnet my g :={X € P | {4, X} = {X, B}} fiir {A, B} € Py wie in

(2.5) die Mittelsenkrechte von {A, B}, so erhalten wir auerdem

(2) p(map) =My em) ¥ {A B} € Py,

denn fir X € Pist [p(X) € p(map) & X € map & {A, X} ={X,B}
1

8 {o(A), p(X)} = {(X), (B)} & 9(X) € Moty oim).

Die Aussagen (1) und (2) sind natiirlich insbesondere auch im Falle
E = E’ giiltig, wenn also ¢ ein Automorphismus von E ist.
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B. Gegensinnige Ahnlichkeiten

Um spezifische Eigenschaften der zu E gehorigen Relation = anzuge-
ben, wird es vorteilhaft sein, hierfiir eine algebraische Darstellung zu
entwickeln. Zu diesem Zweck befassen wir uns nun zunéchst mit gegen-
sinnigen Ahnlichkeiten:
(11.3) Eine Kollineation ¢ von (P, G) heifit gegensinnige Ahnlichkeit
oder gegensinnige Ahnlichkeitsabbildung von E, wenn

() (g,h) > (p(h), ¢(9)) Vg, heG

gilt, wenn ¢ also, wie wir sagen, gegensinnig winkeltreu ist.

Wir bezeichnen die Menge aller gegensinnigen Ahnlichkeiten mit A~ und
nennen A := At U A~ die Menge der Ahnlichkeiten oder die Menge der
Ahnlichkeitsabbildungen.
Ist o € A, so ist auch o' € A, denn aus (x) folgt
(g9:7) = (e (9)), (™ (1)) = (¢7'(h), 7 (9)) V g,h €G.
Uberdies gilt offenbar

(0) oy € AF Vo, € A= und o), op € A V (p,v) € A x A,
und wegen ((891,1?) ~ (k1) & (o(h), 0(g)) = (o), p(k)) <

< (p9), p(h)) = (p(k),o(l)) ¥V g,hk1eCG, Vpe A

sowie wegen (9.1) ist A dann eine Untergruppe der Automorphismen-
gruppe von E. Insbesondere sind alle Elemente von A kreistreue Kolli-
neationen (vgl. (9.24)).

Wir zeigen nun

(11.4) Satz. Es existiert genau eine gegensinnige Ahnlichkeit, die die
Punkte 0 und 1 festlaf$t. Diese wird die Konjugation ki von I genannt
und ist ein Automorphismus des Korpers L(+,-). Mit der Bezeichnung
X =k (X) V X €L ergeben sich die folgenden Regeln:
(1) Es gilt k(x +iy) = v +iy =z +qy—iy Vaz,y €K

sowie Kpoky, = 1d;, N Kp = mil A i =q—i.
(2) Es ist (g,h) ~ (kL(h),kL(g9)) V g,h €G.
(3) Bsist X=X VX €eL.
(4) Bs gilt XiY=X+V A X V=XV A XV =X4V

N X/Z=X]Z ¥ X,Y,ZelL mitZ#D0.

(5) Esist X =X V X eK.
(6) Bsist [ XX =0 X =0] VXcL.
(7) Es gilt X+X eK A X-XeK VX eL.
(8) Es gilt X' = XX—Y A KXYV =KXY V X,Y € L*:=L\{0}.

(9) Die Fizpunktmenge von ki, ist entweder K oder L, ndmlich K im
Falle [charE # 2V q # 0] und IL im Falle [charE =2 A\ q=0].
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(10) Im Falle charE # 2 ist k1, # idy,.

(11) Es gilt [ky #idy, & i #1i].

(12) Es gilt [charK=2 & i—i=qeK & i—iecK].

(13) Es gilt (z +1iy) — (x +iy) =y-(i—1i) Vx,ycK

(14) Es gilt X—X,X-X e K(i—1i) ¥ X €L.

(15) Ist @ #1i, soist [Y =Y & Y eK] VY eL.

(16) Ist @ # i, soist [Y+Y =0 & Y e K(i—i)] VY eL.

Beweis: 1) Wir benutzen die in (9.27) entwickelte Darstellung und setzen
ru(z+iy) =z +qy—iy Va,ye K (vgl (9.27)(5),(6)).

Man rechnet leicht nach, daf8 (1) giiltig ist und dafl k1, ein Automorphis-

mus von L(+, -) ist, der die Bedingungen (3) bis (16) erfiillt. Nach (9.24)

ist x1, eine Kollineation von (P, G), und wegen

KA'BYKABYKBAYKE "4 VA BelL und

kL (AKA) = {n(A42A) [N e K} @ AHKA v (A, A) € LxL*

und (9.15) (7) ist auch (2) giiltig.

Wenn ein
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2) Ist € A~ mit p(0)=0A ¢(1) =1, so ist pory € A mit pory(0)=0
A porp (1) =1. Mit (9.5) folgt wory, =idy, also ¢ =k ' =kp. O

(11.5) Corollar 1. A~ besteht aus den Abbildungen der Form
Yp:L—-L:|X > AX+B| mit ABELANA#O.
Beweis: 1) Ist ¢ : L - L : X — A-X+B mit (4, B) € L*xL, so ist

Y = pory, nach (9.18) und (11.3)(¢) ein Element von A )
2) Ist umgekehrt ein beliebiges n € A~ vorgegeben, so gilt nory, € A"
geméB (11.3)(¢), und nach (9.18) gibt es dann ein Paar (C, D) € L*xL

mit 7(X) = nok(X) =C-X+D VX cL. O

(11.6) Corollar 2. Es ist A~ = Atoxy, d. h. A~ ist eine Nebenklasse der
Untergruppe A von A(o). Im Falle ky #idy ist xp & AT, Damit
folgt (kp #idy & AT N A =@) und (kp=idy & A = A =A).
Im Falle char E # 2 gilt stets At N A~ =@.

Beweis: (9.18), (11.5), (11.4)(9), (11.4)(10). O

(11.7) Die euklidische Ebene E wird im Falle s, # idj, als separabel
und im Falle k1, = ¢dy, als inseparabel bezeichnet.

Man beachte, daf3 sich diese Unterscheidung hauptséchlich auf die Félle
der Charakteristik 2 bezieht, denn nach (11.4)(10) ist E stets separabel,
wenn char E # 2 ist.

In §8 —§10 haben wir eine Reihe von Sdtzen bewiesen, die insbesondere
auch in inseparablen Ebenen giiltig sind. Im weiteren werden wir die-
se Ebenen allerdings 6fters von der Betrachtung ausschlieffen, da sie im
Hinblick auf die Begriffe ,, Kongruenz“ und , Bewegung* hochgradig aus-
geartet sind, wie wir sehen werden. Zunéchst stellen wir fest:

Die inseparablen Ebenen sind durch die Bedingung
(1) (g,h) ~(h,g9) Vg,heG gekennzeichnet.
Denn im Falle r;, = idp, folgt (1) geméf (9.15)(7) und (11.4)(8) aus
KA™'B=KAB=KBA=KB™'A V A B¢cL"
Im separablen Fall fiihrt (11.4) auf KAB = KBA <
& [ANeK mit \AB=BAAMNABNAB=BABAA ) =1]
& [AB=BAVAB=-BA & [AB€KVABeK(i—i)] ¥V A,B €L
und geméB (9.15)(7) und (11.4) erhalten wir dann
(2) 741 = (g, 0) = (hg) < gl AV (9, ) = (K, K(T—3))] ¥g,h€G,
(3) [charK =2 A i#i] = [(9,h) = (h,g9) & g||h] V g,heG.
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Im inseparablen Fall ist die Abbildung N: L —K : X—XX wegen

(4) XX=YY &' X2=v2 5 (X-Y)??=0& X=Y VX, YeL
eine injektive Abbildung von L in die echte Teilmenge K von L, d..h.
dann ist I keine endliche Menge. Demnach gilt

(5) Alle endlichen euklidischen Ebenen sind separabel.

Fiir Leser mit Grundkenntnissen in Algebra zeigen wir

(6) Zu jeder Charakteristik a#0 gibt es unendlich viele nichtisomor-
phe nichtendliche euklidische Ebenen. Insbesondere gibt es unend-
lich viele nichtisomorphe inseparable euklidische Ebenen.

Zum Beweis sei k(+,-) der Kérper GF(a") mit n € N*, wobei a eine
Primzahl ist (vgl. (9.35)).

Wir betrachten den Polynomring k[u] mit der Unbestimmten v und den
zugehorigen Quotientenkorper K:={g/h|g, h € k[u] A h#0}. Fir p:=u
folgt p#£2? V€K, denn in k[u] ist u-h?® # ¢* V g, h € k[u]\{0}, da der
Grad von u-h? ungerade und der von ¢? gerade ist.

Nach (9.28) ist (L, 0(K), K) eine quadratische Koérpererweiterung, und es
ist char L, = char K = char k = a.

Wegen k* = {z €K*|ImeN* : 2™ =1} gehoren zu Ausgangskorpern
k, k" mit |k|# |k'| nichtisomorphe Korper K,K’, und nach (9.23) sind
dann auch die zugehorigen euklidischen Ebenen E(L,,, K), E(L,(, K')
nichtisomorph.

Im Falle a =2 ist E(LL, o, K) gemé&f (11.4)(9) eine inseparable euklidische
Ebene. O

C. Algebraische Beschreibung der Kongruenz

Mit Hilfe von (11.4) wollen wir nun die fiir E = E(L, ,, K) erklérte Kon-
gruenzrelation = algebraisch beschreiben. Dazu setzen wir fest:

Das Element N(X):=X-X, welches nach (11.4)(7) fiir jedes X €L im
Grundkorper K liegt, wird die Norm von X genannt. Zunéchst folgt

(11.8) Satz iiber gleichschenklige Dreiecke. Ist {A, B,C} ein Drei-
eck, so ist [(C,B,A) ~(B,A,C) & N(A-C)= N(B-C)].
Beweis: Es sei U := A—C und V := B—C'. Nach (9.15)(7) ist die Winkelbe-
dingung des Satzes genau dann erfiillt, wenn KV -1(U-V)=K(U-V)"'U
ist, und dies ist nach (11.4)(8) dquivalent zu () KV(U-V)=K(U-V)U.
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Ist (%) giiltig, so gibt es ein A €K mit A\V(U—V) = (U-V)U, also mit
(I+A\)VU=UU+AVV €K. Da nach (11.4)(8), (9.15)(8) und (8.1) nun
aber KVU =KV U # K ist, erhalten wir 1+ = 0 und damit UU = VV.
Umgekehrt fithrt UU = V'V direkt auf (x). O
Die Kongruenzrelation = 148t sich algebraisch nun wie folgt beschreiben:
(11.9) Satz. Sind {A, B},{C, D} € Py, so gilt
(x) {A,B}={C,D} & N(A-B)= N(C-D).
Insbesondere ist = eine Aquivalenzrelation auf Ps.
Beweis: 1) Es sei <A, B> || <C, D>, d. h. es gebe ein A € K* mit
C—D =\ (A—B). Dann ist
N(A—B)=N(C—D) & N(A-B)=3N(A-B) "&® xe (1, -1}
o D=(C-A)+BVCO=D-A)+B "2 D=1,(B)VC=14p(B)
"L 14, By = {C, D).
2) Es sei <A, B>}t <C, D>. Mit (9.18), (11.2) und (11.8) erhalten wir
dann {A,B} ={C,D} & N(C—7ac(B))=N(C—-D)
< N(C—(C—-A+B))=N(C-D) & N(A-B)=N(C—-D).
3) Die verbleibende Behauptung ergibt sich direkt aus (). O
(11.10) Eigenschaften der Norm. Wegen XY -XY = X XYY fiir alle
X, Y el erfiillt N die sogenannte Normenregel
(1) N(XY)=N(X)NY) VX, Y €L,

-
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und weiter bestétigt man unter Verwendung von (9.27) und (11.4) sofort
die Beziehungen

(2) N(A\-X)=XN(X) V() X) e KxL,

(3) N(X)=N(-X)=N(X) VX €L,

(4) N(X/Y)=N(X)/N(Y) V (X,Y) e LxL*,

(5) NX)=0& X=0VXeL,

(6) N(z+1iy)=a*>+qry —py* Va,yek
Aufgrund von (11.9) und wegen (2) bis (5) bezeichnen wir das Element
N(A—-B) von K als das Abstandsquadrat oder als die Normdistanz
der Punkte A, B von P.
Die Normdistanz von A und B ist genau dann gleich Null, wenn A = B
ist. Zwei Elemente {R, S}, {U,V} von Py sind nach (11.9) genau dann
kongruent, wenn sie die gleiche Normdistanz haben. Die Norm von X € P
ist zugleich die Normdistanz der Punkte X und 0.

Man sagt, da3 durch die Normdistanz eine Metrik, fiir die euklidische
Ebene E erklart ist.

Man kann vom Abstandsquadrat zum Abstand gelangen, wenn das Wur-
zelziehen im Grundkorper K in geeigneter Weise moglich ist. Da sich
aber bereits fiir K = Q Schwierigkeiten ergeben, verzichten wir vorléufig
darauf, Abstdnde zu erkldaren. Tatsédchlich geniigt es fiir viele Untersu-
chungen, den Begriff des Abstandsquadrates zur Verfiigung zu haben.

(11.11) Eng verbunden mit der Norm N ist die als zugehdorige
symmetrische Bilinearform bezeichnete Abbildung
fv LxL - K: (X,Y) - N(X+Y)-N(X)-N(Y),
die fiir W, XY, Z € L und A\, u, x,y,u,v € K die Bedingungen
(1) N(X+Y) = N(X)+N(Y )+ (X, V),
(2) fIN(X,Y) = XY+XY = fy(Y, X) €K,
(3) fw(X, X) = 2N (X),
(4) f (X+>\Y WApZ)=fn (X, W)+A N (Y, W)+pfn (X, Z)+Aufn (Y, Z),
(5) fn((z,y), (u, ) = 2zutq(av + yu)—2pyv
erfiillt. Aufgrund der Eigenschaften (1), (4) und wegen (11.10)(2),(5) wird
N auch eine euklidische quadratische Form genannt.

Zwei Elemente X, Y €L heiflen genau dann senkrecht oder orthogo-
nal zueinander, in Zeichen: X 1Y, wenn fy(X,Y) = 0 ist. Ferner be-
zeichnet man zwei Geraden A+KB,C+KD mit A,C € LA B,D € L*
genau dann als senkrecht oder orthogonal zueinander , in Zeichen:
A+KB L C+KD, wenn BLD ist.

Wegen (4) ist dieser Orthogonalitétsbegriff fiir Geraden wohldefiniert,
und in (11.13) werden wir sehen, da dieser Orthogonalitétsbegriff mit
dem in (4.1) erkldrten iibereinstimmt, wenn eine normale euklidische
Ebene vorliegt. Fiir X, Y € L* ist [XJ_Y < KX LKY |; dies ist der
geometrische Hintergrund fiir die Definition von , X 1Y*.
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Ist char K # 2, so verwendet man anstelle von fy
oftmals lieber das sog. Skalarprodukt

f=3/n LxL - K: (X,Y) = 1 fn(X,Y).
Sind W, XY, Z,X,,Y, € LAXp,a,,b,z,y,u,v € KAm,n € N*, so
ergeben sich im Falle char K #£ 2 A ¢ =0 (vgl. A 9.4.) die Regeln
(6) N(X+Y) = N(X)+N(Y)+2-f(X,Y),
(7) fF(X,Y) = 5(XY+XY) = f(Y. X) €K,
(8) f(X,X) = N(X),
9) (X+/\Y WHuZ)=f( X, W)+AXf(Y,W)+uf(X, Z)+ uf(Y, Z),
(10) f(pmy anXp D0y buYo) = 32500 3oy aubu f(X, Vo),
(11) f((z,y), (u,v)) = zu — pyv
(12) X1Y & f(X,Y)=0< Y LX.
Die Formen fy und f sind fiir uns vor allem deshalb von Bedeutung, weil

sie eine einfache algebraische Beschreibung der Orthogonalitat gestatten.
Spéter wird (6) als verallgemeinerter Cosinussatz interpretiert werden.

(11.12) Wegen (11.7)(1) und (8.1) gibt es in inseparablen euklidischen
Ebenen keine gleichschenkligen Dreiecke im Sinne von (4.18), d. h. in
solchen Ebenen sind Elemente {4, B}, {C, D} € Py gemif (11.2) genau
dann kongruent, wenn es ein 7 € T mit 7({4, B}) = {C, D} gibt. Uber-
dies zeigt (11.11)(2), daB in inseparablen Ebenen fn(X,Y) = 0 fiir alle
X, Y € LL gilt, daB hier also die Orthogonalitdit total ausgeartet ist.

Fiir den separablen Fall erhalten wir dagegen
(11.13) Satz. Ist E eine separable euklidische Ebene, so sind die Geraden
von E genau die Mittelsenkrechten my g von E mit {A, B} € Py,
und es gilt (vgl. (11.7)(2)):

(1) myp =K VU € L\K,

(2) (<A, B> mag) ~ (K, K(i—1i)) V{A, B} € Py,

(3) hlg < glh < (g,h) ~ (K,K(i—1)) V g,heG,

(4) 91K < g||K(i—i) YV g€G,

(5) gLh < JA, Becgmit A#BANh=map Vgh SG,

(6) charK =2 < (9Lh < g||h YV g,h €G).
Beweis: a) Ist U € L\K, so ist U # U gemif (11.4)(9), und fiir X € L
fiithren (11.4)(9) und (11.9) auf [X € myy & {U, X} ={X,U} &
SNU-X)=NU-X)eUU-UX-XU+XX=UU-UX-XU+XX
& U-U)(X-X)=0& X=X & X €K],d h. esgilt (1).
b) Ist {A, B} € Ps, so gibt es nach (9.5) ¢, € A" mit p(i)=A A
ANp(i)=B A9Y(0)=AA(1)=DB, und mit (1), (8.1), (9.20), (11.2)(2)
und (11.4) erhalten wir dann ma p = m,; .7 = (M, 7) = p(K) €G
sowie <A, B> = ¢(K) = ¢(m;7) = my; 47 und
(<A, B> map) = (p(<i,i>),p(K)) ~ (K(i—i),K) ~ (K,K(i—1)).
Demnach ist (2) giiltig, und es ist G = {ma g | {A, B} € P»}.
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c) Essei g:=C+KDAh:= E+KF mit C,E € LAD,F € L*.

Nach (9.20), (11.4)(8), (11.4)(16) und (11.11)(2) ist [hLlg < gLh <
& DF+DF=0& DFeK(i—1i) < (9,h) ~ (K,K(i—1))], d. h. es
gilt (3), und mit (2), (3), (8.1), (11.4)(12) und (11.7)(3) erhalten wir
dann (4), (6) und die Aussage (5) bzgl. ,,< .

Zum Beweis von (5) bzgl. ,=* seien g,h ¢ G mit gLh vorgegeben. Wir
wéhlen A € g\h und C' € h\g und setzen k := <A, C>. Nach (8.11) gibt
eseinl € Gmitl 5 CA(l,g) ~ (9,k) # (g9,9). Mit (8.1) folgt [ } g.

N .. (11.7)(2) — 3 .
Wire [ = k, so wire (¢g,k) ~ (K, K(i—1)) ~ (g,h), und mit (8.1)

ergibe sich k = h. Fiir B := g N gilt deshalb B # A, und mit (11.8),
2),(3
(11.9) folgt C' € mup N h. Wegen (g, h) L (9,ma p) fithrt (8.1) nun

auf h=myp. O
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D. Kennzeichnung normaler euklidischer Ebenen

Mit Hilfe von (11.9) und (11.13) erhalten wir

(11.14) Kennzeichnung der normalen euklidischen Ebenen.
Die normalen euklidischen FEbenen sind genau die euklidischen
Ebenen mit einer von 2 verschiedenen Charakteristik.

Beweis: Wegen (7.2), (10.3), (11.4)(10), (11.9) und (11.13) ist nur noch
zu zeigen, dafl in jeder euklidischen Ebene mit einer von 2 verschiedenen
Charakteristik die Axiome (K) und (Z) aus (2.3) und (2.4) gelten. Da
sich (K) direkt aus (11.2), (3.13)(4) und (9.7) ergibt, beweisen wir nun,
dafl Axiom (Z) erfiillt ist:

Dazu sei {M, A} € Py vorgegeben. Wegen 2 # 0 ist B := M+(M—A) €
e<M,A> mit B+# M, A, denn andernfalls wire M—A=0 VvV 2M =2A
und damit M = A. Nach (9.18) und (11.2) ist {M, A} = 74y ({M, A}) =
= {M,B}. Ist C € <M, A>\{M, A} mit {M, A} = {M,C}, so gibt es
nach (11.2) eine Translation 7 : X — X+D mit 7({M,A}) = {M,C},
und es folgt (M+D = M ANA+D =C)V (M+D = CANA+D = M), also
C=AVv(C=M+(M—-A)=Bund damit C =B. O

In Verbindung mit (11.14) ist auch die folgende Aussage von Bedeutung:

(11.15) Satz. Zwei normale euklidische Ebenen sind genau dann vermit-
tels einer Bijektion ¢ isomorph im Sinne von (2.5), wenn sie
vermittels ¢ isomorph im Sinne von (7.3) sind.

Beweis: G bzw. G’ sei die Menge der Geraden von (P, =) bzw. (P, =)
(vel. (2.5)), und ~ bzw. ~' sei die gemaf (6.7) zu (P,=) bzw. (P, =)
gehorige Winkelvergleichung. Ist ¢ ein Isomorphismus von (P, =) auf
(P',=") im Sinne von (2.5), so ist ¢ nach (2.5)(4) und (2.5)(5) eine
kreistreue Kollineation und damit nach (9.22) ein Isomorphismus von
(P, G, ~) auf (P',G’,~') im Sinne von (7.3).

In umgekehrter Richtung folgt der Satz aus (11.2)(1). O

]P)/
P’ 7

E. Kennzeichnung und Darstellung der Bewegungen

(11.16) E = (P, G,~) sei eine beliebige euklidische Ebene. Eine Abbil-
dung ¢ von P in sich heifit distanztreu, wenn sie die Bedingung

(1) {e(X),e(Y)} ={X, Y} V{X, Y} P,
erfiillt, und in Ubereinstimmung mit (3.5) werden die distanztreuen
Bijektionen auch die Bewegungen von E genannt.

Nach (11.9) ist die Bedingung (1) dquivalent zur Bedingung
(2) N(p(X)=p(Y)) = N(X=Y) V{X, Y} € Py
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Wir bezeichnen eine Abbildung ¢ von P in sich als maf3stabstreu, wenn
es ein festes Element A\ € K* mit

(3) N@(X)=(Y)) =A- N(X=Y) V{X, YV} eP,
gibt. Das Element A in (3) wird auch der Normmafistab von ¢ genannt.

Nach (2) ist eine Abbildung ¢ von P in sich genau dann distanztreu,
wenn sie mafistabstreu mit dem NormmafBstab 1 ist.

Jede Ahnlichkeitsabbildung ist mafstabstreu. Denn wegen
(4) N((AX+B)—(AY+B)) = N(A)-N(X-Y) =
N((AX+B)—(AY+B)) VA B, X,)Y e L (vgl. (11.10)(1))
haben die Abbildungen ¢, ¥ aus (9.18), (11.5) den Normmafstab N(A).

Weiter zeigen wir

(11.17) Kennzeichnung der Bewegungen und der Ahnlichkeiten.
Die Menge der mafstabstreven Abbildungen von P in sich ist
identisch mit der Menge A der Ahnlichkeiten von (P,G,~).
Jede distanztreue Abbildung von P in sich ist eine Bewegung.
Die Bewegungen von I bilden einen Normalteiler 8 von A(o).
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Die Elemente von B+:=8B N A+ sind die Abbildungen der Form

(#) ¢:P—P:[X > AX+B| mit A BePA|AA=1].

Die Elemente von B~ :=B N A~ sind die Abbildungen der Form

(0) Y:P—P:|X > AX+B| mit A, BePA|AA=1].

Beweis: a) Die angegebenen Abbildungen ¢ bzw. ¢ sind nach (9.18) und
(11.5) Elemente von A, und gemiB (11.16)(4) sind sie distanztreu, also
Bewegungen. Umgekehrt geht aus (9.18), (11.5) und (11.16)(4) hervor,
daB jede distanztreue Ahnlichkeit von der Form ¢ oder 1) ist.

b) Wir betrachten eine mafstabstreue Abbildung ¢ von P in sich mit
dem NormmafBstab A. Wegen N(((1)—((0)) = A:N(1-0) = X € K* ist
A = ((1)=¢(0) # 0. Ist ¢ die Ahnlichkeit P—P : X — A-X4(0), so
ist 7 := £ 1o als Produkt zweier mafistabstreuer Abbildungen ebenfalls
mafstabstreu, und es gilt n(0) =0 A n(1) =1, d. h. der Normmafstab p
von 7 erfiillt die Bedingung = p(1—-0) =n(1)—n(0) =1.

Wir setzen X':=n(X) V X €P, und geméafl (11.16) erhalten wir dann
X'X'=XX A (X'-1)(X'=1)=(X-1)(X—-1) V X €P. Dies impliziert
(X'—X)-(X'-X) =0, und folglich ist X’ € {X, X} V X € P. Insbesonde-
re gilt also X'=X V X €K, und im inseparablen Fall ist n=1idy..

Liegt der separable Fall vor, so ergibt sich n € {idy, 1.}, denn andern-
falls géibe es U,V € L\K mit U'=U A V'=V, und nach (11.16) wire
dann 0= N(U'-V')=N(U-V)=(U-U)-(V-V),alsoU=UVV =V im
Widerspruch zu U,V ¢ K und (11.4)(15).

Aus n € {idy, k1} folgt nun offenbar ¢ =¢ € A" oder ¢ = ory € A

c¢) Nach a), b) und (11.16) sind alle betrachteten Abbildungen Ahn-
lichkeiten. Demnach bleibt nur noch die Normalteilereigenschaft von 5
zu zeigen, die sich aber unter Verwendung von (9.18) und (11.5) direkt
bestétigen lafit. O

(11.18) Anmerkungen. 1) Nach (11.17) sind die Elemente von B* bzw.
B~ winkeltreu bzw. gegensinnig winkeltreu. In Ubereinstimmung mit
(6.10) und (6.21) werden die Elemente von B deshalb eigentliche oder
gerade Bewegungen und die Elemente von 8~ uneigentliche oder
ungerade Bewegungen genannt.

2) Als Durchschnitt der Normalteiler % und A* von A ist B+ ein Nor-
malteiler von 98 und von A*.
3) Nach (9.1) und (9.18) ist ¥ ein Normalteiler von B und von B.
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4) Ist E inseparabel, so ist , denn im inseparablen Fall ist
AA=1& AA=1 5 (A-1)(A-1)=0 = A=1.
5) Ist E separabel, so existiert zu jeder Geraden g € G genau eine Be-
wegung ¢ mit ¢ als Fixpunktmenge, genannt Spiegelung an g.
Im Falle g = A+KB mit A, BEK A B # 0 gilt
(*) |9(X)=(B/B)(X-A)+A| VXEcP.
Denn ist § durch () definiert, soist [X =g(X) < B(X—A)=B(X—-A)
MUY B(X-4)eK & X—A€K (BB)/B=KB < X € A+KB=g]
V X € P, und wegen (B/B)-(B/B) =11ist g € B".
Ist nun o € A mit o(X) = X V X €g, soist auch (00g)(X)=X V X €y,
und mit (11.3)(o) folgt o € AT V goge At.
Mit (9.5) fiihrt dies auf o =idy, V oog =1idy, also auf o € {idr, g7 '}.

Demnach ist =g die einzige Ahnlichkeit mit der Fizpunktmenge g.

Unter Verwendung von (x) 148t sich bestétigen, dal die Sétze (5.6), (5.8),
(5.9), (5.10), (5.12) und (5.13) bei Zugrundelegung der Definitionen (5.7)
und (5.11) nicht nur in den normalen euklidischen Ebenen, sondern in
sdamtlichen separablen euklidischen Ebenen giiltig sind (vgl. [23], [31], [35]
und [36]).

6) Nach (9.5) gibt es zu je zwei Geraden g, h ein ¢ € A" mit ¢(g) = h.
Dagegen existiert zu g, h € G nicht in jedem Falle ein ¢ € 6 mit ¢(g) = h
(vgl. (5.23)5)).

Beispiel 1: Laft man aus der ,,reellen Ebene E(C,R) = E(L_; o(R),R)
(vgl. (9.29)) alle Punkte mit nichtrationalen Koordinaten fort, so entsteht
die Ebene E(L_1(Q),Q) mit Q als Koordinatenkorper (vgl. (9.33)).
Wiéren die Geraden <0,1> und <0, 1 + > dieser Ebene kongruent, so
gibe es nach (5.24) einen Kreis k£ um 0, der beide Geraden trifft, und
dann gébe es nach (11.9) Elemente A, € Q" mit N(\) = N(u(1 + 7)),
also mit (A\/p)? = 12 4 12 = 2 im Widerspruch zu v/2 ¢ Q. Mithin sind
die Geraden <0, 1> und <0,1+¢> von E(L_; ((Q), Q) nicht kongruent.

Beispiel 2: Ist char E # 2 und ist |P| = n? mit n € N, so hat der Kreis
k um 0 durch 1 genau n+1 Punkte (vgl. (4.12)(3)), und wegen Axiom
(Z) gehen durch 0 dann genau (n+1)/2 Geraden, die k nicht treffen und
die somit geméB (5.24) nicht kongruent zu <0, 1> sind.
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F. Weitere Siitze iiber Ahnlichkeiten

Mit Hilfe der gewonnenen Darstellungen kénnen wir die Ahnlichkeitssitze
(9.5), (10.8) und (10.9) nun durch weitere Transitivitatssitze ergénzen.

Wir nennen Punktetripel (A, B,C), (A’, B’,C") ahnlich, gegensinnig
dhnlich, kongruent, gleichsinnig kongruent, gegensinnig kongru-
ent, wenn die Abbildung ¢ aus (10.7) vom entsprechenden Typ ist.
Zunéchst zeigen wir

(11.19) Transitivitit der gegensinnigen Ahnlichkeiten.
Sind A, B,C, D € L mit A# B und C # D, so gibt es genau ein
e A mit p(A)=CAY(B)=D.

Beweis: Nach (9.5) gibt es o, £ € & mit P(A)=0Ap(B)=1AE0)=CA
A &(1)=D, und dann ist ¢ := §orpop € A” mit Y(A)=CAY(B)=D.
Ist auBerdem n € A~ mit (A)=C An(B) =D, so ist 1)~ 'on ein Element
von AT mit den Fixpunkten A, B, und nach (9.5) gilt dann v ~ton =idp,
alson=1v. O
Mit (9.5) und (11.19) folgt nun (vgl. Figur 11.2)
(11.20) Dritter Ahnlichkeitssatz. Sind (A, B,C) und (A’, B, C")
geordnete Dreiecke, so sind dquivalent:
(1) (A, B,C) und (A, B',C") sind gegensinnig dhnlich.
: : o A=C A'-C'
(2) Die Teilverhdltnisse 5 und B
(8) Es gelten wenigstens zwei der Aussagen (B, A,C) ~ (C", A", B),
(C,B,A) ~(A'",B',C"), (A,C,B) ~(B',C'", A).

sind gleich.

A Figur 11.2

Beweis: Wegen A= = Afory, (vgl. (9.18) und (11.5)) gilt (1) genau dann,
wenn (A, B,C) und (A’, B',C") gleichsinnig @hnlich sind. Deshalb folgt
die Behauptung aus (8.11), (10.8) und (10.9). O
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Als Verallgemeinerung von (5.22) zeigen wir
(11.21) Vierter Ahnlichkeitssatz.

Sind A= (A, B,C) und A'= (A", B',C") geordnete Dreiecke und
N(A'—B) N(B'-C") N(A'-C")
NA=B) T NB=0) VT NA=O)
(1) A und A" sind genau dann dhnlich, wenn A= pu=v ist.
(2) A und A’ sind genau dann kongruent, wenn A\=p=v=1 ist.
(3) Sind A und A" dhnlich, so sind sind A und A" kongruent,

wenn A=1Vu=1Vv=1 gilt.

ist A= , S0 gilt:

Beweis: a) Es gelte A= pu=v.
Nach (9.5) gibt es p, 1 € AT mit )=v(C")=0 A ¢(B)=v¢(B')=1,
!/ Cl

p(C
.. L — (A — A-C 3 — —
und fiir D:=p(A) und E:=y(A’) folgt D= B¢ Sowie E= B

N(A-C) N(A'-C") .
(B=C)~ N(B=0") = N(FE) sowie
=N(E—1), und hieraus ergibt sich

geméB (10.8). Dann gilt N(D)=
N(A-B) N(A-B)
N(D-1) = N(B-C)  N(B'-C")
(E-D)(E-D)=0, also E € {D,D}, dh. (A4,B,C) und (A, B’,C")
sind dhnlich vermittels ¢¥y"loy im Falle E =D und #&hnlich vermittels
Y lokpop im Falle E=D. b) Zusammen mit (11.17) fiihrt a) auf (1),
und offenbar ergeben sich (2) und (3) direkt aus (1). O
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G. Arithmetische Winkelmessung

(11.22) Die in (6.29) fiir normale euklidische Ebenen eingefiihrte geome-
trische Winkelmessung 148t sich algebraisch nun fiir beliebige euklidische
Ebenen entwickeln.

Zu diesem Zweck betrachten wir die Menge Go := {g € G|g > 0} aller
Geraden c}prch 0 und bezeichnen die Elemente von Gg als Meflnadeln
oder als Offnungen (vgl. (6.29)). Die spezielle MeBnadel K wird im
weiteren auch 0°-Offnung genannt.
Ist (g,h) ein G-Winkel, so gibt es nach Axiom (W) genau ein m € Gy
mit (g, h) ~ (K, m). Wir notieren m als £(g, n) und nennen £(g, h) die
Mefinadel oder die Offnung oder das (geometrische) Winkelmaf} von
(g,h). Da ~ eine Aquivalenzrelation ist, folgt

(1) (g.h) ~ (k1) < L(g,h) = 4L(k,1) V (g,h), (k1) € GxG,
und nach (9.15)(7) gilt

(2) |L(A+K A, B+KB)=KA'B=KAB| V (4, A), (B’ B) e LxL*
Offenbar ist K die Mefinadel der Nullwinkel, d.h. es gilt

(3) gllh & 4L(g.h)=K VY g,heG.
Im separablen Fall fiithrt (11.13)(4) auf

(4) gLh & L(g9,h)=K(i—1i) Vg,h€G,
und deshalb wird K(7—i) im separablen Fall als die 90°-Offnung
bezeichnet.

Auf G soll nun eine Addition engefiihrt werden, die das Aneinanderset-
zen von Winkeln beschreibt. Fiir g, h € G soll g @ h diejenige Mefinadel
m € Gy sein, die entsteht, wenn man ausgehend von g den Winkel (K, h)
sabtragt®, d.h. es soll (K, k)~ (g, m) sein.

Ist g = KA, h = KB und m = KC mit A, B,C € L*, so fiithrt (9.15)(7)
auf KB = KA~!C und damit auf KC = K A-B. Deshalb setzen wir

(5) [KA@KB:=KAB VA BcL"
Damit ergibt sich, wie man direkt bestétigt, die Aussage

(6) Go(®) ist eine abelsche Gruppe mit dem neutralen Element K.
Das ,Negative“ von KA ist |0 KA :=KA' =KA| V A € L*.
Weiter zeigen wir (vgl. Figur 11.3)
(11.23) Additivitdt des Winkelmafles. Sind g, h, k € G, so gilt
£(g,h) ® L(h,k) = L(g, k)| und | L(h,g) = ©4£(g,h) |.

Figur 11.3

aBp
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Beweis: Ist g || KA, h|| KB, k| KC mit A, B,C € L*, so ist
4(g,h) @ £(h,k) =KAT'B&KB'C =KA™'C = £(g,k) und

04 (g,h) = KAB = KBA = £(h,g). O
Als Corollar zu (11.22)(6) und (11.23) erhalten wir (vgl. Figur 11.3)

(11.24) Satz iiber die Winkelsumme im Dreieck.
Fir g, h,k € G gilt stets £(g,h) ® £L(h, k) ® £L(k,g) =K.
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Wegen (11.24) darf man K zugleich auch als Offnung der ,gestreckten®
Winkel und damit als 180°-Offnung bezeichnen.

(11.25) Ein Dreieck A := {4, B,C} von E heifit gleichseitig, wenn
{A,B} ={B,C} ={C, A} ist. Nach (11.8) und (11.9) ist A genau dann
gleichseitig, wenn (A, C, B) ~ (C, B, A) ~ (B, A,C) gilt, d.h. wenn A
gleichwinklig ist. Hierzu bemerken wir folgendes:

1) Wenn ein gleichseitiges Dreieck existiert, dann existiert nach (9.5) auch
ein gleichseitiges Dreieck mit den Ecken 0, 1, und nach (9.27) diirfen wir
uns ¢ als dritte Ecke gewéhlt denken. Dann ist N (i) = N(1—i) = N(1),
und mit (11.10)(6) folgt —p=1—qg—p =1, also —p = 1 = ¢ und damit
E=FE(L_1,,K). Hier ist 2= —1+i, i =1—4, i- i =1 und i3=—1.

2) Mit den Ecken 0,1 gibt es in dieser Ebene noch genau ein weiteres
gleichseitiges Dreieck, nimlich {0, 1, 4 }, denn ist {0,1,X} gleichseitig, so
ist XX=XX—-X—-X+1=1, und dann ist 0= X2~ X+1=(X—i)(X—17),
also X € {i,i}. Wegen 7 =1—i ist (0,7,1,7) eine Raute, und deshalb
werden Ki und K7 als die £60°-Offnungen dieser Ebene bezeichnet.
3) Ist char K # 2 und a8t sich i so wéhlen, dal {—1,1,:} ein gleich-
seitiges Dreieck ist, so folgt analog 1) die Aussage E = E(L_30, K).
Zusammen mit 1) bedeutet dies, dal es zu vorgegebenem Koordi-
natenkorper K (bis auf Isomorphie) héchstens eine euklidische Ebene
gibt, in der gleichseitige Dreiecke existieren, dafl eine solche Ebene iso-
morph ist zu E(L_;;,K) und daB sie im Falle char K # 2 auch zu
E(L_3,,K) isomorph ist (vgl. A 9.4.).

4) Ausgehend vom Korper K gewinnt man im Falle char K # 2 nach
(9.28) genau dann den Erweiterungskorper L_3, wenn —3 # 22 V. € K
ist. Insbesondere ist somit vorauszusetzen, dafl char K # 3 ist.

Da —3 kein Quadrat einer rationalen Zahl ist, gibt es unter den unend-
lich vielen nichtisomorphen euklidischen Ebenen mit Koordinatenkorper
Q (vgl. (9.31)) genau eine, die gleichseitige Dreiecke enthélt.

5) Wenn in der Ebene E eine £60°-Offnung w existiert, so fithrt (11.24)
auf wbwdw = K, und mit (11.22) folgt wdbw = 6w, d.h. {K, w, Sw} ist ei-
ne dreielementige Untergruppe von G (). Wenn jetzt |[K| = n mitn € N
ist, dann bedeutet dies nach dem Satz von LAGRANGE aus der Gruppen-
theorie, daf 3 ein Teiler von |Gy| = n+1 ist (vgl. (4.17)). Diese Bedingung
ist nach [12] auch hinreichend fiir die Existenz gleichseitiger Dreiecke, und
geméB (9.35) bedeutet dies, dafi endliche euklidische Ebenen mit solchen
Dreiecken existieren, wenn n € {2,5,8,11,17,23,29,32,41, ...} ist.
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H. Satze von Pythagoras und Euklid

Die folgende Aussage schligt eine Briicke zwischen Abstandsmessung und
Orthogonalitdt und unterstreicht noch einmal, dal die Normdistanz als
Abstandsquadrat zu interpretieren ist (vgl. Figur 11.4):

(11.26) Satz des Pythagoras. Ist A,B,C ein beliebiges Dreieck, so ist
<A,B>1<B,C> < N(A-B)+N(B-C)= N(A-C).

Beweis: Fiir X:=A—B und Y :=B—-C ist B+tKX 1 B+KY &
& 0=fy(X,Y)=N(X+Y)=-N(X)=N(Y) (vgl. (11.11)). O

Im Zusammenhang mit (11.26) werden immer auch der Hohensatz und
der Kathetensatz von EUKLID genannt. In diesen Sétzen ist bei {iblicher
Formulierung das Produkt zweier Streckenldngen zu bilden. Obwohl der
Begriff der Streckenldnge mnoch nicht

zur Verfiigung steht, haben wir den- Figur 11.4
noch die Moglichkeit, ein solches Pro-
dukt als Element von K auszudriicken.
Wir werden spéter sehen, daf die hier
angegebene Darstellung bei geeignetem
Grundkérper (z. B. im Falle K = R) mit
der iiblichen Darstellung identisch ist:

(11.27) Satze des Euklid. FEs sei char E # 2. Ist {A, B,C} ein Dreieck
und ist D der Fuflpunkt des Lotes von B auf <A,C>,so gilt
(1) Erster Hohensatz. <A, B>1<B,C> &<
& f(A-D,D—C)=N(B-D) < (A-D)-(D—C)=N(B-D).
(2) Zweiter Hohensatz. <A, B>1<B,C> =
= N(A-B)'4+N(B-C)'=N(B-D).
(3) Erster Kathetensatz. <A, B>1<B,C> &
& f(A-C,A-D)=N(A-B) & (A-C)-(A-D)=N(A-B).
(4) Zweiter Kathetensatz. <A, B>1<B,C> &

& f(A-C,D—C)=N(B-C) & (A-C)-(D—C)=N(B-C).

Beweis: Fir U:=A—D, V:=B—D und W := D—C fiihren die Voraus-
setzungen in Verbindung mit (11.11) auf f(U,V) = f(V,W) = 0, und
dann ist <A, B>1<B,C> & f(A-B,B-C) = f(U-V,V4+W) =0 <
& fUW) = f(V,V) = N(V) & f(U+W,U) = f(UU)+f(W,U) =
=N(U)+N(V)=N(U-V). Demnach sind (1) und (3) giiltig, denn nach
(11.11) und (11.22) ist f(U,W)=UW =UW A f(U+W,U) = (U+W)-U.

B
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Ebene und raumliche euklidische Geometrie Kongruenz und Metrik

Aus (3) folgt (4) durch Vertauschen von A und C. Mit (1) und (11.26)
ergibt sich N(V)2 = UT-WW = (N(A—B)=N(V))-(N(B—C)—N(V)),
und durch Umformung fithrt dies auf (2). O

I. Sekantensatz und Biischelsitze

Der folgende Satz, in dem ebenso wie in (11.27) Produkte von Strecken zu
bilden sind, liefert das Fundament fiir die Theorie der Kreisbiischel und
der (hier nicht behandelten) Inversionsabbildungen. Er eréffnet damit
den Zugang zur sogenannten Mobiusgeometrie und zu einer kreisgeome-
trischen Behandlung der elliptischen und der hyperbolischen Geometrie
im Sinne von POINCARE (vgl. [39]). Unsere Formulierung schlieft den
Fall der Charakteristik 2 mit ein:

10101000010000001010100
11000010110100101101110
AP 1010100 0010000001010100
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(11.28) Sekantensatz (Figur 11.5). Sind A,C,Z drei nichtkollineare
Punkte von E und ist B€ <Z, A> sowie D € <Z,C'>, so gilt
(1) (A=2)(B=2) = (C=2)-(D-2)
genau dann, wenn ein Kreis k mit
(2) kN<Z,A>={A, B} NkN<Z,C>={C,D}
existiert. Im Falle char K # 2 ist (1) dquivalent zu
(3)fA Z,B-Z) = f(C—Z,D—Z).

A\

Figur 11.5

Beweis: Da die Behauptung im Falle B = Z Vv D = Z auf der Hand
liegt, gehen wir von B, D # Z aus. Ist k der nach (8.2) und (8.8)
eindeutig bestimmte Kreis durch A, B,C' mit kN<Z, A>={A, B} und
ist D' € L festgelegt durch kN <Z,C> = {C, D'}, so fithrt (8.7) auf
(B,C,Z) ~(Z,A,D'), und wegen (C,Z,B) ~ (D', Z, A) sind (B,C, Z)
und (D', A, Z) geméfl (11.20) dann gegensinnig dhnlich. Mit (11.20) fiihrt
dies auf (%) (A—Z2)-(B—2)=(C—Z)-(D'—Z). Es folgt [(1)gD =D&
< kN <Z,C> = {C, D}], wie behauptet. Nach (11.11) und (11.22) ist
(1) & (3), falls char K # 2 ist. O
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Die Figuren 11.5 b), c) zeigen, daf (11.28) auch dann giiltig ist, wenn die
Geraden durch Z den betrachteten Kreis beriihren.

In diesem Zusammenhang wollen wir auf die merkwiirdige Lage der Tan-
genten von Kreisen im Falle der Charakteristik 2 eingehen.

Zunichst folgt aus (8.4), daB im inseparablen Fall die Tangenten eines
Kreises stets paarweise parallel sind, denn sonst gébe es nach (11.8) und
(11.28) gleichschenklige Dreiecke entgegen (11.12). Weiter erhalten wir

(11.29) Satz. Ist E eine separable euklidische Ebene mit
und ist kya - ={XeP|{M, X}={M,A}} V{M, A} Py, so yilt:

(1) Ist k € R, so haben die samtlichen Tangenten von k einen Punkt

M e P\k gemeinsam, und es gilt k=ky.a ¥V Ack.
Wir nennen M den Mittelpunkt des Kreises k.

(2) Es ist R = {kM;A | {M,A} E]Pg}.
Beweis: a) Es seien k € R, A, B Sk und
X eP\{A, B}. Fiir die Tangenten t4,tp
von k in A bzw. B gilt t4 }f tp, denn sonst
wire £(ta, <A, B>)=4(<A,B>t4)=K
gemaB (8.1), (8.4) und (11.7)(3). Nun sei
M:=tyNtg, C:=B—A, D:=M-—A und Figur 11.6
Y :=X—-A (Figur 11.6). Nach (8.4) und (11.8) ist N(D)=N(B—M)=
=N(C—D), d.h. es gilt (¥) DC+DC=CC.

Damnist [ X e k *PEPP kY (Y _0)=KDC & V(Y -0)/DCeK &
2Y(y-C)/DC=Y(Y—C)/DC & YY(DC+DC)=CC(DY+DY)
YWyYY=DY+DY & N(Y-D)=N(D) & N(X—M)=N(A-M)].
Demnach ist k = kps,4, und mit (11.28) folgt <X, M>Nk={X} VX €k,
d.h. (1) ist giiltig.

b) Nun sei { M, A} € P,. Wir betrachten eine Gerade g durch M mit g Z A
und setzen g(A) =: B (vgl. (11.18) 5)). Dann ist B € kpr.4\{A}, und nach
(11.28) existiert ein Kreis le R mit IN<M,A>=AANIN<M,B>=DB.
Mit (1) folgt kara =1€ K, und mithin ist auch (2) giiltig. O

Wir beweisen nun mit Hilfe des Sekantensatzes die Aussage

(11.30) Erster Biischelsatz. Sind k,l,m drei verschiedene Kreise mit
paarweise nichtleerem Durchschnitt, so liegen die durch
aNl=mnl N bNm=kNm A cnNk=INk
festgelegten Geraden a,b,c im Biischel (Figur 11.7 a), b), ¢)).
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Beweis: Im Falle a||b| ¢ V [{a,b,c}| <3 ist nichts zu zeigen. Deshalb
setzen wir |{a,b,c}|=3 voraus und gehen (gegebenenfalls nach einer
Umbenennung) davon aus, dafl es ein Z € P mit a Nb=Z gibt.

Fir {A, A"} :=lnm, {B,B'}:=mnNkund {C,C'}:=k NI erhalten wir
mit (8.13) die Beziehungen {A, A’} =anl=anm, {B, B’} =bnm=0bNk
und {C,C"} =cnk=cNl (Figur 11.7 a),c)). Wir gehen von Z € kUlUm
aus, denn im Falle Z €k Ul Um filhrt Z€anbauf Zeknlnm Cc.
Ist nun D €k mit <Z,C> Nk = {C, D}, so ergibt sich mit (11.28) die

Beziehung (A-Z2)(A'—Z)=(B—-Z)(B'—Z)=(C—-Z)(D—Z%), und nach
(11.28) existiert dann ein n € K mit aNn={A, A’} N<Z, C>Nn={C, D}.
GeméaB (8.2) ,(8.8) und (8.13) ist nun n=1[ und n N k={C, D}, also
D = C" und damit <Z,C>=¢. O

Figur 11.7

Wir sagen, dafl drei Kreise [y, [5, I3 sich biischelartig treffen, wenn eine
Gerade g mit gNIl;=gNly=gNl3 # O existiert.
Mit dieser Bezeichnung folgt unter Verwendung von (11.30):

(11.31) Zweiter Biischelsatz. Sind sechs verschiedene Kreise ki, ..., kg
mit ky N ks N ks=2 und ke N ky N kg # S vorgegeben, so gilt:
Treffen sich ki, ko, k3 und ks, ky, ks und ks, ke, k1 jeweils biischel-
artig, so gilt dies auch fir ko, ky, k¢ (Figur 11.7 d)).

Beweis: Fuar p,v €{1,...,6} mit k, Nk, #@ sei g, =gy, die durch
G Nk =k, Nk, =g, Nk, festgelegte Gerade (vgl. (8.13)).
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1) Es ist [{g13, 935, 951 }| = 3, denn sonst wire k; N ks N ks # @.

2) Nach (11.30), bezogen auf ki, k3, ks bzw. ko, k3, ky bzw. kg, ks, kg, liegen
913, 935, 951 DZW. Ga3, g34, g24 DZW. gus, gs6, gas jeweils im Biischel. Voraus-
setzungsgeméB ist gos = g13 A 934 = 935 = Ju5/\ gs6 = g51, und nach 1) liegen
g24 und gy¢ dann mit g3, gss, gs1 im Biischel.

3) Wegen (ko Nky) N (ky Nkg) # D gibt es ein A € gog N gag N ko N ky N k.
Wire AGglgmg%, SO ware Aeglgﬂkgzklﬂk3m€g_%mk4:k3mk5
entgegen k;NksNks = @. Demnach ist A € g13Mgss, und da ga4, ga6, 913, 935
im Biischel liegen, folgt gy = gu. Mit (8.13) fiihrt dies auf § @?@ N ko
=l{32ﬂk4=@ﬂk4=@ﬂk’4:k4ﬂk6=%ﬂk6=%ﬂk6. O
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J. Schwerpunkt und Eulergerade eines Dreiecks

Im folgenden sei { A, B, C'} ein Dreieck einer normalen euklidischen Ebene
E. Wir iibernehmen die Bezeichnungen aus (4.13).

(11.32) Nach (10.6)(4) sind die Seitenmitten von { A, B, C'} gegeben durch
M,=(B+C)/2, My=(C+A)/2 und M.=(A+B)/2.

Die sogenannte Hauptstreckung ’a L—L: X—-2X+A+B+C

ist offenbar eine Dilatation, die (M,, M,, M,.) auf (A, B, C) abbildet.
Wegen o € At werden Kreise durch ¢ mittelpunktstreu auf Kreise abge-
bildet (vgl. (2.5)(5), (11.3), (11.15)).
Deshalb bildet o den Mittelpunkt F' des Feuerbachkreises k(M,, My, M..)
von {A, B,C} auf den Mittelpunkt M des Umkreises von {A, B,C'} ab,
der zugleich der Mittelsenkrechtenschnittpunkt von {A, B,C} ist (vgl.
(4.6)). Damit ist M aber auch der Hohenschnittpunkt von {M,, M,, M.},
und dieser wird durch ¢ auf den Hohenschnittpunkt H von {A, B,C}
abgebildet, da o orthogonalitétstreu ist. Es folgt H—M =o(M)—o(F) =
=—2M+2F, also (H+M)/2=F, und mithin gilt

(1) F ist die Mitte von {H, M}.
Nach (4.14) ist F' auch die Mitte von {A*, M, }, {B*, M,} und {C*, M.},
wobei A*, B*, C* die oberen Hohenmitten von {A, B,C} sind, d.h. die
Punktspiegelung an F' bildet (A*, B*,C*, H) auf (M,, My, M., M) ab.
Demnach gilt

(2) Die Vierecke (A", BY,C*, H) und (M,, My, M., M) sind kongruent.
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Im weiteren werden die Geraden s,:=<A, M,>, s,:=<B,M,> und
s.:=<C, M,> als die Seitenhalbierenden von {A, B, C'} bezeichnet.

(11.33) Es sei charK=3, also 2=—1 und —2=1.

Dann ist A+B+C #0, denn sonst wire 2C =—C = A+B und damit
C=(A+B)/2€ <A, B>. Demnach gilt im Falle char K=3:
(1) Die Hauptstreckung o ist eine Translation # idp.
2) Esist A—M,=B—M,=C—-M.,=M—-F=H—-M # 0.
3) Die Geraden S4, Sp, S. und <M, H> sind paarweise parallel.

(11.34) Es sei char K#3, also —2# 1.

Dann ist o eine zentrische Streckung # idp mit dem einzigen Fixpunkt
S := (A+B+C)/3. Man bezeichnet S (aus physikalisch nachvollziebaren
Griinden) als den Schwerpunkt des Dreiecks {A, B, C}.
Nach (9.2) sind die Fixgeraden von o die Geraden durch den Punkt S,
und deshalb fiihrt (11.32) auf

(1) Esist S =s,MNs,NSe.

(2) o(X)-S=-2(X-5) VXel.

Wir zeigen nun

~~ —~

Figur 11.8

(11.35) Satz iiber die Eulergerade.
Ist char K#3 und ist {A, B,C} ein Dreieck von E, so gilt:
(1) Ist {A, B,C} gleichseitig, so ist M = H =S =F.
(2) Ist { A, B,C} nicht gleichseitig, so sind M, H, S, F' vier verschie-
dene Punkte einer Geraden, der sog. Eulergeraden, und es gilt
H-5 _ M-S _ 2 und M-H _ 2.

_1 ; _
F = 5(H+M) sowie 5= F_g = I

Beweis: Nach (11.34)(2) ist M—S = —2(F—S) und H—S = —2(M-S).
Nach (11.32)(1) gilt 2F = H+M und damit M —H = 2(F—H).
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Wegen M =S—2(F—5) N H=S+4(F-5) gilt entweder F=S=M=H
oder M, He<F, S>mit |{M, H, F, S}| =4. Hierbeiist [H =M < A€ h,=
=Mmp,c ANB € hb:qu =4 {A,B}E{A, O} VAN {B,C}E{B,A}] O

K. Ein Satz von Morley

Zum Abschlufl dieses Paragraphen wollen wir einen bemerkenswerten
Satz von MORLEY beweisen. Dazu sei E eine euklidische Ebene, und
die Moglichkeit char E = 2 sei zugelassen.

Wir vereinbaren, die Seitengeraden eines Dreiecks {X,Y, Z} mit z,y, 2
zu bezeichnen, wobei x =<Y, Z> Ay=<Z, X> N z2=<X,Y > ist.

Wir sagen, daf ein Dreieck {X,Y, Z} in X einen dreiteilbaren Winkel
besitzt, wenn in X ein sogenanntes Dreiteilendenpaar (r,u) € GxG
mit rNu=X A (z,7) >~ (r,u) ~ (u,y) existiert. Fiir § € Gy setzen wir
3% :=0B0DI. Mit diesen Bezeichnungen folgt

(11.36) Satz von Morley.
In E ezistiere ein gleichseitiges Dreieck {D, E,F}, und es sei
w:=4L(f,e):=4(e,d):=4L(d, f). Ist {Ag, Bo,Co} ein Dreieck,
das in Ay ein Dreiteilendenpaar (rg,ug) und in By ein Dreiteilen-
denpaar (So,vo) besitzt und ist o= 4 (rg,ug) sowie B := £(sg, vo)
und v:=woasf, so gibt es in Cy genau ein Dreiteilendenpaar
(to, wo) mit v = £(ty,wy), und iberdies existiert ein gleichseitiges
Dreieck { Dy, Eo, Fo} mit Dy = soNwy A Eg=1tgNug A Fo=roNug
und mit £(ag, dy) =Sy A £L(by, eg) =vSa A L(co, fo) = aop.
Beweis: Wegen 3xa = £ (co,by) A 3x0=4(ag,co) N 3%y =630 3% =
= A(bo, ap) gilt (%) a, B,7, wSa, wop, wey € {K, w,ow} (vgl. (11.25)).
Die Geraden tg, wq sind durch tg,wg > C A £L(bg, tg) == £(wo, ag) fest-
gelegt. Wir fiihren den Beweis, indem wir ausgehend von {D, FE, F'}
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ein zu {Ag, By, Co} #hnliches Dreieck {A, B,C} konstruieren, das alle
gewiinschten Bedingungen erfiillt und dessen Eigenschaften sich dann
mit Hilfe einer gleichsinnigen Ahnlichkeit auf {4y, By, Cy} iibertragen
lassen. Dazu wéhlen wir Geraden r, s, ¢, u,v,w € G (vgl. Axiom (W) und
(8.11)(2)) mit D € s,w A
ANEet,u N Fero A
N L(e,t)=a = L(v, f)
N L(f,r)=pB=4(w,d)
N L(d,s)=~ = L(u,e)
(vgl. Figur 11.10).

Wir erhalten £ (r,u) =
L(r, YBL(f,e)®4L (e, u)
=wOpevy=a, und ana-
log folgt £(s,v) =/ und
L (t,w)=r. Wir setzen

A:=rnNu, B:=sNu,
C:=tnw, A; :=enNt,
A= fnu, By := fNr,

Figur 11.10
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By :=dnw, C; :=dnNsund Cy := eNu. Wegen (%) sind die Men-
gen {A Ay, Ay, E,F}, {B, By, By, F,D}, {C,C1,Cs, D, E} jeweils fiinf-
elementig, und nach (8.7) sind sie jeweils konzyklisch. Mit (8.7) folgt nun
L(r,<A, Ay>)=w=4L(<By, B>,v), damit dann B € k(As, A, B;) und
schlieBlich £L(c,r) =4 (v, f) =« sowie L(v,c)=L(f,r)= . Mit entspre-
chender Argumentation fiir die verbleibenden Félle erkennt man jetzt,
daB (r,u), (s,v), (t,w) Dreiteilendenpaare von {A, B, C'} sind.

Dann ist £(c,b) =& (c,r)+4£(r,u)+4£(u,b) = L(co,bp) und analog auch
£(b,a) = £(by, ap), und gemiB (10.9) existiert nun eine gleichsinnige Ahn-
lichkeit ¢ € A, welche die Objekte X,z unserer Konfiguration auf ent-
sprechende Objekte Xy, xg der vorgegebenen Konfiguration abbildet. Da
L(ag,dy) = L(a,d) = 4(a, s)+£(s,d) = fS ist und da die restlichen Aus-
sagen entsprechend folgen, ist (11.36) giiltig. O

(11.37) Anmerkungen.
1) Das gleichseitige Dreieck { Dy, Ey, Fy} aus (11.36) wird als ein Morley-
Dreieck des Dreiecks {Ag, By, Cp} bezeichnet.
2) Betrachtet man in (11.36) anstelle des Dreiecks {D, F, F'} das Dreieck
{D',E',F'} mit (D', E', F"):=(FE, D, F) und setzt man 7' := Swoacp,
so ist v # v gemdf (11.25), und anstelle des Dreiteilendenpaares (¢, wy)
ergibt sich ein neues Dreiteilendenpaar (t{,, w}), das mit (11.36) zu einem
neuen MORLEY-Dreieck { Dy, Ej, F{} fiihrt.
3) Neben dem Dreiteilendenpaar (rg,ug) in (11.36) gibt es zur Ecke Ag
des Dreiecks {Ay, By, Co} zwei weitere Dreiteilendenpaare (r1,u;) und
(r9, us). Diese sind durch

AperiNuiNrgNug A L, u)=a®w A L(rg, uy) =abw
festgelegt. Demnach hat man in Ag und entsprechend in By jeweils drei
Dreiteilendenpaare, und eine Anwendung von (11.36) und 2) auf die ver-
schiedenen Kombinationsmoglichkeiten dieser Dreiteilendenpaare liefert
dann insgesamt 18 verschiedene gleichseitige MORLEY-Dreiecke zum Aus-
gangsdreieck {Ay, By, Cy}-
Eine genauere Analyse der Zusammenhénge zeigt, dafl von den zu diesen
18 MORLEY-Dreiecken gehorigen 54 Ecken jeweils zwei zusammenfallen
und daf die dadurch entstehenden 27 Punkte das Schnittgebilde von neun
Geraden sind, die jeweils zu dreien parallel sind und die die sdmtlichen
Seitengeraden der 18 MORLEY-Dreiecke bilden (vgl. [12]).
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L. Aufgaben

Im folgenden sei E = (P,G,~) = E(L,(,K) (vgl. A 9.4.) eine normale
euklidische Ebene. Man zeige:

A 11.1. Jede Ahnlichkeit, die keine Bewegung ist, besitzt genau einen
Fixpunkt.

A11.2. Ist K€ {Q,R}, soist A die Automorphismengruppe von E(L, K).

A 11.3. Die Geraden von E sind die Mengen der Form
{(z,y) € KxK| ax+by+c =0} mit a,b,c € KA (a,b) # (0,0).

A 11.4. Sind M, A zwei verschiedene Punkte, so &t sich der Kreis kys.4
um M durch A in der Form kp. 4 = {X € L| N(X—M)=N(A—M)} und
in der Form kyr.a = {(z,y) € K| 22—py*+az+by-+c = 0} mit a,b,c € K
darstellen. Man nennt N(A—M) den Normradius von k. 4.

A 11.5. Winkelhalbierendensatz. Ist {A, B,C} ein Dreieck, so gilt:

a) Ist D € <A, B>\{A, B}, so ist <C, D> genau dann

eine Winkelhalbierende von {A, B,C'} in C', wenn
N(A-C)/N(B-C)=N(A-D)/N(B—D) ist (Figur 11.11 a)).

b) Treffen die Winkelhalbierenden von {A, B,C} durch C' die Gerade

<A, B> in D bzw. DQ, SO ist (A—Dl)/(B—Dl) = — (A—DQ)/(B—DQ)
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Figur 11.11

5 S
A 11.6. Der Kreis des Apollonius.
Sind A, B, D, E vier verschiedene kollineare Punkte mit

A:=(A-D)/(B-D) N —A=(A-E)/(B-FE),

soist A?#1, und k := {X € L|N(A-X) = A . N(B—X)} ist der
THALESkreis iiber {D, E} mit dem Mittelpunkt M = (A—\?B)/(1-)?).
Zugleich ist k\<A, B> die Menge aller Punkte C' € L\<A, B> mit der
Eigenschaft, dal <C, D> den Winkel (A4, C, B) halbiert (Figur 11.11 b)).

A 11.7. Ist char E # 3, so ist der Schwerpunkt eines Dreiecks stets mit
dem des zugehorigen Seitenmittendreiecks identisch.

A 11.8. Ist H der Hohenschnittpunkt des Dreiecks {A, B,C'} und ist
H¢{A B,C}, so ist A bzw. B bzw. C der Hohenschnittpunkt von
{H,B,C} bzw. {A, H,C} bzw. {A, B, H}. Die FEUERBACH-Kreise von
{A,B,C} ,{H,B,C},{A, H,C} und {A, B, H} sind identisch.

A 11.9. Ist {A, B,C} ein nichtgleichseitiges Dreieck, so ist die EULER-
Gerade von {A, B, C} zugleich die EULER-Gerade von {M,, M,, M. }.

A 11.10. Ist {A, B, C'} ein Dreieck und sind W, W’ W" drei verschiedene
Beriihrkreismittelpunkte (Figur 5.9), so ist der Umkreis von {A, B,C}
zugleich der FEUERBACH-Kreis von {W, W', W"}.

A 11.11. Spiegelt man den Hohenschnittpunkt an einer Seitengeraden
eines Dreiecks, so liegt der Bildpunkt auf dem Umkreis des Dreiecks.

A 11.12. Ist {A, B, C'} ein nichtrechtwinkliges Dreieck mit Hohenschnitt-
punkt H, so sind die Geraden <H, A>, <H, B>, <H,(C> Winkelhalbie-
rende des HohenfuBSpunktdreiecks {H,, H, H.}.

A 11.13. Die Seitenmitten eines beliebigen Vierecks bilden, falls sie nicht
kollinear sind, ein Parallelogramm, genannt VARIGNON-Parallelogramm.

A 11.14. Pythagoreische Zahlentripel. Es sei K=Q A p= — 1, also
L:=L_19 C C. Ferner sei kp:={(z,y) €QxQ|z? + y* = 1} der soge-
nannte Einheitskreis von E(L, Q).
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a) Man zeige, daBl kg\{(0,1)} = {(Agil, :\\z;}) | A € Q} ist. (Hinweis: Man
bestimme g\Nkg, wobei gy := {(z,y) €QxQ|y = Az—1} mit A € Q ist.)
b) Ein Tripel (a, b, ¢) natiirlicher Zahlen > 1 heifit pythagoreisch, wenn
a? 4+ b? = % ist. Man zeige fiir a, b, c € N*:

@) (a,b,c) ist genau dann pythagoreisch, wenn (%,2) € kg ist.

B) Ist (a,b, c) pythagoreisch, so ist a oder b eine gerade Zahl.
¢) Unter Verwendung von a) und b) zeige man, dafl

{(2rst, (r*—s*)t, (r*+s%)t) | r,s,t eEN* A s<r A 7, s teilerfremd }

die Menge aller pythagoreischen Zahlentripel mit gerader erster Kompo-
nente ist. (Hinweis: Man verbinde a) mit b)a) und wéhle r, s, ¢, u € N*
mit A=7/s A ¢/(r*+s*) =t/u, wobei r,s bzw. t,u teilerfremd sind. Ein
Widerspruchsbeweis zeigt dann: Keine Primzahl teilt u, d. h. esist u=1.)
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A 11.15. Erweiterter Mittenwinkelsatz.

Ist £ ein Kreis mit dem Mittelpunkt M und sind g, h Geraden

und A, B, C, D Punkte mit gNk ={A,C} AhNk={B, D}, so ist
£(g,h) ® L(g,h) = £(A,M,B) & (D, M,C) (Figur 11.12 a)).

Figur 11.12

A 11.16. Satz von Fermat-Napoleon.

In E existiere eine £60°-Offnung w (vgl. (11.25)). Zu A, B,C SP gibt es
genau drei Punkte A', B', C" € P, sodal {C, A’, B},{B,C", A}, {A, B, C}
gleichseitige Dreiecke mit w = £(C, A", B) = £(B,C", A) = L(A, B',C)
sind. Die Schwerpunkte S,, Sy, S, dieser Dreiecke bilden, sofern sie nicht
mit S:= (A+B+C)/3 zusammenfallen, ein gleichseitiges Dreieck, dessen
Schwerpunkt gerade S ist, und die Umkreise dieser Dreiecke haben einen
sogenannten FERMAT-Punkt D gemeinsam.

Es ist 3:(S,—S)=A"—AAN3:(S,—S)=B'-BA3:(5.—95)=C"-C.

Im Falle A=A"ist (A, B,C)= (A, B', (") ein gleichseitiges Dreieck.

Im Falle A# A’ gilt B#B'ANC#C' N{A', A}={B', B}={C",C} sowie
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<A A'|| <S,S,>, <B,B'> || <S5,5,>,<C,C"> | <S,S5.>, und je zwei
der Geraden <A, A’>, <B, B’>, <C,C'> bilden einen £60°-Winkel mit
D als Scheitel (Figur 11.12 b)).

A 11.17. Ist {A, B,C} ein Dreieck, das einen Beriihrkreis k besitzt (vgl.
(5.29)) und ist A":=kN<B,C>AB :=kN<C,A>NC":=kN<A, B>,
so liegen die Geraden <A, A’>, <B, B'>, <C,(C’"> im Biischel. Wenn ein
Schnittpunkt existiert, dann wird dieser als der GERGONNE-Punkt von k
bzgl. {A, B, C'} bezeichnet. (Hinweis: Man verwende (5.27) und (10.13).)

A 11.18. Gegeben seien Kreise k,[,m und Punkte P, A, B,C S P mit
ENl={P, A} NlNm={P,B} AmnNk={P,C}. Wenn k, [, m den glei-
chen Normradius s haben, dann liegen A, B,C' auf einem Kreis n mit
Normradius s.
A 11.19. Sind A, B, B',C,C" § P und sind die Tripel (A4, B, C), (A, B, C")
gleichsinnig dhnlich, so sind auch die Tripel (A, B, B’), (A, C,C") gleich-
sinnig dhnlich.
A 11.20. Relation von Stewart.
Sind A, B, C' drei verschiedene kollineare Punkte, so ist
N(X-A) i N(X-B) . N(X-C)
(B-A)-(C—A) (C-B)-(A-B) (A-C)(B-0C)
A 11.21. Ist (A, B,C, D) ein Rechteck, so ist
N(X-A)+ N(X—-C)=N(X-B)+ N(X-D) VX eP.
A 11.22. {A, B, C'} sei ein Dreieck, und es sei A’ € <B,C>, B' € <C, A>,
C'e<A,B>la:=(A1L<B,C>),lp:=(B'L<C,A>),lc .= (C'L<A, B>).
Genau dann sind [ 4, [, [c kopunktal, wenn die Bedingung
N(A-B)+N(B-C")+N(C-A")=N(A-C")+N(B-A"+N(C-B')
erfiillt ist.

=1V XeP

A 11.23. Zwei Kreise mit gleichem Mittelpunkt sind entweder identisch
oder disjunkt. Zwei Kreise mit verschiedenen Mittelpunkten sind stets
verschieden.

A 11.24. Ist |K| = n € N, so gilt auch im Falle charK = 2:
a) Es ist |[L*| =n?’~1und |k| =n+1 VEeE R (vgl. A 9.5.).
b) Es gibt genau n—1 Kreise mit Mittelpunkt 0.

c) Esist N(L) =K.
d) Es ist |[&] = n®—n?.
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Teil 111

KLASSISCHE EUKLIDISCHE EBENEN

12 ANORDNUNG UND METRIK

Die vorangegangenen Paragraphen zeigen, dafi man weite Bereiche der
euklidischen Geometrie behandeln kann, ohne etwas iiber Inneres und
Aufleres von Figuren zu wissen, ohne also auf ,, Anordnung® einzugehen.

Im folgenden sollen diese Begriffsbildungen aber nun eingefiihrt werden,
und insbesondere soll dargelegt werden, wie sich das fiir die normalen
euklidischen Ebenen angegebene Axiomensystem zu einem vollsténdigen
Axiomensystem der Anschauungsebene ausbauen lafit (vgl. [8], [17], [42]).
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A. Die Anschauungsebene

(12.1) Im Paragraphen 2 haben wir unter Beriicksichtigung unserer
mathematisch-physikalischen Vorstellungen den Begriff der normalen
euklidischen Ebene entwickelt, um damit Grundtatsachen der anschau-
lichen ebenen Geometrie zu erfassen. Um jetzt zu einer vollstdndigen
Beschreibung der Anschauungsebene zu gelangen, fassen wir die Erorte-
rungen aus §2 zusammen und ergidnzen diese dann geeignet:

Wir betrachten also eine Menge P mit |P| > 2, auch Menge der Punkte
genannt, und denken uns auf dem System P, := { {A, B} | A, B € P} aller
zweielementigen Teilmengen von P eine abstrakte Aquivalenzrelation =
gegeben, die im weiteren auch als Kongruenzrelation bezeichnet wird.

Um eine anschaulich einleuchtende Formulierung der Axiome zu erhalten,
geben wir zunéchst einige Definitionen an:

(D1)Sind A, B € P, so wird die Menge m g :={XeP|{A, X}={X, B}}
als Symmetrieachse oder Mittelsenkrechte von {A, B} oder einfach
als Gerade bezeichnet. Es sei G die Menge aller so definierten Geraden.

(D2) Sind M, R € P, so wird die Menge kyp,p :={Xe P |{M, X}={M, R}}
der Kreis um M durch R mit M als Mittelpunkt genannt. Es sei &
die Menge aller so definierten Kreise.

(D3) Punkte A, B,C, ... € P heiflen genau dann kollinear, wenn es ein
geGmit g> A, B,C, ... gibt.

Zwei Geraden g,h € G werden genau dann als parallel bezeichnet, in
Zeichen: g || h, wenn sie keinen Punkt gemeinsam haben oder wenn sie
gleich sind. Die Negation von g || A notieren wir als g f h.

Sind A, B, C, D nichtkollineare Punkte und gibt es Geraden ¢, h, k,l € G
mit AcgnNh AN Behnk N Ceknl AN Delng A gk AN Rl so
heifit (A, B, C, D) ein Parallelogramm, in Zeichen: #(A, B,C, D).
(D4) Ist g eine Gerade und ist k ein Kreis, so wird g genau dann eine
Tangente von k genannt, wenn |g N k| = 1 ist.

Ist k ein Kreis und ist X ein Punkt, so heifit X genau dann ein innerer
Punkt von £k, wenn X keiner Tangente von k angehort.

Ist k ein Kreis, so wird die Vereinigung von k£ mit der Menge aller in-
neren Punkte von k als Kreisscheibe k bezeichnet. Eine Menge 9t von
Kreisscheiben heifit konzentrisch, wenn es einen Punkt M € P und eine
nichtleere Teilmenge R von P\{M} gibt mit M = { kys.z | R € R}.
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Unter Verwendung dieser Definitionen setzen wir fest:

Die Anschauungsebene ist ein Paar (P, =), bestehend aus einer wenig-

stens zweielementigen Menge P und einer auf P, erklirten Aquivalenzre-

lation = (,,kongruent), so daf die folgenden sechs Axiome erfiillt sind:

(V) Verbindungsaxiom. Sind A, B zwei verschiedene Punkte, so gibt
es genau eine Gerade g mit ¢ 3 A, B.

(P) Parallelenenaxiom. Ist A ein Punkt und ist g eine Gerade mit
g # A, so gibt es genau eine Gerade h mit h 3 Aund hNg = @.

(K) Kongruenzaxiom. Ist (A,B,C,D) ein Parallelogramm,
so ist {A, B} = {C, D}.

(Z) Zirkelaxiom. Sind M, A zwei verschiedene Punkte einer Geraden g,
so trifft der Kreis kys.4 die Gerade g in genau zwei Punkten.

(A) Anordnungsaxiom. Jede Gerade durch einen inneren Punkt eines
Kreises triftt diesen Kreis.

(S) Vollstindigkeitsaxiom. Der Durchschnitt einer Menge konzentri-
scher Kreisscheiben ist stets eine Kreisscheibe oder einelementig.
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(12.2) Wir wissen bereits, dafl (P,=) unter den genannten Grundvor-
aussetzungen genau dann eine normale euklidische Ebene ist, wenn die
Axiome (V), (P), (K) und (Z) erfiillt sind. Nach der hier gegebenen Defi-
nition ist die Anschauungsebene also eine normale euklidische Ebene, in
der zusétzlich die Axiome (A) und (S) gelten.

Wir werden zeigen, daf3 es bis auf Isomorphie, also bis auf die Moglichkeit
der Existenz isomorpher Modelle, nur ein Modell der Anschauungsebene
gibt. Entscheidend fiir diese Eindeutigkeit ist das Vollstdndigkeitsaxiom
(S), das, wie wir zeigen werden, dem Prinzip der unteren Grenze im
Bereich der positiven reellen Zahlen entspricht.

Dieses Axiom wird erst dann bendtigt, wenn die Grenzwerttheorie der
Analysis verwendet werden soll. Um zu beriicksichtigen, daf} sich weite
Bereiche der euklidischen Geometrie selbst bei Einbeziehung von Anord-
nung ohne Hilfsmittel der Analysis entwickeln lassen, legen wir fest:

Ein Paar (P, =), bestehend aus einer Menge P mit [P| > 2 und einer auf
P, erklirten Aquivalenzrelation = heifit klassische euklidische Ebene,
wenn die fiinf Axiome (V), (P), (K), (Z) und (A) gelten. Wenn zusétzlich
noch das Axiom (S) erfiillt ist, dann ist (P,=) die Anschauungsebene;
diese wird auch als vollstdndige euklidische Ebene bezeichnet.
Demnach ist eine klassische euklidische Ebene eine normale euklidische
Ebene, in der zusétzlich das Axiom (A) gilt, und alles, was fiir klassische
euklidische Ebenen gezeigt wird, ist insbesondere auch in der Anschau-
ungsebene giiltig.

Sind (P, =) und (P’,=') zwei normale euklidische Ebenen und ist ¢ ein
Isomorphismus von (P, =) auf (P, =’) im Sinne von (2.5), so bilden ¢ und
o~ 1 offenbar Tangenten bzw. innere Punkte eines Kreises auf Tangenten
bzw. innere Punkte eines Kreises ab, und deshalb bilden sie auch stets
Kreisscheiben auf Kreisscheiben ab.

Dies bedeutet nun, daf§ (P,=) im Falle (P,=) = (P',=') genau dann
klassisch bzw. vollstandig ist, wenn dies fur (P',=") zutrifft.

B. Euklidische Korper

Der Koordinatenkorper einer klassischen euklidischen Ebene steht in vie-
ler Hinsicht den reellen Zahlen nahe, wie wir sehen werden.
Um dies genau zu erortern, verwenden wir die folgende Begriffsbildung:

Download free eBooks at bookboon.com


http://bookboon.com/

(12.3) Ein Korper K(+,-) heiit euklidischer Koérper, wenn fiir die
Menge K®) :={2?| 2 € K} aller Quadrate von K die folgenden beiden
Bedingungen erfiillt sind:

(E1) Esgiltx+ycK® Vo yecK®?.

(E2) Ist v € K*:=K\{0}, so gilt entweder x € K® oder —zv € K.

Da die angegebenen Eigenschaften (E1) und (E2) durch Isomorphismen
offenbar iibertragen werden, ist jedes isomorphe Bild eines euklidischen
Korpers ein euklidischer Korper.

Wiéhrend R ein euklidischer Korper ist, sind Q und C keine euklidischen
Korper, wie man anhand bekannter Eigenschaften erkennt.

Ein von R verschiedenes Beispiel eines euklidischen Korpers erhélt man,
wenn man die Menge @ aller algebraischen reellen Zahlen bildet. Dazu
merken wir an: Eine reelle Zahl « liegt definitionsgemé&fl genau dann in @,
wenn man zur Zahl « ein r € N* und Elemente ay, ..., a, € Q mit a, =1 A
> _oava” =0 finden kann. Beispielsweise ist v/a € Q VaeQy,V re N,
denn es ist —a+(y/a)" =0, und wegen —b+b1=0 VbeQist Q C Q. Ist
a € Q mit a > 0 und hat a die obige Darstellung, so ist > o (y/@)*=0,
d. h. es ist /a € Q.

In der Algebra wird bewiesen, dafl @(—i—, -) ein abzdhlbarer und damit
echter Teilkdrper von R(+, ) ist und daB Q(+, -) euklidisch ist.

(Die Elemente der iiberabzihlbaren Menge R\Q sind die sogenannten
transzendenten reellen Zahlen, zu denen z. B. die Kreiszahl 7 und die
EULERsche Zahl e gehoren.)

Der Durchschnitt [Q] aller euklidischen Teilkorper von R ist ebenfalls ein
euklidischer Korper. Er ist eine echte Teilmenge von @ und besteht aus
denjenigen reellen Zahlen, die sich ausgehend von 0,1 in C mit Zirkel
und Lineal konstruieren lassen.

Eine Fiille von Beispielen euklidischer Korper liefert die in der Algebra
behandelte Theorie der formal-reellen Kérper (vgl. [44]). Hier werden un-
ter anderem die reell abgeschlossenen Korper betrachtet, welche sdmtlich
euklidische Korper sind. Die Theorie zeigt, dafl es zu jedem euklidischen
Korper K einen euklidischen Erweiterungskorper K’ mit K 2 K’ gibt,
dafl R unendlich viele nichtisomorphe abzéhlbare euklidische Teilkorper
enthélt und dafl es unendlich viele nichtisomorphe euklidische Korper
gibt, die zu keinem Teilkorper von R isomorph sind.
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In der folgenden Aussage sind einige Eigenschaften euklidischer Korper
zusammengestellt, die wir im weiteren benutzen werden:

(12.4) Satz. Ist K(+,-) ein euklidischer Korper, so gelten die folgenden
Aussagen:

(1) Setzen wir v <y :< y>1 e y—r € K® | s0ist K(<) eine Kette,

d.h.oesqill x<zANx<yVy<az)A(z<yAy<z=z=y)
Nrx<yhy<z=z<z) Vuzyzek

(2) K(+, -, <) ist ein angeordneter Korper mit K, :={r e K|0<z} =
=K®, d h mit t<y:<y>r:< (x<y Ax#y) ergibt sich
<z ANO<y=0<a+yAO<z-y)A(x<y=a+z<y+z)
ANrz<yNO<z=zz<yz)AN(z<yAhz<0=z2z>y2)
ANO0<z<y=0<yl<az™) VuayzekK.

(3) Es ist char K = 0, und K enthdlt einen zu Q algebraisch und anord-
nungsmdfig isomorphen Teilkdrper. Diesen denken wir uns im wei-
teren mit Q identifiziert, d. h. wir gehen von Q C K aus.

Die Ordnungsrelation < wvon K ist auf Q mit der natiirlichen
Anordnung von Q identisch.

Beweis: (1) Die ersten drei Aussagen ergeben sich aus 0 € K@ und aus
(E2). Die Transitivitit folgt mit (E1) aus z2—z = (2—y)+(y—z) > 0.

(2) Offenbar ist K, =K®. Sind z,y € K®\{0}, so ist = # —y gemsf
(E2), und mit (E1) folgt z+y > 0. Zu z,y € K®\{0} gibt es u,v € K\{0}
mit u> =z A v?=y, und dann ist -y = (uv)? € K@\{0}.

Fir z,y, z € K mit z <y fihrt (y+2)—(z+2) =y—2 >0 auf 24z <y+z,
und im Falle z >0 ist z(—z)—y(—z2) =yz—xz=(y—x)z >0, also zz < yz
und z(—2z) >y(—2). Sindz,y e Kmit 0<z <y,sogilt 0<y- (y )=y !
ANrxl—y l=(y—x)(zy) '=(y—z)zy-((ry) 1)?>0,als0 0<y '<az L
(3) Bezeichnen wir das Einselement von K der Deutlichkeit halber mit
1k, so fithrt (1g)? = 1g auf 0<1g, und aus 0 <n-lx mit n € N* folgt
Ig <n-lg+1g, also 0 < (n+1)-1g, d. h. esist 0 < n-1gx V neN* und
damit char K = 0.

Weiter kann man nun durch vollstindige Induktion bestétigen, daf3
o:Z(+,) = K(+,-) mit o(n) =n-1lgk Ao(—n) = —(n-1x) YVneN
ein ordnungstreuer injektiver Ringhomomorphismus ist, und es zeigt sich,
daBl 7: Q(+,-, <) = K(+,-, <) mit 7(m-nt) := (m-1g)-(n-1x) " fiir
m € Z und n € N* eine wohldefinierte ordnungstreue Fortsetzung von o
zu einem Korpermonomorphismus von Q(+, -, <) in K(+, -, <) ist. O
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Ebene und raumliche euklidische Geometrie Anordnung und Metrik

(12.5) Die euklidischen Korper zeichnen sich vor anderen Korpern ins-
besondere dadurch aus, daf§ in ihnen das Quadratwurzelziehen in
verniinftiger Weise erkléart werden kann.

Ist ndmlich K(+, -) euklidisch und ist € K@\ {0} =:K*, so gibt es nach
der Definition von K® ein v € K* mit u?> = 2, und zugleich ist dann
auch (—u)? = z. Da nach (E2) aber entweder u € K% oder —u €K gilt
und da u? = v? auf (u—v)(u+v) = 0, also auf v € {u, —u} fiihrt, gibt es
genau ein v in K% mit v? = z. Dieses v wird mit v/ bezeichnet.

Setzen wir noch /0 := 0, so ist nun jedem Element z aus K, = K® ein
eindeutig bestimmtes Element v/z € K, mit (1/z)? = z zugeordnet, und
man bestétigt sofort die Beziehung
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(1) Ve Jy=yx-y Vaz,yekK,.

Fir a,b € Ky gilt (a<b = aa<ab<bb) A (b<a = bb<ba<aa), also
2)a<b & a*><V? Va,beK,

und damit auch

(3) Va<vb & a<b Ya,beK,,

d. h. Quadrieren und Wurzelziehen sind monotone Funktionen auf K.

C. Darstellung klassischer euklidischer Ebenen

Im folgenden sei E = E(L(+,-),K) = (P, G, ~) eine euklidische Ebene.
Als Erweiterung von (11.14) zeigen wir

(12.6) Hauptsatz tber die algebraische Darstellung
klassischer euklidischer Ebenen.
(1) Die euklidische Ebene E = E(IL(+, ), K) ist genau dann
klassisch, wenn K(+,-) ein euklidischer Korper ist.
(2) Ist E = E(L(+,-),K) klassisch, so ist L(+,-) = L_1o(K)(+,),
und es gilt N(L)=K®,
(3) Ist E = E(IL(+,-),K) klassisch und sind M, A € L, so ist
kpa = {X € P| N(X—M) < N(A-M)}
die Menge der inneren Punkte des Kreises kps.a.
Beweis: 1) E = E(L(+, -), K) sei eine klassische euklidische Ebene. Dann
ist E eine normale euklidische Ebene, und nach (11.14) ist char K # 2.
a) Sind M, A € L, so fiihrt Axiom (Z) auf |[<X, M>Nky,a|=2 VX E kag,a,
d.h. M ist ein innerer Punkt von kjs,4.
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b) Fir g:=(0 LK) gilt g #K A kL(g) =g, und nach a) und Axiom (A)
gibt es ein i € g N koa. Es folgt N(i)=1A gNkoq={i,—i} Ai=—i, also

i? = —1, d.h. bei dieser Wahl von i, bei der wir im weiteren bleiben, ist

L(+,-)=L_1o(K)(+,) (vgl. (9.27), (9.28)).

¢) Sind z,y € K und ist A:=z+iy #0, so gibt es nach a) ein r € KN ko, 4,
und dann ist z?+y* = N(x+iy) = N(A) = N(r)=r* (vgl. (11.9)).

d) Es sei u € K\{0, 1}, und es sei k der Thaleskreis kr,{u, 1} (vgl.(4.10)).
Wenn g:= (0 LK) den Kreis k in einem Punkt iv mit v € K trifft, dann
fithren (4.10) und (11.27)(1) auf (u—0)-(0 — 1) = N(iv—0), d.h. es ist
—u=v% Wenn g den Kreis k nicht trifft, dann liegt 0 nicht im Inneren
von k, und dann gibt es einen Punkt A € k, so dal <0, A> eine Tangente
von k ist. Mit (11.28) folgt jetzt (A—0)(A—0) = (u—0)(1—0) und damit
u = N(A) € K® gemiB c). Demnach gilt u € K@ v —y c K®).
e) K(+,-) ist ein euklidischer Korper, denn gemafl c) ist (E1) giiltig,
und aus d) folgt (E2), denn wenn u €K ist mit u=7? A —u=s? fiir
gewisse 1, s €K, so folgt N(r+is)=r*+s*=0, also u=r=s=0 gemif
(11.10)(5). Aus b), ¢) und [N (v/u) =u Yu € K?)] ergibt sich Aussage (2).

IT) Vorausgesetzt sei jetzt, da E = E(IL(+, -), K) eine euklidische Ebene
mit euklidischem Koordinatenkorper K(+, -, <) ist. Dann ist E wegen
char K=0 geméf (11.14) eine normale euklidische Ebene.

a) Es sei g:=(0 LK). Dann ist g #K A g® g =K, und zu i € g\{0} gibt
es ein p €K mit i2 =p (vgl. (11.22)(5)). Nach (9.27)(7) ist p € K®, und
somit gibt es ein 7 € K* mit 72 = —p. Fiir i := 4y /r folgt nun > = —1, d.h.
wir diirfen uns L(+,-) in der Form L_; ((K)(+, ) gegeben denken.

b) Fiir ,y € K gilt N(x+iy) =2>+y? € K@, d.h. es ist N(L) CK®.

c) Es seien M, A S L, k:=ky;4 und Xe. Wegen b) gibt es r,d € K,
mit 7= N(A—M) und d?>=N(X—M). «) Es sei r’<d?. Dann gibt es
ein s € K, mit r’+s*=d? und fiir Y := X+(M—X)-(s+ir)-s/d? folgt
N(Y-X)=s* AN N(Y—M)=r? wie man durch Nachrechnen bestétigt.
Dann ist Y € k, und mit (11.26) folgt <X, Y >1 <Y, M>, d.h. <X, V>
ist eine Tangente von k, und X ist kein innerer Punkt von k.

B) Es sei d?<r? und es sei h € G mit h > X. Ist B der Fuipunkt des Lotes
von M auf h, so fithrt (11.26) auf N(B—M) <d?*< r?. Ist nun h = B+KC
mit C' € L*, so hat die Gleichung N ((B+\C)—M)=r? fiir A € K wegen
N(B—M—l—/\C)(Hi%)N(B—M)+)\2N(C) genau zwei Losungen, d.h. es ist
|hNk|=2. v) Aus «), ) und I) folgen die Aussagen (1) und (3). O

~
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Ebene und raumliche euklidische Geometrie Anordnung und Metrik

(12.7) Corollar 1. Ist K(+,-) ein euklidischer Korper, so gibt es bis
auf Isomorphie genau eine klassische euklidische Ebene mit K(+,-)
als Koordinatenkorper, namlich E(L_; o(K), K).

Beweis: Wegen —1 # 22 V x € Kist E(L_; ¢(K), K) definiert, und daraus
folgt mit (9.23) und (12.6) die Behauptung. O

(12.8) Corollar 2. Zwei klassische euklidische Ebenen sind genau dann
(geometrisch) isomorph, wenn ihre Koordinatenkorper (algebra-
isch) isomorph sind.

Beweis: (9.23), (11.15), (12.7). O

(12.9) Corollar 3. In einer klassischen euklidischen Ebene trifft jede
Gerade durch den Mittelpunkt eines Kreises diesen Kreis in ge-
nau zwet Punkten. In einer klassischen euklidischen Ebene sind je
zwer Geraden kongruent.

Beweis: (12.6), (11.9), (3.15), (5.24). O
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D. Abstandsmessung

(12.10) Aufgrund der Sétze (12.6) bis (12.8) denken wir uns im weiteren
stets eine klassische euklidische Ebene E in der Form (P,=) = (P, G, ~)
= E(L_;0(K),K) vorgegeben, wobei K ein euklidischer Kérper ist.

Die Elemente von P lassen sich dann in der Form z+iy mit z,y € K

darstellen, wobei ’iQ =—1Ai = —i‘ ist, so daf also
(1) (z+iy) - (u+iv) = zu—yv + i-(xvt+yu),
(2) w+iy = v—iy,
(3) N(xz+iy) = 22+y? € K@ =K,
fir x,y,u,v € K gilt, wie wir es von den komplexen Zahlen her ge-
wohnt sind. Die in (11.4) und (11.11) angegebenen Regeln bleiben mit
p=—1 A ¢=0 weiterhin giiltig. Nach (11.10)(1) und (12.6)(2) ist N jetzt
ein surjektiver Homomorphismus von P(-) auf K, (-), und im Hinblick auf
(11.9) und (12.5) bietet es sich an, fiir X, A, B € P das Element
1X|:=+/NX)=VX-XcK,
als den Absolutbetrag von X und das Element
|A-B|:=\/N(A-B) e K,
als den (euklidischen) Abstand oder als die (euklidische) Distanz der
Punkte A, B zu bezeichnen.

Statt f(X,Y) schreiben wir im weiteren auch XoY', d. h. wir setzen
XoY :=J(XY+XY) = f(X,Y) VX, Y €P (vgl (11.11)).

Mit (11.9) und (12.5) ergibt sich

(4) {A,B} ={C,D} & |A-B|=|C-D| V{A,B},{C,D} € Py,

und nach (11.10)(5) gilt

(5) |A-B|=0 & A=B VA BecP.

Mit den Definitionen und der Normenregel folgt

(6) | X?=N(X)=XX=XoX VXEeP,

(7) [X]=[-X[=[X] VXEP,

(8) |XY|=|X|]Y| VX,Y €P,

9) A=A VAEK)AA==]A VIeK\K, ) A A< A ¥V AeK).

Ferner erhalten wir die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

(10) XoY <|XoY|=1iXY4+XY|<|X|-|[Y]| VX,Y €P,

denn nach (11.4)(14) ist XY —XY € Ki, also (XY —XY)? <0, und somit

ist 4-(XoY)?= (XY —-XY)?4+4- XY -XY <4-XX-YY = 4-(|X||Y])2
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Fiir beliebige Punkte A, B, C' € P gilt die Dreiecksungleichung
(11) [A-C| < [A=B| + |B-C]|,

die auch in der ,vektoriellen Form*

(12) | X+Y|<|X|+|Y| VX, Y eP

notiert werden kann und die direkt aus

X1V ]2 2 (XY )o(X4Y) = |X|2+2XoY+|Y|2 (|X|+|Y|)
folgt.

Im Beweis von (10) lassen sich die <-Zeichen genau dann durch ein
Gleichheitszeichen ersetzen, wenn XY =XY ist, d. h. wir erhalten

(13) |XoY|=|X||Y]| & XY =XY & XYeK & YeKX V X,VeL".
Mit (10), (13) und dem Beweis von (12) ergibt sich jetzt auBlerdem

(14) [X+Y| = |[X|+|Y| & XY =XY>0 & Y €K, X VX,V e L".
Fir A, B,C £ P erhalten wir mit (14) schlielich die Aussage

(15) |A—C|=|A-B|+|B-C| & Be <A,C> A 4=8

o= B<O
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Als Ergédnzung zu (13) und (14) notieren wir

(1) NEK,AY =0X = XY =XY =|X||[Y| VX €L und

(I AeEK\K, AY =)AX = XY =XY =—|X||Y] VX €L

Wenn man in (11.27)(1),(3),(4) die Produkte des Typs XY ersetzt durch
| X1, so kann man dort aufgrund der fehlenden Vorzeicheninformation
nur noch ,,=* anstelle von ,,<“ beweisen, wie Gegenbeispiele zeigen (vgl.
auch A 12.9.). Entsprechendes gilt fiir den Sekantensatz (11.28).

(12.11) Ist {M, A} € Py, so wird r := |[A—M| € K \{0} der Radius
des Kreises kp,4 und der Radius der Kreisscheibe kjs 4 genannt. Wir
schreiben auch ks, statt ka4, da der Kreis kjr.4 wegen

(1) kaa={X eP|{M, X}={M, A}} ={X e P|[X-M][=r}

(vgl. (12.10)(4)) vollstandig durch Mittelpunkt und Radius festgelegt ist.
Verwenden wir die Gleichung

(2) |z +iy| =22 +y* Vz,yek,

die sich aus (12.10)(3) ergibt, und ist M =my+imy mit mq, ms €K, so
erhalten wir mit kyr,. = {z+iy |2,y EKA (z—my)? + (y—m2)* =r?} die
bekannte Gleichungsdarstellung fiir den Kreis kpy,.

Nach (12.5) gilt auflerdem

(4) k3, ={XeP|[X-M[<r} und

(5) kyy={XeP||X-M|<r}.

Hierbei wird kj, . auch die offene Kreisscheibe mit Mittelpunkt M
und Radius r genannt.

E. Strecken, Strahlen und Speere

(12.12) Es sei {A, B}€ P,. Wir bezeichnen [A, B] := <A, B>NkagNkp.a
als eine Strecke und genauer als die Verbindungsstrecke von A und
B. Ferner nennen wir |A, B[:=[A, B]\{4, B} eine offene Strecke und
genauer die offene Verbindungsstrecke von A und B.

Strecken (bzw. offene Strecken) werden auch als abgeschlossene (bzw.
offene) Intervalle bezeichnet. Offenbar gilt [A, B] =B, A] und |A, B| =
=|B, A[. Wir setzen [A, A] :={A} (Figur 12.1 a)).

Wir sagen, daf ein Punkt Z zwischen A und B liegt, wenn Z €] A, B|
ist (Figur 12.1 a)).
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Figur 12.1

a) b)
s B /é/;(/ o) 5,

A A
Strecke [A, B] Strahl [A, B> Speer A”B

Die Menge [A, B>:=[A, BJu{XeP\{A}| |]A, X[ >B} wird die Halbge-
rade aus A durch B oder der Strahl aus A durch B mit A als Scheitel
und <A, B> als Tragergerade genannt (Figur 12.1 b)).
Wir bezeichnen eine Teilmenge M von P als konvex, wenn sie mit je
zwei Punkten stets auch deren Verbindungsstrecke enthélt.
Fiir (A,g) ePxG mit A€ g heit Hy(g):={X € P|[A, X]|Ng = T}
die (offene) Halbebene und H.(g):= H(g) U g die (abgeschlosse-
ne) Halbebene durch A mit dem Rand g.
In Verbindung mit (2.5) und (12.1) folgt unmittelbar, daf§ Strecken, offene
Strecken, Strahlen, konvexe Mengen und Halbebenen durch Isomorphis-
men stets auf Mengen gleichen Typs abgebildet werden.
Strecken und Strahlen lassen sich algebraisch wie folgt beschreiben:
(12.13) Satz. Ist {A, B} € Py, so gilt mit K* :=K\K,:

(1) [A,B] = {A+X(B-A) | N e KA0O< <1},

(2) [A,B] ={X € P||A-X|+|X—-B|=|A-B| }.

(3) JA,B[={A4+A(B—-A) | A e KANO0< <1},

(1) (X €]A B[ 4= €K' ) ¥ X eL\{4,B)}.

(5) [A, B>={A+AN(B-A) | eK,} = A+K,(B—-A) C <A, B>,

(6) [A,B>N[B,A>=[A,B|AN[A,B>U[B,A> = <A, B>.
Beweis: (1): Ist X € <A, B>, so gibt es gemaf (9.15)(4) ein A € K mit
X = A+A(B—-A), und geméfB (12.11)(5) ist dann
X €kapNkpa < | X-A|<|B-A|AN|X-B|<|A-B|
& INB-A)| < |B-A| A [(1-\)(A-B)| < |A-B]
SASIASIALI-ALS|1I-A <1 & 0<A< 1.
(4): Fiir A€ K\{0, 1} ist [X = A+ A (B-A) & 5=4 =2 "E0 4% —
mit p:=(1-A"1) 1 also [0<A A<l e A>T 1-A1<0& pu<0].
(2) folgt geméB (12.10)(15) aus (4), und (1) impliziert (3). Fiir XeP\{A}
ist Be]A, X[EB=A1p(X-A)sX=Atp ' (B—A) mit pe]0,1[ und
p ek, \[0,1]. Mit (1) fiihrt dies auf (5), und (5) impliziert (6). O
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(12.14) Ist g € G und sind A, B € g, so kann man fiir die Punkte von ¢
eine Ordnungsrelation < erkldren, indem man

(1) A4NB—-A) < A+u(B-A): & AX<pu fir\pekK

setzt. Man bezeichnet die geordnete Menge A7B = g(<) als Speer mit
der Tragergeraden g und nennt < auch eine Durchlaufung von g mit
A vor B oder mit B nach A (Figur 12.1 ¢)).

Sind C, D € g und ist C7D = g(<’), so gilt

(2) X<Y e X<Y VX Yeg imFaleC<D und

3) X<Y&eVYIX VX Yeg imFalle D<C,

d.h. es gibt fiir g genau zwei Durchlaufungen, und diese bezeichnen wir
als entgegengesetzt. Demnach gehoren zu jeder Geraden genau zwei
Speere.

Um dies einzusehen, seien ~, 9, N, ' € K mit v # §, und es sei
C=A+~(B—-A), D=A+6(B—A), X=C+XN(D-C), Y=C+u/(D-C).
Dann ist X = A4+A(B—A) und Y = A+pu(B—A) mit A=~+XN(0—y) und
p="+u'(6—7), also mit u—A= (/=N )(d—7), d.h. im Falle v <4 ist
[A<p e N<p],und im Falle 0 <7y ist [A<pu < p/ <N].

Die Anordnungseigenschaften von K(<) spiegeln sich in entsprechenden
Eigenschaften von A7B wider. Da es in ]0, 1], in K\K und in K, \[0, 1]
unendlich viele Elemente gibt, ndmlich z. B. unendlich viele rationale
Zahlen, enthalten auch |A, B[, <A, B>\[A, B> und [A, B>\[4, B] un-
endlich viele Elemente.

Weiter ergeben sich fiir A7B = ¢g(<) und X,Y € g die Regeln

(4) Esist (X €[A,B] & A<X<B).
(5) Esist (X€[A,B> < A<X) AN (X€[B,A> < X<B).
Die folgenden Aussagen lassen sich unter Verwendung der schon notierten
Aussagen und mit (12.13) fir A, B, X, Y € g direkt bestétigen:
(6) Jedes Element von |A, B[ liegt zwischen zwei Elementen von |A, B.
(7) Es ist genau dann [X,Y] = [A, B], wenn {X,Y} = {A, B} ist.
(8) Im Falle X € <A, B>\{A, B} ist genau eine der Beziehungen
X €A, B[, BelA, X[, A€]X, B] erfillt.
(9) Es gilt 1(A+B) €]A, B[ A A€|B, A(B)[ A A(B) € g\|A, B >.
(10) Esist [X,Y>=[A,B> & (X =AAY €[A, B>\{A4}).
(11) Ist X €]A, B, so ist [X, B> C [A, B>.
(12) <A, B>, [A, B], A, B[ und [A, B> sind konvexe Mengen.
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Man bezeichnet A und B auch als die Endpunkte und |A—B| als die
Lange der Strecken [A, B] und |A, B].

Nach (12.13)(2) und (12.10) (11) gelangt man nur dann ,,ohne Umweg*
von A iiber X nach B, wenn X € [A, B] ist. In diesem Sinne darf die
Strecke als die ,kiirzeste Verbindung* zwischen zwei Punkten betrachtet
werden.
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F. Ebene Anordnungseigenschaften

Nachdem die Anordnungseigenschaften einer einzelnen Geraden nun hin-
reichend entwickelt sind, wollen wir uns jetzt mit Anordnungseigenschaf-
ten der Ebene befassen. Dazu zeigen wir zunéchst

(12.15) Satz von Pasch. Sind A, B,C P und ist g eine Gerade mit
g2 A, B,C, sotrifft g keine oder genau zwei der offenen Strecken
|A, B[, |B,C, |C, Al.

Beweis: Nach (12.14) diirfen wir 0.B.d.A. voraussetzen, dal A, B,C
nichtkollinear sind. a) Trifft g jede der Seitengeraden von {A, B,C}, so
folgt die Behauptung geméafi (12.13)(4) aus dem Satz von MENELAOS
(10.12) in Verbindung mit der Tatsache, daf ein Produkt von drei Ele-
menten aus K* genau dann positiv ist, wenn null oder zwei dieser Ele-
mente negativ sind.

b) Ist g || <A, B>, so betrachten wir die Parallelprojektion von <A, C'>
auf <B, C'> in Richtung g. Diese fithrt A in B und C'in C' {iber und bildet
nach (10.11) und (12.13)(4) die Strecke |A, C[ auf die Strecke |B, C|[ ab,
d. h. die Behauptung ist giiltig. In den verbleibenden Féllen argumentiert
man analog. 0O

Weiter zeigen wir
(12.16) Satz iiber Halbebenen. Zu jeder Geraden g gehdren genau zwei
offene Halbebenen H(g) und H'(g), die auch die beiden Seiten
der Geraden g genannt werden. Fir diese gilt:
(1) Es ist H(g)=Ha(g) VA€ H(g) NH'(g)=Hp(g) VB € H'(g).
(2) Sind A € H(g) und B € H'(g), so ist |A, B[Ng # &.
(3) P ist die disjunkte Vereinigung von g, H(g) und H'(g).
(4) Fs ist G(H(g)) = H'(g) und G(H'()) = H(g).

(5) Sind A € H(g) und C € g, so ist [C,A> C H(g).
(6) H(g),H'(g), H(g) und H'(g) sind konvexe Mengen.
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Beweis: Die durch X~Y : < [X,Y]Ng = @ auf P\ g erklédrte Relation ~ ist
offenbar reflexiv und symmetrisch, und nach (12.15) ist sie auch transitiv.
Folglich wird P\ g durch ~ in disjunkte Aquivalenzklassen eingeteilt. Es
seien nun Ay € P\g und C € ¢. Dann liegen Ay und C(Ag) nach (12.14)(9)
in verschiedenen Klassen beziiglich ~, und fiir Y € P\ g mit Y ¢ A, fiihrt
(12.15) auf Y ~C(A,). Demnach wird P\g durch ~ in genau zwei Klassen
H(g) und H'(g) eingeteilt, und wir erhalten (1) — (6). O

(12.17) Auch @, P und {A} V A € P sind konvexe Mengen, und es gilt:
Der Durchschnitt ® einer Menge M konvexer Mengen ist stets konvez.

Denn sind X, Y€ ® mit X#Y sogilt X, YeM ¥V MeM, also [X,Y]C M
vV M eM, da jedes M € M konvex ist. Dies bedeutet aber [X,Y] C D.

Nach dem gerade Bewiesenen gibt es zu jeder beliebigen Teilmenge X von
[P eine kleinste konvexe Menge [X], die X umfafit; man definiere namlich
[X] als den Durchschnitt aller konvexer Mengen, die X umfassen.

Man nennt [X] die konvexe Hiille von X.

Offenbar ist X genau dann konvex, wenn X = [X] ist, und es gilt

(1) [A,B]=[{A,B}] VA, BeP,

(2)XC[X] = [[X] ¥XCP,

B)XCY=[X]C[Y] VX,YCP.

Weiter beweisen wir nun

(12.18) Satz. Ist M eine nichtleere konveze Teilmenge von P und ist
AeP, soist [{A} UM] =J{[A,Y]|Y e M}.

Figur 12.2 Beweis: 1) Ist M={B}, so ist [{A} UM]=
=[A, BJ. 2) Es sei M| > 2. Definitionsgemés
gilt fiir M := |J{[A,Y]|Y € M} die Aussage

{A} UM C M’ C [{A} UM]. Deshalb ist es
> hinreichend zu zeigen, da§ die Menge M kon-
B g vex ist. Dazu seien R, S € M’ und X € |R, S|.

Es gibt dann B,C €M mit Re[A, B] und
mit S € [A, C], und es ist ein Y € M zu bestlmmen mit X € [A4,Y] (Figur
12.2). Es gelte B#CNAEZMU<B,C>U{R,S}N(R#BVS+#C), denn
sonst gilt die Behauptung. Nach (12.15) bzgl. R, S, B bzw. bzgl. S, B,C
oder trivialerweise gibt es U, Y € g:= <A, X> mit U € [B, S|]A\Y € [B, C].
Nach (12.15) bzgl. A, B,U bzw. bzgl. A,C,Y oder trivialerweise folgt
Xe[AUNUE[AY],also X€[AY]|mit Ye[B,C]CM. O
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(12.19) Satz. Ist {A, B, C'} ein Dreieck und ist a:=<B,C>,b:=<C, A>,
c:=<A,B>,r:=[A, B> und s:=[A,C>, so gilt
(1) Hg(b)NHe(c) =[rUs] = U{[A, X>| X €[B,C|} (Figur 12.53 a)),
(2) Ha(a) N Hg(b) N He(c)=[{A, B,C}] (Figur 12.3 d)).

a)
Figur 12.3 faBCH ©
d b a
X
A c B
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Beweis: a)Nach (12.16)(5) und (12.17) ist [r U s] CM:= Hp(b) N He(c).
b) Es sei g€ G mit g5 A. Wenn es ein X € g N [B,C] gibt, dann ist
[A, X> C[r U s, wie man durch Anwendung von Dilatationen mit Zen-
trum A auf [B, C] erkennt, und zugleich folgt (<A, X>\[A, X>)NM =&
geméiB (12.16). Wenn es dagegen ein X € g mit X € a\[B, C] (Fig. 12.3 b))
oder mit X=D := A—B+C (Figur 12.3 ¢)) gibt, dann fiithren (12.16)(5)
und (10.5) auf X¢ Hp(b) V X ¢ He(c). Fiir Y € g\{A} gilt dann entweder
Y& Hp(b) oder Y¢ He(c), also YEM. Damit ist (1) gezeigt.

Aus (1) ergibt sich Ha(a)"M =J{[A,X]| X€[B,C]} =[{A,B,C}] gemiB
(12.16)(2) und (12.18), d.h. es gilt (2). O

(12.20) Darstellungssatz. Sind A;, ..., A, € P mit n € N*, so ist
[{Al, e An}] = {>\1A1++/\nAn | )\1, . Ap € K+ A A+, :1}

Beweis durch Induktion: Fiir n =1 ist der Satz offenbar giiltig. Er sei fiir
n=r mit r € N* bewiesen, und es sei n =r+1. Ist Xe M :=[{A4, ..., 4, }],
so gibt es nach (12.18) ein Ve M:=[{A4, ..., A, }] mit X€ [V, A,,] und ein
A €10,1] mit X =V+X,(A,—V)=(1-X\,)V+A,A4,. Weiter gibt es Ele-
mente fiy, ..., pbr € Ky mit p1+...4p,. =1AV = pu Ay +...4+pu, A,.. Setzen wir
A= (1=N\) g fiir k=1,...,7r, so sind Ay, ..., \,€ K, mit A\j+...4+\, =1,
und X hat die Darstellung X = A\ A1+...4+\, A,,. Ist umgekehrt ein X € P
mit dieser Darstellung vorgelegt, so ist [\, =1< X = A,], und im Falle
A\ # 1 folgt X € [A,, W] fiir W:=(1-\,) '(MA+...+\NA)eM. O

(12.21) Corollar. Ist A:={A, B,C} ein Dreieck, so hat A die konveze
Hille [A] ={adA+pB+yC |, B,y €Ky A a+p+vy=1}. Hierbei
ist «A+BB+vyC € Rd(A):=[A,B]U[B,ClU[C Al < 0€{a, 8,7}
Man nennt Rd(A) den Rand und A°:=[A]\Rd(A) das Innere
von A. Z.B. liegt der Schwerpunkt S :=3(A+B+C) in A°.

Download free eBooks at bookboon.com


http://bookboon.com/

(12.22) Satz. Ist k ein Kreis und ist U € k°, so gilt:
(1) Sind X,Y €k mit X #Y, so ist
1X,Y[=<X,Y>Nk® und [X,Y]=<X,Y>Nk.
(2) k° und k sind konvex.
(3) Jeder Strahl aus U trifft k in genau einem Punkt.

Beweis: (1) Es sei M der Mittelpunkt von k£ und L=1(X+Y) der Fuf-
punkt des Lotes von M auf <X, Y>. Ist Z=L+AX—-L)e<X, V>
mit A € K, so fithrt (11.26) einerseits auf | X—M|*=|X—L|>*+|M—L|?
und andererseits auf |Z—M?*=|Z—L|>+|M—L|?> = 2| X —L]*+|M—L|*.
Demnach ist [Z—MP<|X—-M]* & X X-LP’<|X-L? & N<l&
S e]-1L1[e Z€]X, Y[, also | X, Y[=<X,Y>Nk° und damit folgt
zugleich [X,Y]=<X,Y>Nk. (2) Sind U,V € k°, so treffen sich <U, V>
und k in zwei verschiedenen Punkten X, Y, und nach (1) gilt U, V € | X, Y.
Mit (1) und (12.14)(12) erhalten wir dann [U, V] C]X, Y[C k°. Die Kon-
vexitit von k ergibt sich analog. (3) Ist s ein Strahl aus U mit g als
Tragergerade, so treffen sich g und & in zwei verschiedenen Punkten X, Y,
und nach (1) ist U €]X,Y[. GeméB (12.14)(4),(5) gilt dann entweder
sNk={X}odersnk={Y}. O

G. Vollstandige euklidische Ebenen

Die Bedeutung des Vollstandigkeitsaxioms (S) wird ersichtlich aus

(12.23) Hauptsatz iiber vollstindige euklidische Ebenen. Bis auf
Isomorphie ist E(C(+,-),R) die einzige vollstindige euklidische Ebene.

Beweis: 1) Wir setzen voraus, dafl in der geméB (12.10) vorgegebenen
klassischen euklidischen Ebene E nun auch das Axiom (S) erfiillt ist und
beweisen K(+,-) = R(+, -):

a) Dazu betrachten wir eine nichtleere Teilmenge R von K, \{0}. Ist
M = {ko, | r € R}, so fithrt (S) mit der Notation kpo := {M} auf
M = kp, fir ein M € P und ein v € K. Es folgt M = 0, denn
jede Gerade durch 0 ist Symmetrieachse von E V r € R und damit
Symmetrieachse von (M = Ky, (vel.(5.23)3)). Mit (12.11)(5) ergibt
sich nun v <r Vr €R. Im Falle u€R ist u= minfR. Ist u €R und ist
ve K, mit u<w, so existiert nach (12.11)(5) ein z € R mit z <wv, denn
andernfalls wire ko, C ko, C ()9 mit v € ko, \ ko, d.h. es wire
kou # (M. Demnach hat R in K, das Infimum u.
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b) Fiir z:= inf{1/n|n € N*} gilt z=0. Denn sonst wire 0 < z < 2z, und
nach der Definition von z gédbe es dann ein m € N* mit 1/m < 2z. Damit
wére aber 1/(2m) < z im Widerspruch zur Definition von z.

c) Ist ae K, so gibt es ein m € N* mit a <m, denn sonst ergébe sich
0<1l/a<1/n ¥ neN*im Widerspruch zu b).

d) Ist b€ K% und ist n € N*, so gibt es ein 7, € Q mit r, <b<r,+1/n.
Denn nach c¢) gibt es ein m € N* mit b-n <m, und in der endlichen Menge
{0, ...,m} gibt es folglich ein grofites Element k& mit k£ <b - n. Dann ist
b-n<k+1, und fir r, :=k/n folgt die Behauptung.

e) Ist @ #M C K und ist ¢ € K untere Schranke von fR, so hat {r—c|re R}
nach a) in Ky ein Infimum d, und dann ist ¢+d Infimum von fR.

f) Ist @ # R CK und ist ¢ € K obere Schranke von R, so hat {—r |re R}
nach e) in K ein Infimum d, und dann ist —d Supremum von 9.

g) Wegen b) — f) ist K(+, ) 2 R(+, ).

2) Nach 1), (12.6) und (12.7) ist nun noch zu zeigen, daf in E(C(+, ), R)
das Axiom (S) erfiillt ist. Dazu sei M € P, und R sei eine nichtleere Teil-
menge von P\{M}. Fir r= inf{|X—M|eR| XeR} fihrt (12.11)(5)
auf {karx | X€ R} = kpr,, und mithin ist (S) giiltig. O

(12.24) Corollar. Die Anschauungsebene ist durch die Aziome (V), (P),

(K), (Z), (A), (S) bis auf Isomorphie vollstindig gekennzeichnet.
Sie lifst sich algebraisch in der Form E(C(+,-),R) darstellen.

Der Beweis ergibt sich aus (12.23) in Verbindung mit unserer Definition
der Anschauungsebene. O

Schlufbemerkung. Wegen (12.7) und (12.24) wird die Anschauungsebene
auch als die reelle euklidische Ebene bezeichnet.
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H. Aufgaben

Im folgenden sei E = (P,=) = E(L_;,,K) eine klassische euklidische
Ebene mit euklidischem Koordinatenkorper K. Man zeige:

A 12.1. Fiir A, B,C, X € Pgilt: a) Bs ist ||A—B|—|B—C|| < |[A—C].
b) Ist A# C,soist X € <A, C>\]A,C| & ||[A-X|—|X-C|| = |A-C].
A 12.2. Sind Ay, ..., A, € P, soist |Aj+...+ A, < A+ +] A

Es gilt |A;+...+A4,| = |Ai|+...+]A,| genau dann, wenn ein Strahl s aus
0 mit Aq,..., A, € s existiert.
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A 12.3. Drei Elemente a,b,c € K7 sind genau dann die Seitenléngen
eines Dreiecks von E, wenn |a—b| < ¢ < a+b gilt. Diese Bedingung ist
dquivalent zu a*+b*4-c* < 2a2b? 422 +2c%a>

A 12.4. Sind A, B,C € P mit A # B und sind r, s € K7, so gilt

a) |karNkps| =2 |r—s| < |A-B| < r+s,

b) |ka,Nkps|=1< |r—s|=|A-B|Vr+s=|A-B|,

C) kA,T - kC,s A ‘A_C| S5 = kjl,r - k%’,s?

d) ki, Nk, =2 & rt+s < |A-C]|.

A 12.5. Sind zwei Kreise k4, und kg gegeben, so gibt es genau zwei
Dilatationen die k4, auf kp s abbilden, nédmlich

et X — =2 (X A)+B und ¢~ X — ——(X A)+B.

Der lepunkt Z~:=(sA4+rB)/(s+r) von ¢~ heifit der innere Ahn-
lichkeitspunkt dieser Kreise, und im Falle r# s heifit der Fixpunkt
Z*:=(sA—rB)/(s—r) von ot der duBere Ahnlichkeitspunkt dieser
Kreise. Fiir r #sAA# B folgt —(A—Z7)/(B—=Z")=(A-Z")/(B-Z").
Ist 7 =s, so ist ¢ =74 p. Fiir jede gemeinsame Tangente ¢ von k4, und
kps gilt ot (t)=tV ¢ (t)=t. Im ersten Fall heifit ¢ eine duBere, im
zweiten eine innere Tangente von k4, und kps. Ist ¢ € {p™, o™} und
ist u Tangente von ka4, mit p(u)=u, so ist u auch Tangente von kg ;.

A 12.6. Zwei verschiedene Kreise k4, kg s haben genau dann keine bzw.
eine bzw. zwei bzw. drei bzw. vier Tangenten gemeinsam, wenn
|A—B| < |r—s| bzw. |[A—B| = |r—s| bzw. |r—s| < |[A—B| < r+s bzw.
r+s = |A—B| bzw. r+s < |A—B| ist.
A 12.7. Sind kq, ko, k3 drei Kreise mit den Mittelpunkten My, My, Ms;
und den Radien 7y, rq, 3 und ist Z,, = Z,, der innere und Zy, = 7,
im Falle ) # r, der d&uflere Ahnlichkeitspunkt von k) und k, fiir A # g,
so gilt fur {\, u, v} = {1, 2,3} die folgende Aussage von MONGE:
a) Ist r\ # r,, so sind Z;\““, Z s 2,y kollinear.
b) Ist ry=r,,so gibtes g,he G mlt gll hANZy, My, M, € gNZ,,, Z,, € h.
c) Sind 77,79, r3 paarweise verschieden, so sind Z}, Z,5, Z4; kolhnear
A 128. Ist AeP, geG und L:=(ALlg) Ng, so gilt |[A—L|<|A-X|
V X € g. Man nennt |A—L| den Abstandvon A und g.

A 12.9. Umkehrung des 2. Hohensatzes von EUKLID. {A, B, C} sei ein
Dreieck, und es gebe ein D € ]A, C[ mit |[A—B|™2+|B—C|™2=|B—D|™?
und mit <A, C>1<B,D>. Dann ist <A, B>1<B,C> (vgl. (11.27)).
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13 FLACHENMESSUNG UND ORIENTIERUNG

Fiir die nachfolgenden Erorterungen denken wir uns eine klassische eu-
klidische Ebene E = (P,=) = (P,G,~) = E(L,K) mit L = L_; ((K)
vorgegeben, wobei K ein (Q umfassender) euklidischer Korper ist (vgl.
§12 und insbesondere (12.10)).

Obwohl wir intuitiv eine recht deutliche Vorstellung von dem haben,
was ,,Fliache” bedeutet, existieren zur Flachenmessung umfangreiche und
schwierige Untersuchungen. Wir wollen im folgenden lediglich einen An-
satz erortern, bei dem sich mit wenig Aufwand brauchbare Ergebnisse
erzielen lassen und bei dem wir zugleich auch einiges iiber Orientierung
erfahren.
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A. Determinanten

(13.1) Als erstes betrachten wir den auf G.W. LEIBNIZ (1646-1716)
zuriickgehenden Begriff der Determinante. Dabei handelt es sich um Ele-
mente von K, die man Paaren aus Elementen von IL zuordnet und die nun
nicht einen ,, Abstand“, sondern eine Parallelogrammfliche beschreiben,
wie wir spéter sehen werden. Wir definieren: ;

a

c d ‘

Fiir a,b, c,d € K heiit det(a+ib, c+id) := ad—bc =:
die Determinante von (a+ib, c+id).
Fiir a,b,¢,d € Kund A, B,C, D € L gilt:
(1) det(1,a+ib) = b =: Im(a+ib) := Imagin&rteil von a+ib
und det(a+ib, c+id) = ad—be = det(a+ic, b+id).

(2) det(A, B) = AB_AB — _qey(B, 4) = — det(A, B),

(3) det(C-A,C-B) = CC - det(A, B) = |C)? - det(A, B).

(4) det(a-A, B) = a-det(A, B) = det(A, a-B).

(5) det(A+B,C+D) = det(A, C)+det(A, D)+ det(B, C)+det(B, D)
(6) det(a-A,b-A)=0.

(7) det(A,B) - C +det(B,C) - A+ det(C, A) 0

(8) det(A,B)=0 <& A-BeK & (A=0 V BeKA)

(9) det(A,B) £0 < A, BeEL* NAB ¢ K & A£0A B ¢ KA

Beweis: (1) folgt direkt aus der Definition der Determinante.
(2): (a—1ib)- (c+id) — (a+1b) - (c —id) = 2i - (ad — bc).
(3): CA-CB—-CA-CB=CC-(AB — AB).

(4): aAB — aAB =a - (AB — AB) = AaB — AaB.
(5): (A+B) (C+D)—-(A+B)- (C—I—D)
= AC — AC + AD — AD + BC — BC + BD — BD.

. aAbA — aAbA = 0.

: ABC — ABC + BCA— BCA+ CAB - CAB = 0.

: (AB—-AB)/2i=0 & AB=AB & ABeK &
& (A=0V AA - B e KA).

(9): (AB - AB)/2i#0 <& AB#AB & AB ¢ K &

< A#0 N B ¢ KA. O

AA,_\
co 3 O
Z —
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Ebene und raumliche euklidische Geometrie Flachenmessung und Orientierung

(13.2) Erliuterungen. a) Definitionsgeméf ist die Determinante zweier
Elemente A, B € L stets ein Element von K, das sich direkt aus den Ko-
ordinaten berechnen 148t. Hierbei spielt die Reihenfolge eine wesentliche
Rolle, denn nach 12.(3) dndert sich das Vorzeichen der Determinante von
(A, B), wenn man A mit B vertauscht.

d a+id c+id a+c+id
d d Figur 13.1
0 a a K 0 a a K

b) Nach (13.1)(2) ist det(a, id) = a-d = det(a, c+id) (Figur 13.1). Damit
deutet sich bereits eine Verbindung zwischen Determinante und Paralle-
logrammfléache an.

¢) In (4) und (5) verhilt sich det wie eine Art Produktbildung.

Aus der sog. CRAMER-Identitit (13.1)(7) folgt
(13.3) Cramersche Regel. Es secien A, B,C € 1L mit det(A, B) # 0.
Dann gibt es genau ein Paar (z,y) € K mz’t‘x -A+y-B= C‘.
det(C, B) det(A, C)
~ det(4,B) "V det(4, B)

steht det(A, B); hiervon ausgehend schreibt man im Zihler C
statt A, um x zu erhalten, und C statt B, um y zu erhalten.
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Beweis: Nach (13.1)(2),(7) ist det(A, B)-C = det(C, B)-A+ det(A, C)-B.
Damit ergibt sich die Ezistenz der gesuchten Losungen x,y € K.

Sind u,v € K mit uA +vB = C, so folgt det(A,C) = v-det(A, B)
und det(C, B) = u-det(A, B) gemif (13.1)(4),(5),(6). Dies beweist die
Eindeutigkeit der gefundenen Losungen. O

Bemerkung. In Koordinatenschreibweise liefert (13.3) eine Losungsformel
fiir zwei lineare Gleichungen mit zwei Unbekannten.

(13.4) Ist f € A, so wird das Element det f := det(f(1)—£(0), f(i)—f(0))
aus K als die Determinante von f bezeichnet. Man kann detf als
Fldchenverzerrungsfaktor deuten, wie wir sehen werden.
Sind A, B € L mit A # 0, so hat
f:L—L:X — AX+B die Determinante AA = |A|?, withrend
g:L—L:X — AX+B die Determinante —AA = —| A|? hat.
Demnach hat jede gerade Bewegung die Determinante 4+1 und jede un-
gerade Bewegung die Determinante —1. Uberdies ergibt sich

(13.5) Determinantenmultiplikationssatz.

Esist| det (o B) =deta-detf | V «a,8 € A.

Beweis: (9.18), (11.5), (13.4). DO

B. Das Determinantenmafl

(13.6) Ist A := (Ay,...,A,) ein n-tupel von Punkten aus L mit n > 2,
so wird das in K gelegene Element

Det A := 3[det (A1, Ag)+det (Ag, Ag)+ - - - +det (A,_1, Ay )+det (A, 4y)]
als das Determinantenmaf} von A bezeichnet. Ferner wird
Rd(A) = [Ah AQ] U [A27A3] U---U [An—la An] U [Ana Al] A,
der Rand von A genannt, und Ay, ...A,, heiflen die )
Ecken von A. Als erstes zeigen wir

(13.7) Zerlegungssatz. Fir r,s,n € N* mit r<s<n,
A= (Al, ce ,An) G]Ln, B:= (AT‘7A7‘+17 ce ,As)
und C:=(As, ..., Ap, A1, ..., Ay) gilt
’DetA = Det B + Det C| (Figur 13.2).

AL Ag
(Zur Verdeutlichung werden in Figuren stets die n=9r=35=8
Rénder mit eingezeichnet.) Figur 13.2
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Beweis: Wegen det(X,Y) = —det(Y, X) V X, Y € L ist

DetA = f[det(A,, Arpq) 4 - -+ + det(As_1, As) + det(A,, A)] +
+1[det(Ay, Agyr)+- - +det(A,, A+ - -+det(A,1, A,) +det(A,, Ay)] =
DetB + DetC. O

(13.8) In (13.7) wird (B, C) eine echte Zerlegung von A in die Teile
B,C genannt, wenn B€EIL/ ACc L mit3<j<n—-1A3<k<n-1
ist, wenn also B und C weniger Ecken als A haben.

Figur 13.3

Im Falle n > 4 sind echte Zerlegungen von A offenbar moglich; man
kann z.B. B = (Ay,A3,...,A4,) und C := (A,, A1, A3) oder auch
B = (A, Ay, A3) und C := (A4;,..., A,, Ay) wéhlen (Figur 13.3).

Die bei einer echten Zerlegung erhaltenen Teile konnen, soweit sie wenig-
stens 4 Ecken haben, abermals echt zerlegt werden.

Indem man diesen Zerlegungsprozess so weit wie moglich weiterfithrt —
z.B., indem man bei jedem einzelnen Zerlegungsprozess ein Tripel ab-
spaltet, so dafl das Restteil dann eine Ecke weniger hat — | gelangt man
zu einer Zerlegung von A in lauter Tripel Ay, ..., A, die jeweils aus drei
der Ecken Ay, ..., A, von A gebildet sind; hierbei ist ¢ = n — 2, wenn
n >3 und A € L™ ist.

Man bezeichnet (Ay, ..., A) fiir ¢ =n —2 > 1 als eine Triangulierung
von A € L™

Fiir n > 4 hat A stets mehrere mogliche Triangulierungen (Figur 13.4),
aber ganz gleich, wie diese gewéhlt werden, nach Satz (13.7) gilt:

(13.9) Erster Triangulierungssatz. Ist A € L mitn > 3

und ist Ay, ..., N,_o eine Triangulierung von A, so ist

’DetA =Det A+ ---+Det A\,,_o|.
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Figur 13.4: Beispiele fiir Triangulierungen

a) A1=(A3,A4>A5)>AQZ(A(S,Al,A2),A3:(A3,A5,A6),A4=(A6,A2,A3),
b) A&:(Aﬁb A57 A6)7 AIZI(A67 A17 A2)7 Aé:(A?n A47 A6>7 AZZ(A(S’ A27 A3)7
C) A’{:(A2, A37 A4)7 AIQ/:(Afi? A17 A2)7 Ag:(A27 A47 A5)7 A21/:(1457 A67 AQ)
Im weiteren benotigen wir
(13.10) Satz. Fiir (A, B,C) € L? gilt:

(1) Det(A, B,C) = % - det(B—A,C—A).

(2) Det(A, B,C) = 5" [det(A, B)+ det(B, C)—det(A, C)].

(3) Det(A,B,C) =0 < A, B,C sind kollinear.
Beweis: Es ist 1 -det(B—A,C—A) = 1-[det(B, C)— det(B, A)— det(A, C)
+det(A, A)] = 3 - [det(A4, B) + det(B, C) + det(C, A)] = Det(A, B,C)
geméf (13.1)(2),(5). Mit (13.1)(2),(8) folgt dann die Behauptung. O

Neben (13.9) besteht die Moglichkeit, fiir jeden beliebigen Punkt Z € L
eine sog. zentrische Triangulierung bzgl. Z vorzunehmen geméf

I= ol

(13.11) Zweiter Triangulierungssatz. Ist A €
eL” mitn > 2 und ist Z €L, ist ferner
Al = (Z, Al, A2)7 AQ = (Z, AQ, Ag), P
An—l:: (Z7 An—l; An)7 An = (Za Ana Al)a

50 z’st’DetA:DetA1+~~+DetAn‘.

Der Beweis ergibt sich direkt aus (13.10)(2). O

Bei einer ,, zyklischen® bzw. , antizyklischen® Ver-
tauschung der Ecken verhélt sich das Determi-
nantenmaf} wie folgt: 8 Figur 13.5

(13.12) Satz. Fiir (Ay,...,A,) €L™ mitn > 2 gilt
(1) Det(Ay, ..., Ay)=Det(A,,...,Ap, A1, ..., A1) Vre{2,... n},
(2) D@t(An, An—la PN 7142, Al) = —Det(Al, PN ,An)

Download free eBooks at bookboon.com


http://bookboon.com/

Ebene und raumliche euklidische Geometrie Flachenmessung und Orientierung

Beweis: (1) folgt direkt aus (13.6), und (2) ergibt sich aus (13.6) in Ver-
bindung mit (13.1)(2). O
Ist A= (Ay,...,A,) €L" mit n > 2 und ist ¢ € A, so sei

p(A) = (p(A), -, p(An)).

Damit folgt als weitere wichtige Eigenschaft des Determinantenmafles:

(13.13) Satz. Ist ¢ eine Ahnlichkeit von E und ist A € L™ mit n > 2, so
ist |Det p(A) = det p - Det A |.
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Beweis: Nach (13.9) ist es hinreichend, den Satz fiir (A, B,C)€L3 zu
beweisen. Ist (X)) = EX+F VX e Lmit E,F € L A E # 0, so ist
det((B)—y(A), Y (C)—(A)) = det(E(B—A), E(C—A)). In Verbindung
mit (13.1)(2),(3), (13.4), (13.5), (13.10)(1) fithrt dies fiir ¢ € {1, 1poxy,}
auf die Behauptung. O
(13.14) Corollar 1. Ist A € L™ mitn > 2, so ist

Det p(A)=Det AV ¢ € BT und Det p(A)=—Det AV € B~

Beweis: (13.4), (13.13). O

(13.15) Corollar 2. Ist (A, B,C,D) ein Parallelogramm von L und
ist B der FufSpunkt des Lotes von C

% c auf <A, B>, so gilt fir a:=|A—B)|
: und h :=|C — E|:
A a B E (1) Es ist |Det (A, B,C,D)| =a-h.
Figur 13.6 (2) Es ist |Det (A, B,C)| = 1a-h.

Beweis: Nach Anwendung einer Bewegung diirfen wir geméafi (13.14)
0.B.d.A.von A=0, B=a, D=d+h-iund C = a+d+h-i mit d € K ausge-
hen. Da die Dreiecke (A, B,C') und (C, D, A) vermittels der Punktspie-
gelung an 1(A+C) kongruent sind, folgt mit (13.9): |Det(A, B,C, D)| =

—2.|Det(A, B, O)| "2 | det(B—A, O— A)| = | det(a, a+d+hi)| = a-h. D
C. Flichenmessung

(13.16) a) Voriberlegung. Es seien m,n,r, s € N*. Dann 148t sich das
Rechteck A := (0, 73, 74, Zi) durch m-r achsenparallele Rechtecke mit

den Seitenlingen o ; niiberdecken®, und zugleich 148t sich das ,,Einheits-
quadrat® E:= (0,1, 144,7) durch n-s solcher Rechtecke , iiberdecken*.
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Das Verhaltnis der Flachen von A und E wird man deshalb intuitiv durch
die Zahl ™*= beschreiben, d.h. wenn man E die Fldche 1 zuordnet, dann
wird man A die Flache %f zuordnen.

b) Die auf Q bezogene Voriiberlegung aus a) fithrt uns zu der folgenden
Definition: Ist A :=(0, a,a+ih,th) mit a,h € K, und ist ¢ € B, so wird
F(¢o(A)):=a-h als die Fliche von ¢(A) bezeichnet. Dies bedeutet:

Ist (A, B, C, D) ein Parallelogramm mit <A,B>_1 <B,C">, also ein Recht-
eck, so hat (A, B,C, D) die Fliche F((A, B,C,D))=|A-B|-|B-C|.

D C C Figur 13.7 C D C
g} A ' Zh

A a B A a B A a B E A a B E
a) b) c) d)

c¢) Da sich das Rechteck (A, B, C, D) vermittels der Punktspiegelung an
M:=3(A+C) in die kongruenten rechtwinkligen Dreiecke (A, B,C) und
(C, D, A) zerlegen 1a3t, ordnet man dem rechtwinkligen Dreieck (A, B, C)
den Flichenwert F((A, B,C)):=3a-h mit a:=|A—B| und h:=|B-C|
zu (Figur 13.7 a)). Da sich der Flachenwert fiir ein beliebiges Dreieck aus
Summe oder Differenz der Flachenwerte zweier rechtwinkliger Dreiecke
ermitteln 1aft (Figur 13.7 b),c)) und da sich ein Parallelogramm aus zwei
gleichsinnig kongruenten Dreiecken zusammensetzen 1afit (Fig.13.7 ¢)),
betrachtet man die Zahl ,, Grundseite mal Héhe* fiir Parallelogramme
und ,, %Grundsez’te mal Hohe“ fiir Dreiecke als Maf fiir die Grofle der
Flache.

d) Aus c¢) erkennen wir mit (13.15), da8 der Absolutbetrag des Determi-
nantenmafes fiir Dreiecke und fiir Parallelogramme genau das zugehorige

Flachenmaf liefert.
Deshalb legen wir nun mit Blick auf den Triangulierungssatz (13.9) fest:

(13.17) Ist A € L™ mit n > 3 und ist (Aq,...,4A,) mit r=n—2 eine
Triangulierung von A oder mit » =n eine zentrische Triangulierung von
A so wird (Aq,...,A,) schlicht genannt, wenn

entweder ’DetAVZO firv=1,... ,T‘ oder’DetAVSO firv=1,...,r

gilt, wenn also die Determinantenmafe fiir die einzelnen Tripel der Tri-
angulierung keine unterschiedlichen Vorzeichen aufweisen.
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Ferner wird A genau dann als orientiert bezeichnet, wenn A wenigstens
eine schlichte (gewohnliche oder zentrische) Triangulierung besitzt.

Wenn A orientiert ist, dann wird | F'(A) := |DetA| | das Fldchenmaf3
von A genannt.

Anschaulich stellt man sich hierbei vor, da8 F'(A) die ,,Groe® des durch
A festgelegten , Bereiches* beschreibt, welcher durch die Tripel einer
schlichten Triangulierung festgelegt ist. Dabei deutet man die Punktmen-
ge [R, S, T| = Uxes [B: X] als die Fléche eines einzelnen zugehérigen
Tripels (R, S,T) (vgl. (12.18)).

Ist A orientiert, so heifit A positiv orientiert im Falle Det A > 0 und
negativ orientiert im Falle Det A < 0.

Als wichtiges Ergebnis notieren wir

(13.18) Hauptsatz der Flichenmessung.
Ist A € L™ mit n > 3 und ist A orientiert, so gilt:

(1) Es ist|F(A) = F(Ay) + F(Az) +--- + F(A,)
fiir jede schlichte Triangulierung (Aq, ..., A,) von A.

(2) Ist (B, C) eine Zerlegung von A mit DetB - DetC > 0 und sind
B, C orientiert, so ist| F(A) = F(B) + F(C) |

(8) Ist o eine Ahnlichkeit von E, so ist F(o(A)) = |det |- F(A).
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Beweis: (13.7), (13.9), (13.11), (13.13), (13.17). O

(13.19) Nach (13.18)(3) ist die Determinante einer Ahnlichkeit ¢ vom Be-
trag her genau der Flachenverzerrungsfaktor fiir Figuren bei Anwendung
von . Insbesondere ist jede Bewegung flichentreu.

D. Orientierung

Das Determinantenmaf sagt — aufgrund seines Vorzeichens — auch einiges
iiber Orientierung aus. Dazu zeigen wir

(13.20) Satz iiber Orientierung. Fs gilt:

(1) Gleichsinnige Ahnlichkeiten erhalten die Orientierung.

(2) Gegensinnige Ahnlichkeiten kehren die Orientierung um.

(3) Ist B € Ky und C € L mit Im(C) > 0, so ist Det(0, B,C) > 0.

(4) Ist B € Ky und C € L mit Im(C') < 0, so ist Det(0, B,C) < 0.

(5) Jedes geordnete Dreieck und jedes Parallelogramm ist orientiert.

(6) Ein Parallelogramm (E, F, G, H) ist genau dann positiv orientiert,
wenn dies fir (E, F,G) zutrifft (Figur 15.8).

b) G

A
Figur 13.8

Beweis: (1), (2) folgen aus (13.18)(3), und (3), (4) ergeben sich geméaf
(13.10)(1) aus Det(0, B, c+d-i) = 3 det(B, c+d-i) = 1 B-d fiir B,c,d€K.

Ist (E, F,G, H) ein Parallelogramm, so ist ((E, F,G), (G, H, F)) eine Tri-
angulierung aus gleichsinnig kongruenten Dreiecken, wie die Punktspie-

gelung an 1 (E+G) zeigt. Damit erhalten wir (5) und (6). O

(13.21) Ist (A, B,C) ein geordnetes Dreieck, so haben die geordneten
Dreiecke (B,C, A), (C, A, B) nach (13.12) die gleiche Orientierung wie
(A, B,C), und die Dreiecke (C, B, A), (B, A,C), (A,C, B) sind entge-
gengesetzt orientiert wie (A, B, C'). Uberdies erhalten wir

(13.22) Satz. Dreiecke (A, B,C), (A, B, D) haben gleiche Orientierung
im Falle <A, B> N [C, D] =@ und entgegengesetzte Orientierung
im Falle <A, B> N [C, D] # @.

Beweis: Nach Anwendung einer geraden Be-

wegung diirfen wir geméf (13.20)(1) 0.B.d.A.

von A=0 und B €K’ ausgehen.

3/ A B Nach (13.20) und (13.12)(2) sind (A, B,C)

und (A, B,D) genau dann gleichorientiert,

wenn 0 € [Im (C),Im (D)] ist. Dies ist nach

(10.11) und (12.13)(4) dquivalent zur Aussage

<A,B>nN|[C,D] =@. O

C D

Figur 13.9
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Ebene und raumliche euklidische Geometrie Flachenmessung und Orientierung

(13.23) Beispiele: a) Figur 13.10 zeigt schlichte Triangulierungen eines
Vierecks und eines Sechecks. Ist A = (A, B, C, D) ein Viereck und ist jede
gewoOhnliche Triangulierung von A schlicht, so bedeutet dies anschaulich
geméiB (13.22), daB A keine ,einspringende® Ecke hat (Figur 13.10 a),b))
und daf die konvexen Mengen [{A, B, C, D}] und [Rd(A)] identisch sind.
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D c D C
a) b)
A A
B B

Figur 13.10

b) Wenn ein Viereck eine ,einspringende“ Ecke hat, aber nicht ,iiber-
schlagen* ist, dann besitzt es nach (13.22) genau eine schlichte Triangu-
lierung. In Figur 13.11 a) ist ((B,C, D), (D, A, B)) schlicht. Dagegen ist
((A,B,C),(C,D,A)) (Figur 13.11 b)) keine schlichte Triangulierung.

Figur 13. 11\% \/

) ,,Uberschlagene Vierecke® sind Vierecke vom Typ (A, B,C, D) mit
N [C, D] # ( oder mit [B,C] N [D, A] # @:

[ g X

Flgur 13.12

Weder ((A,B,C),(C,D,A)) noch ((B,C,D),(D,A,B)) sind in Figur
13.12 a), b) schlichte Triangulierungen. Deshalb besitzt das {iberschla-
gene Viereck (A, B, C, D) hier iiberhaupt keine schlichte Triangulierung
und hat somit keine Orientierung und kein Fldichenmafs.

Wenn z.B. (A, D, B,C) ein Rechteck ist (vgl. Figur 13.12 ¢)), dann ist
Det(A, B,C,D) = Det(A, B,C)+Det(C,D,A) = 0, da (A, B,C) und
(C, D, A) vermittels der Spiegelung an der Geraden <3 (A+C), 3(B+D)>
gegensinnig kongruent sind. Dagegen existiert hier F'((A, D, B,(C)), d.h
die Reihenfolge der Ecken ist von entscheidender Bedeutung.
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E. Aufgaben

Zeigen Sie:

A 13.1. Sind A, B € L*, so ist %det(A,B) = Det(0, A, B), und im Falle
KA # KBist (0, A, A+ B, B) ein Parallelogramm mit F'(0, A, A+ B, B) =
= |det(A, B)|.

A 13.2. Einfiigen neuer Ecken. Ist A = (A,...,A,) € L™ mit n > 2
und ist B € [A,, A1) fur g€ {1,...,n—1} sowie C' € [A,, A;], so sind
B,C € Rd(A), und es ist DetA = Det(Ay, ..., Ay, B, Ayta, ..., Ay, C).
Bemerkung. Durch wiederholte Anwendung dieses Verfahrens darf man
beispielsweise davon ausgehen, dafi die Eckenmenge von A die Menge der
Treffpunkte gewisser paralleler Geraden mit Rd(A) ist. Damit ergibt sich
die Moglichkeit besonders iibersichtlicher Triangulierungen.

A 13.3. Sind (A, B,C) und (A, B, X) Dreiecke und ist ¢ = <A, B>, so
gilt X € He(g) genau dann, wenn (A, B,C) und (4, B, X) die gleiche
Orientierung haben.

A 13.4. Ist (A, B,C) ein Dreieck und ist X € L, so gilt X € [{A, B,C}]
genau im Falle F'(X, A, B)+F(X,B,C)+F(X,C,A) = F(A, B,C).

A 13.5. Ist {A, B,C} ein Dreieck, so wird F({4, B,C}):=F(A, B,C)
die Fliche von {A, B,C} genannt (zur Wohldefiniertheit vgl. (13.12)).
Sind H,, Hy, H, die HohenfuBpunkte von {A, B, C} (vgl. (4.13)), so gilt:
F({A,B,C})=3|A—H,|-|B-C|=%|B—H,|-|C—A|=%|C—H.|-|A-B|.
A 13.6.Ist { A, B, C'} ein Dreieck, so besitzt { A, B, C'} genau einen Beriihr-
kreis mo (vgl. (5.29)) mit Mittelpunkt M, und Radius py derart, daB
M, € [{A, B,C}] ist. Man nennt mg den Inkreis von {A, B, C}.

Es ist F({4, B,C}) = Y(|A—B|+|B—C|+|C—A])-po.

A 13.7. Es seien A€ L\K und A :=(0,1, 4, A%, ..., A") mit n € N*. Fiir
v=1,..,nsei p,:L—-L: X—-A""1.X und A, :=(0, A¥~1 A¥). Dann ist
(A, ..., A,) eine Triangulierung von A, und fiir v =1, ..., n erhalten wir
0, (A1) = A, sowie DetA, = Det(ip,)-DetAy = | A[*¥~Y.DetA;. Demnach
ist (A, ..., A,) schlicht, und es ist F(A) = F(A)-(JA]*"—1)/(]A]*~1) im
Falle |A| # 1 sowie F'(A) = n-F(A;) im Falle |A| = 1.

Bemerkung. Wahlen wir A := 4 und n = 10, so zeigt diese Aufgabe, dafl
die Dreiecke einer schlichten Triangulierung sich ggf. mehrfach ,iiberlap-
pen® konnen.
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Ebene und raumliche euklidische Geometrie Winkel in klassischen euklidischen Ebenen

14 WINKEL IN KLASSISCHEN EUKLIDISCHEN EBENEN

Fiir die nachfolgenden Untersuchungen denken wir uns eine klassische
euklidische Ebene E = (P, =) = (P,G,~) = E(L_;,(K),K) vorgege-
ben, wobei K ein (Q umfassender) euklidischer Korper ist (vgl. §12 und
insbesondere (12.10)).

Wir haben orientierte Winkel zwischen Geraden bereits ab §6 verwendet,
ohne dafiir Anordnungeigenschaften zu benétigen. Im folgenden wollen
wir nun aber Winkel zwischen Strahlen betrachten, und deren Definition
ist an Anordnung gebunden.

Wir werden sehen, dafl sich viele Aspekte der gewohnlichen Trigonome-
trie auf klassische euklidische Ebenen iibertragen lassen. Dabei werden
wir allerdings den Begriff des Bogenmafles umgehen, da dieser an die
Grenzwerttheorie der reellen Analysis gebunden ist.
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A. Winkel zwischen Strahlen

(14.1) Eine exakte Behandlung des Winkelbegriffs erfordert mehr Auf-
wand, als gemeinhin angenommen wird. Denn man muf} zwischen ver-
schiedenen Winkeltypen unterscheiden, fiir die jeweils eine geeignete Maf3-
bestimmung einzufiihren ist (vgl. §6). Dabei ergibt sich das zusétzliche
Problem, dafl die Winkelmessung nicht einmal im Falle K = R kanonisch
ist, wie die Unterscheidung zwischen Gradmafl und Bogenmaf zeigt.

Mit Aufgabe 1.5. wird deutlich, wie leicht man in Schwierigkeiten gerét,
wenn man z. B. gewisse Anordnungstatsachen nicht geniigend beachtet.
Deshalb ist es durchaus bemerkenswert, dafl man Winkel zwischen Ge-
raden ohne Anordnung behandeln kann und dafiir auch eine geeignete
Winkelmessung einfiithren kann (vgl. (6.7), (6.29), (7.1) und (11.22)).

Es gibt nun allerdings Problemstellungen, bei deren Behandlung man es
vorzieht, Winkel zwischen Strahlen zu betrachten, wie man dies bereits
bei EUKLID findet.

Dabei kann man auf die Reihenfolge der Schenkel achten (Typ 1) oder
nicht (Typ 2), d.h. Typ 1 148t sich definieren als ein geordnetes Paar
(s,t), bestehend aus zwei Strahlen s,¢ mit gemeinsamem Scheitel, und
Typ 2 darf als Menge {s,t} betrachtet werden, gebildet aus zwei Strahlen
s,t mit gemeinsamem Scheitel.

Genauer wird (s,?) als orientierter Winkel mit s als erstem und ¢
als zweitem Schenkel bezeichnet, und {s,¢} heift nichtorientierter
Winkel mit den Schenkeln s, t. Bei beiden Typen heifit der gemeinsame
Scheitel der Strahlen auch der Scheitel des Winkels.

¢ t (14.2) Die Winkel vom Typ 1 werden
- =8 in der Trigonometrie benutzt und
' ’ treten zugleich auch als Drehwinkel

S

s in Erscheinung.
a) Typ 1 . b) Typ 2 Die Winkel vom Typ 2 haben ihren fe-
Figur 14.1 sten Platz in der Vektorrechnung und

werden auch gern in der Elementargeometrie verwendet, wobei man sie
gelegentlich als Winkelfelder [s U t] definiert findet.

Es liegt wohl auf der Hand, dafl eine Verwendung verschiedener Winkel-
typen zu verschiedenen Varianten von Sétzen fiihrt; bemerkenswert ist
jedoch, daf} die Qualitét eines Satzes von der Verwendung des Winkeltyps
abhéngig sein kann. Dieses wirkt sich besonders dann aus, wenn es sich
um einen Satz handelt, der fundamental in dem Sinne ist, daf} auf ihm
eine Vielzahl weiterer Séatze beruht. Ein Beispiel eines solchen Satzes ist,
wie §7 — §11 gezeigt haben, der Peripheriewinkelsatz. In der Tat werden
wir sehen, dafl dieser Satz bei Verwendung der G—Winkel (vgl.(6.1)) die
beste Umkehrung besitzt.
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B. Orientierte Winkel zwischen Strahlen

Um zu genaueren Aussagen iiber die Winkel vom Typ 1 und vom Typ
2 zu gelangen, befassen wir uns nun zunéchst mit dem Einheitskreis
kg = koi:
(14.3) Satz. Es gelten die folgenden Aussagen:
(1) Esistkp={XeL| XX =1}={XeL||X|=1}={A4/A|AcL*}.
(2) kg(+) ist eine abelsche Gruppe.
(3) Die Abbildung ¢ : Go(®) — kg(-) : KA — A/A mit A€L* ist ein
Gruppenisomorphismus.
Beweis (1) Es gilt |A/A| =1 VA€L* und X+1 = X-(X+1) VX €kg
sowie i/t = —1. Mit (11.9) und (12.10) fiihrt dies auf (1).
(2) folgt aus (12.10)(8) und aus X ' = X € kg V X €kg.

» |ch habe den Weg zur KfW-Forderung verkirzt: von drei Wochen auf finf Minuten.

Wir suchen kluge Kopfe, die nachhaltig etwas bewegen und verindern wellen: So wie Kerstin Kronenberger: Als
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(3) Wegen NA/AA=A/A YA€ K*, VAcL* ist ¢ wohldefiniert, und we-
gen (1) ist € surjektiv. Fiir A, B€L* gilt [ A/A=B/B < AB=AB &
& ABEK & KA=KB] und ¢(KA®KB)=¢(KAB)=(A/A)-(B/B),
und dies impliziert die Behauptung. O

(144) Ist 6 : L - L: X — AX+B mit A € kg A B € L eine gerade

Bewegung (vgl. (11.17)), so nennen wir den Punkt W (§) := A des Ein-

heitskreises auch den Drehwert von 9.

Ist Dr(D)(o) die abelsche Gruppe aller Drehungen um den festen Punkt

D e L (vgl. (5.13)), so besteht ©r(D) aus den Abbildungen der Form
0: X - A(X—D)+D mit A € kg (vgl. (11.17)),

und dann ist ¢p : Dr(D)(o) — kg(-) : 6 — W(J) ein Gruppenisomor-

phismus, wie man sofort bestétigt.

Wir wollen die Drehwerte zur Messung von Winkeln heranziehen.
Anschaulich bedeutet dies, dafl wir den Einheitskreis jetzt als eine Art
»360°-Winkelmesser“ interpretieren. Aufgrund von (14.3)(2) wissen wir
ja, wie mit diesen ,Maflzahlen® zu rechnen ist. Dafl diese (abgesehen
von —1,1) in L und nicht in K liegen, ist aus mathematischer Sicht kein
Nachteil.

Der Ubergang zur geldufigen Winkelmessung wird spéter fiir K = R unter
Verwendung der Abbildung R — kg : o — cos z+i- sin x vollzogen.

Zunéchst zeigen wir

(14.5) Satz. Zu je zwei Strahlen s,t gibt es genau eine gerade Bewegung
d mit §(s) =t.

Beweis: Ist S bzw. T der Scheitel von s bzw. ¢t und ist S" = s N kg
sowie T" = t N kpy (vgl. (12.22)(3)) , so gibt es nach (5.18) genau eine
gerade Bewegung 6 mit 6(S) = T A §(S’) = 7", und nach (12.12) ist
dann 6(s) = t. Ist 0’ eine weitere gerade Bewegung mit §'(s) = t, so ist
0'(S) =T, denn S (bzw. T') ist der einzige Punkt von s (bzw. t), der
nicht zwischen zwei Punkten von s (bzw. t) liegt. Mit 0'(ks1) = kr 1 folgt
dann ¢'(S") =17, also 0’ = ¢ geméf (5.18). O

(14.6) Nach (14.5) gehort zu jedem Winkel (s,¢) vom Typ 1 genau ei-
ne Drehung § mit d(s) = t. Wir bezeichnen den Drehwert W (§) von §
zugleich auch als den Drehwert W (s,t) des Winkels (s, ).

Im Falle s = K, ist W(s,t) einfach der Schnittpunkt von ¢ mit dem
Einheitskreis kg, denn fir A:=tNkpAd: X — AX ist 0(K,) =¢.
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Allgemein ergibt sich fiir B,C € L* A D € L die Beziehung

B
1) W(D+K, B, D+K,C = (57
(1) W(D+K,B, DK, €)= 26 = (F) G
BC B x
d t D+AB|-D)+D = D+(==-1)-C VXK.
e es 15 |B(J|([ I=D) (|B(J| )

Wegen KB = Ky B/|B| und K;C = K, C/|C| kann man sich die
Strahlen in (1) auch in der normierten Form D+K, By, D+K,Cy mit
By, Cy € kg gegeben denken, und dann geht (1) {iber in

(2) W(D+K, By, D+K.Cy) = ByCo = By ' Cp.

Da wir es gewohnt sind, Winkelmafle zu , addieren, verwenden wir als
Verkniipfungssymbol im weiteren ,,®“ anstelle von ,,-“ und erhalten fiir
Winkel (s, t), (u,v) vom Typ 1 nunmehr

(3) Esist[W(s,t)=1< s=t] und [W(s,t)=—1 < sUt € G].
(4) FEsist W(s,t) = (W(t,s))™t =W(t,s) =W(t,s).
(5) Schenkelaustauschbedingung. Fs ist

W(t,s) =W(v,u) & W(s,t)=W(u,v) & W(s,u)=W(tv).
(6) Additivitdtssatz. Esist W(r,s) W (s, t) = W(r,1)

fiir je drei Strahlen r; s, t mit gemeinsamem Scheitel.
Wir bezeichnen zwei Winkel (s,?),(s’,t') vom Typ 1 als konform,
in Zeichen: (s,t) ~ (s',t'), wenn eine gleichsinnige Ahnlichkeit ¢ mit
p(s) = s' Np(t) =t existiert. Ist ; die Menge aller Winkel vom Typ 1,
so ist die erklarte Konformitéit offenbar eine Aquivalenzrelation auf €2;.

Der folgende Satz zeigt, daB die Drehwerte genau die Aquivalenzklassen
beziiglich dieser Konformitét beschreiben:

(14.7) Satz Zwei Winkel vom Typ 1 sind genau dann konform, wenn sie
den gleichen Drehwert haben.

Beweis: Es sei s = D+K, A und t = D+K, B mit A, B € kg und D € L.
)Ist o : L - L:X — EX+F mit E€L* A FF €L gegeben, so ist

W (), ¢(t)) = W(p(D)+K, EA, o(D)+K, EB) = ‘gjgg‘ — 4B =

= W(s,t). 2) Sind §'=D'+K A" und t'=D'+K, B’ mit A', B'€ kg N
D’ €L gegeben und ist W(s,t) = W(s',t'), so ist A™'B = A’_IB’, also
P(s)=sNYt)=tfiry :L—-L: X — (A/A)(X-D)+D'. O
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(14.8) Corollar 1. Zwei Winkel vom Typ 1 sind genau dann konform,
wenn sie gleichsinnig kongruent sind.

Der Beweis ergibt sich mit (14.7) aus dem Beweis von (14.7), da die dort
betrachtete Abbildung 1 eine gerade Bewegung ist. O

(14.9) Corollar 2. Gegensinnige Ahnlichﬁeiten sind gegensinnig winkel-
treu, d.h. fir (s,t) € Qp und ¢ € A~ gilt (s,t) >~ (¢(t), p(s)).

Der Beweis ergibt sich analog zum 1. Teil des Beweises von (14.7) in
Verbindung mit (14.7). O

Weiter erhalten wir

(14.10) Abtragbarkeit von Winkeln des Typs 1. Ist (r,r") € Qy und
sind s,t Strahlen, so gibt es eindeutig bestimmte Strahlen s’ t'
mit (s,s'),(t',t) € Q% A (r,1") >~ (s,8) A (r,r) = (', 1).
Beweis: 1) Nach (14.5) gibt es ein § € BT mit §(r) = s, und dann ist
(r,r') o~ (s,¢) fir s :=6(r"). Ist (s,5") € Q; mit (r,7") ~ (s,5"), so gilt
Wi(s,s') =Wi(s,s") gemaf (14.7), und mit (14.6)(2) folgt s’ = s”.
2) Nach 1) gibt es genau einen Strahl ¢ mit (',r) ~ (¢,t'), also mit
(ryr") >~ (t',t) gemaB (14.6)(5). O
Wir setzen 09 :=3609 :=1, 1809 := —1, 909 :=1, 2709 := —i und erhalten
(14.11) Satz. Sind s, s',t,t" Strahlen mit gemeinsamem Scheitel und sind
g:=sUs und h:=tUt Geraden, so gilt
(1) W(s,s) =09 AN Wi(s,s')=W(s,s)=1809,
(2) W(t,s') =W(t s) =180 © W(s,t),
(3) Wi(s,t)=W(s, 1)
(4) S(g,h) =KW (s,t) = KW(s',t) = KW(s,t') = KW (s, ).
Wir bezeichnen (s,s), (t,t) als Null-
winkel und (s,s'), (t,t') als gestreckte
Winkel. Ferner werden (t,s'), (t',s) die
Nebenwinkel, (s',t') der Gegenwinkel

und (t,s) der inverse Winkel von (s, 1)
Figur 14.2 genannt (Figur 14.2).

Beweis: Es seien s := D+K A, s := D+K,(—A),t := D+K,B und
t':= D+K,(—B) mit D € L und A, B € kg. Dann ist W(s,s') = —1
AN W(s,t) = AB AN W(t,s") = W(t',s) = (=1)- AB AN W(s',t') = AB,
und daraus folgt mit (11.22)(2) und (14.6) die Behauptung. O
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Mit der Notation W (X,Y, Z) := W([Y, X>,[Y, Z>) fir X,Y,Z € L mit
Y 4 X, Z folgt
(14.12) Satz tiber die Winkelsumme im Dreieck.
Ist {A, B,C%} ein Dreieck, so ist B
W(B,A,C)®W(A,C,B) e W(C,B,A) = 1809.
Beweis: Ist R bzw. S die Mitte von {A4,C} bzw.
{B,C} und gilt B':= R(B) sowie A’:=S(A), so ist
a:=W(B,A,C)=W(B',C,A) und p:=W(C, B, A)
=W(B,C,A') gemiB (14.7) bzgl. R und S. Fiir A
v:=WI(A,C, B) fithren (14.6)(6), (14.6)(3) dann auf
adydpf=W(B, CA)=180¢ (Figur 14.3). O
Als wesentlich fiir die weiteren Untersuchungen erweist sich nun

(14.13) Erster Satz zur Mafigleichheit von Winkeln. Es gilt:
(1) Sind (A, B,C), (A, B',C") Dreiecke gleicher Orientierung, so
ist [L(A,B,CY=£(A,B',C") = W(A,B,C)=W (A, B',C"].
(2) Sind (A, B,C), (A", B',C") Dreiecke verschiedener Orientierung, so
ist [£(A,B,C)=4(A",B",C") & —-W(A,B,C)=W (A, B, C")].

>0

Figur 14.3
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Beweis: Nach (9.5), (9.1)(1), (11.22)(1), (13.20)(1) und (14.7) dirfen wir
0.B.d.A.von A = A’ = 1AB = B’ = 0 ausgehen. Fiir D := C/|C|\D’" :=
=(C"/|C"|ist dann [£L(A, B,C) =£(A", B',C") & KD=KD' & D=D'V
V=D=D"] mit D=W(A,B,C) ¢ Kund D'=W(A",B,C") ¢ K. Ist
D=D'v —-D=D' so haben (A, B,C) und (A’, B’,C") nach (13.22) ge-

nau dann gleiche Orientierung, wenn D= D’ ist. O
Mit Hilfe von (14.13) folgt nun

(14.14) Randwinkelsatz fiir Winkel vom Typ 1. Ist k ein Kreis und
sind A, B,C € k, so gilt fir X, Y € L\{A, B} (Figur 14.4 a)):
(1) XekNXeHo(<A B>) < W(A X,B)=W(A,C, B).
(2) YGk’/\YgZHC (<A, B>) & W(B, YA)_1809@W(A C,B).

“’

\Ia

v ¥B
1809 O« Figur 14.4

Beweis: Die Aussagen (1) und (2) folgen unmittelbar aus (6.24), (12.12),
(13.22) und (14.13), denn nach (14.6) ist W(A,Y,B)=—-W(A,C,B) <
& W(B,Y,A) = (—=1)-W(B,C, A) = 18096W (A, C, B). O

(14.15) Mittenwinkelsatz fiir Winkel vom Typ 1. Gegeben seien
zwei verschiedene Punkte A, B eines Kreises k mit dem Mittel-
punkt M. Ist M & <A, B> und ist F' der Fufipunkt des Lotes von
M auf <A, B>, so gilt fir jedes X € ky =k N Hy (<A, B>):

(1) WA, X,B) =W(A,M,F)=W(F,M, B) (Figur 14.4 b)),
(2) WA, X,B) @ W(A,X,B)=WI(A, M, B).

Beweis: Es sei {A,D} := kN <A, M> und {B,E} = kN <B,M>.
Wegen M €]A, D[N|B, E[ gilt dann D, E € Hy (<A, B>). Nach (14.14)
ist W(A,D,B) = W(A, X,B) = W(A, E, B), und daraus ergibt sich in
Verbindung mit (4.10) und (14.7) die Behauptung durch Anwendung der
Translation 7p ps bzw. 7 auf (A, D, B) bzw. (A, E,B). O

(14.16) Bemerkungen. Fiir den in (14.15) nicht erfaften Fall M € <A, B>
verweisen wir auf den Satz des THALES (4.10).

Fragt man bei festem Drehwert «# 09,1809 und fiir fest vorgegebene
Punkte A, B € L nach der Menge aller Punkte X € L. mit W(A, X, B) =,
so ergibt sich nach (14.14) als Losung ein Kreisbogen (Figur 14.4 c)).
Demnach findet die Frage nach der Umkehrung des Randwinkelsatzes fiir
Winkel des Typs 1 eine génzlich andere Antwort als bei G-Winkeln, wo
sich geméf (6.24) ein vollsténdiger Kreis ergibt. Mit (14.14) folgt
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(14.17) Satz des Ptolemaios. Sind A, B,C,D S L und ist a := |[A-DB|,
b:=|B-C|,c:=|C—-D|,d:=|D-A|,e :=|A-C|, f := |B—D|, so gilt
E D ¢ © (¥x) arc+bd>e-f|. Es ist ’a-c—f-b-d:e-f‘ (vgl.

b
B

AN

\/

Figur 14.5) genau dann, wenn A, B,C,D kolli-
/ near sind mit ||A,C{N{B, D} |=1, oder wenn A,
A 2 B, C, D konzyklisch sind mit |A,C[N]B, D[# &.

Figur 14.5 Beweis: O.B.d.A. sei A=0. Ferner sei ¢ € A" mit
o(X)=XD/BVY XelL.Ist E:=CD/B, so sind die Tripel (C, B, A) und
(E, D, A) déhnlich vermittels ¢, und es folgt §:=W(C,B,A) =W(E,D,A).
1) Nach (12.10)(11) gilt |C—D|+|D—E| > |C—E|, also ¢+ |(B—C)D/B)|
> |C(B—D)/B| und damit ¢+ bd/a > ef/a. Dies impliziert (x).
2) Nach (12.13)(2) ist a:c+b-d=e-f < c+|(B—C)D/B|=|C(B—D)/B|
& |C=D|+|D—E| = |C—E| < De€]C, E[, und nach (14.6)(3),(6) ist

Die Antwort 1st 42.
Oder Baden-Wiirttemberg.

E el 7. ” e el
2 BWjetztde H facebook.com/BWijetzt u (@BWjetzt A e e T et
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DelC E| < W(E,D,A)@W(A,D,C)=1809 & & W(A,D,C)=1809.
Dies fithrt auf die Behauptung, ndmlich im Falle B € <A, (C> geméf
(14.6)(3) und sonst geméf (14.14)(2), (12.16)(2) und (12.22)(1). O

C. Trigonometrische Funktionen

(14.18) Wir wollen jetzt trigonometrische Funktionen einfithren. Dabei
gehen wir weiterhin von einem beliebigen euklidischen Kérper K aus.

Im Hinblick auf die Bemerkungen aus (14.4) ist es geboten, als Urbilder
nicht die Elemente von K, sondern die Elemente von kg zu wéhlen.
Unsere Funktionen sind dann nicht mit den iiblichen trigonometrischen
Funktionen identisch und sollen deshalb als ,,Sin“, ,,Cos“, ,Tan*, , Cot*
notiert werden, gelesen ,,Sinus“, , Cosinus“, , Tangens®, ,Cotangens”.
Wir setzen fest:

Ist Z =2+ iy € kp mit x,y € K, so sei
(1) SinZ:=y, CosZ :=x, TanZ :=y/z, CotZ :=z/y.

Dabei sind 1/0 und —1/0 als nicht in K gelegene Elemente 400 bzw. —oo
zu betrachten, wobei co als ,,Unendlich“ gelesen wird und wobei man
formal z. B. von den Definitionen +o00 := (1,K) und —oco := (—1,K)
ausgehen kann. Hierbei ist mit 00 wie iiblich zu rechnen.

Unter Verwendung der in (14.6) und vor (14.12) getroffenen Vereinba-
rungen rechnet man leicht nach, daf fiir die eingefiihrten Funktionen die
sdmtlichen geldufigen trigonometrischen Formeln gelten (vgl. [34]).

Im folgenden notieren wir fiir Z, W € kg lediglich die Formeln

) Z = CosZ +i-SinZ,

) Cos*Z + Sin’Z =1,

) SinZ = (Z—-2)/2i A Cos Z = (Z+Z)/2,

) TanZ = (Z—Z)/(iZ+iZ) = Sin Z/ Cos Z = (Cot Z) !,
) Sin09 =0, Sin90Y = 1, Sin 1807 = 0,

) Cos09 =1, Cos90¢ =0, Cos 1809 = —1,

) SinZ = Sin (1809 © Z) = —Sin (62),

) CosZ = —Cos (1807 © Z) = Cos (62),

0) Sin(90¢ © Z) = CosZ N Cos (909 © Z) = Sin Z,

1) Sin(Ze@& W) = SinZ-Cos W + Cos Z-Sin W,

2

(2

(3
(4
(5
(6
(7
(8
(9
(1
(1
(12) Cos(Z @ W) = Cos Z-CosW — Sin Z-Sin W.
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Mit (11.11), (12.10), (13.1) und (14.6)(1) erhalten wir
AoB . det(A, B) "
13) W(A,0,B) = + 1 VA B el”,
) WL OB = Ty A
denn fiir A = a+ib A B = c+id mit a,b, ¢, d € Kist |A|-|B|-W(A,0, B) =
= (a—ib)-(c+id) = (ac+bd)+i-(ad—bc) = AoB + i-det(A, B).
In Verbindung mit (2) fithrt (13) auf
(14) |AoB = |A|-|B|-Cos (W(A,0,B))| VA, BeL* und
(15) |det(A, B) = |A|-|B|-Sin (W (A,0,B))| VA Bel*
und damit auf zwei wichtige Formeln, die zeigen, wie Skalarprodukt und
Determinante mit Drehwerten verbunden sind. Aus (15) und (13.10) folgt

(16) Det(B, A, C) = L|A—B|-|C—B|-Sin (W(A, B,C)) V A, B,C < L.

(14.19) Es sei ki :={Z€kp| SinZ >0} und k;*:={Z€kg| Sin Z <0}.
Wir nennen £}, den (abgeschlossenen) oberen Mefibogen und k" den
(offenen) unteren Mef3bogen.

Wir denken uns die Punkte von &}, und k3* durch

(1) Z <o W & CosZ > CosW N Z,W € ki,

(2) Z <, W & CosZ < CosW ¥ Z,W € k"

jeweils total geordnet und gehen auflerdem von

(3) Z< W Y Z€ekf, VW €k,

aus. Dann ist kg(<,) eine Kette, mit deren Hilfe sich die Winkel vom
Typ 1 der Grofle nach vergleichen lassen. Man setze namlich

(4) (s,t) < (s,t'): & W(s,t) <o W(s,t') V (s,1),(s, 1) € Q.

Gelegentlich werden wir auf diese Vergleichung zuriickkommen. Zunéchst
wollen wir uns nun aber mit den Winkeln vom Typ 2 befassen.

D. Gewohnliche Winkel

(14.20) Wir nennen die Winkel vom Typ 2 auch gewdhnliche Winkel,
da sie seit alters her betrachtet werden. Ihre Gesamtheit sei (5.

Winkel {s,t},{s',t'} € 2 heilen kongruent bzw. dhnlich, wenn es ein
© € B bzw. ein p € A mit p({s,t}) = {@(s),p(t)} = {s',t'} gibt.

Da man sich {s,t} € Qs in der Form {D+K;A, D+K, B} mit D € L
N A, B € kg gegeben denken kann und da D € mpyapyp V A, B S kg
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ist, folgt o({s,t}) = {s,t} fir 0 := mpiyapip im Falle A # B und fir
o:=<D,D+A>"~ im Falle A = B.

Gibt es also ein ¢ € A mit {o(s), o(t)} = {s',t'}, so kann man 0.B.d.A.
von ¢ € A" ausgehen, indem man ggf. ¢ durch poo ersetzt.
In Verbindung mit (14.7) bedeutet dies, dafl {s, ¢} und {s’, '} genau dann

dhnlich sind, wenn (x) | W (s, t) =W (s, t') v W(s,t)=W(t',s) | gilt, und

dies ist nach (14.8) genau dann der Fall, wenn {s, ¢} und {s', '} kongruent
sind.

(14.21) Nach (14.6)(4) und (14.20)(%) gehort zu jedem gewohnlichen
Winkel {s,t} € Q, ein eindeutig bestimmtes Element <{s,t} € ki, mit
JI{s,t} € {W(s,t),W(t,s)}. Wir nennen J{s,t} die Grofle des Win-
kels {s,t}. Fiir A, B,C € L mit A # B, C verwenden wir im weiteren die
Notation (B, A,C) :=4{[A, B>,[A,C>}.

In Verbindung mit (14.20) erhalten wir dann
(14.22) Satz. Fir {s,t}, {s',t'} € Qy sind dquivalent:

(1) Es gibt ein o € A mit o({s,t}) = {s,t'}.

(2) Es ist 4{s,t} =<5{s,t'}.

(3) Es gilt W (s, t)=W(s',t') Vv W(s,t)=W(t, s).
Beweis: Nach (14.20) gilt [(1) < (3)], und gemé&$ (14.6)(4) ist
[(2) & {W(s, 1), W(t,s)} ={W (s, 1), W(t',s)} & (3)]. O

Weiter ergibt sich die folgende Aussage, die die Winkel des Typs 1 und
des Typs 2 iiber den Orientierungsbegriff miteinander verbindet:

(14.23) Zweiter Satz zur Maflgleichheit von Winkeln Fs gilt:
(1) Ist (A, B,C) ein Dreieck mit Det(A, B,C) <0,
soist 4(A,B,C)=W(A,B,C).
(2) Ist (A, B,C) ein Dreieck mit Det(A, B,C) >0
soist (A, B,C)=W(A,B,C)=W(C,B,A).
(8) Sind A, B, C' kollinear mit A #+ B, C,
soist 4(A,B,C)=W(A,B,C).

Beweis: Wegen (14.7) und (14.22) diirfen wir nach Anwendung einer
gleichsinnigen Ahnlichkeit 0.B.d.A. von A=1A B=0A C # 0 ausgehen.
Dann ist Det(A, B, C) = —3Im(C), und im Falle C ¢ K ist W(A, B,C) =
= (C/|C|,also [W (A, B,C) €k}, & Det(A, B,C) <0]. Dies impliziert (1)
und (2). Im Falle C e K gilt W(A, B,C)=W (A, B,C), also (3). O

Y
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Ebene und raumliche euklidische Geometrie Winkel in klassischen euklidischen Ebenen

(14.24) Ein Winkel {s,t} € Q heifit Nullwinkel, wenn s =1 ist, spitzer
Winkel, wenn J{s,t} <, 909 ist, rechter Winkel, wenn J{s,t} = 909
ist, stumpfer Winkel, wenn 909 <, 4 {s,t} ist, und gestreckter Win-
kel, wenn s U t € G ist. Ferner nennen wir {s, ¢} kleiner als {s',t'} € Qs,
in Zeichen: {s,t} <{s,t'}, wenn J{s,t} <, {s',t'} ist.

Ausgehend von < und <, werden die Zeichen <, <,, > >,,>, >, in iibli-
cher Weise verwendet. Damit folgt

(14.25) Satz. Sind s,t,s',t' Strahlen mit gemeinsamem Scheitel und sind
sUs tut € G, so gilt (vgl. Figur 14.2):
(1) Es ist 4{s,t} =<{t,s} mit 09 <, {s,t} <, 1809.
(2) Es ist [4{s,t} =09 & s=t] und [J{s,t} =180¢ & sUteG]|.
(3) Es ist S{s,t}=9{s,t'} =180 4{s,t} =1809 © 4 {s,t'}.
(4) Es ist 909 @ 909 = 1809 und [I{s,t} <,909 < J{s,t'} >,907].

Beweis: (14.11), (14.18)(7), (14.18)(9), (14.21), (14.23). O
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Weiter erhalten wir

(14.26) Abtragbarkeit gewohnlicher Winkel. Es sei {r, s} € Qs fest
vorgegeben, und es sei t ein Strahl mit D als Scheitel und mit
g als Trdagergerade. Ist m eine abgeschlossene Halbebene mit
dem Rand g, so existiert genau ein Strahl u mit D als Scheitel,
der die Bedingung u C H(g) N 9{r,s} =<{t,u} erfillt.
Beweis: 1) Ist u ein Strahl aus D mit g {r, s} = 9{t, u}, so fithrt (14.21)
auf (r,s) ~ (t,u) V (r,s) ~ (u,t). 2) Nach (14.10) gibt es genau einen
Strahl v bzw. w aus D mit (r, s) ~ (¢,v) baw. (r,s) =~ (w, t). Gemaf (14.9)
und (14.10) folgt g(¢) =t und g(v) = w, und nach (14.22) ist 4{r, s} =
=J{t,v} =4{t,w}. Da g die durch g bestimmten Halbebenen ver-
tauscht (vgl. (12.16)(4)), gilt entweder v C H(g) oder w C H(g) oder
v=w C g.3) Aus 1) und 2) folgt die Behauptung. O

Mit (14.12) und (14.23) ergibt sich
(14.27) Satz iiber die Winkelsumme im Dreieck.

Ist {A, B,C} ein Dreieck, so ist (vgl. Figur 14.3)

$(B,A,C) & 3(4,C, B) & 4(C, B, A) = 1807
Beweis: Nach (13.12)(1) haben die Tripel (B, A,C), (A,C, B), (C, B, A)
die gleiche Orientierung. Deshalb folgt die Behauptung mit (14.23) direkt
aus (14.12). O

Als weitere wichtige Aussage zeigen wir

(14.28) Satz zur Additivitdt gewohnlicher Winkel. Gegeben seien
Strahlen r, s, t mit gemeinsamem Scheitel Z und mit paarweise
verschiedenen Tragergeraden. Dann gilt (Figur 14.6):

(1) Ist| s C[rUt]|, soist | ${r,s} dI{s,t} =<{r t}|.

(2) Ist ' :=Z(s) € [rUt], soist I{r,s}®I{s,t} ®I{t,r}=23609.
(3) Esistr C[sUt] VsClrUt]ViCrUs] Vs C[rut].
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Beweis: a) Es seien A, B,C € L\{Z} mit Acr, C€tund B=sN]A,C|
(vgl. (12.19)(1)). Nach (13.22) haben (Z, A, B), (Z,A,C),(Z,B,C) die
gleiche Orientierung, und mit (14.6)(6) und (14.23) folgt dann (1).

b) Werden die Winkelgrofien gemifl Figur 14.6 b) benannt, so fiithren
(14.25)(3) und a) auf a B B vy=(a @) ® (S ) =3609, also auf (2).
¢) a) Wenn es eine Gerade g mit g # Z gibt, die r,s,t trifft, so fiihrt
(12.14)(8) mit (12.19)(1) auf r C[sUt] V sC[rUt] Vi C[rUs].

B) Es liege nicht der Fall ) vor. Zu Ae r\{Z} existiert dann ein Ce t\{Z}
mit <A, C> Jf sUs’, und dann gibt es ein B € (s'"\{Z}) N <A, C>. Es sei
D:=Z(B). Wire C € [A, B] (Figur 14.6 ¢)), so giibe es nach (12.15) bzgl.
(Z,A,B)ein E€|Z, AlN<C, D>, und dann wire <C, D>Nr # &. Dem-
nach ist C' ¢ [A, B] und analog A ¢ [B, (], also B € [A, C| gemé&$ (12.14)
und damit s’ C [r Ut]. ) Aus «) und 3) folgt (3). O

Ergénzend notieren wir

(14.29) Satz zur Anordnung von kg. Sind X,Ye k" :=kE\{1, -1},
so qilt X <, X®Y undY <, X@Y.

Beweis: Wegen XY =Y @X geniigt es, die erste Ungleichung zu zeigen.
Diese ist erfiillt, wenn X@Y > 1807 ist, und deshalb sei X®Y < 1809. Es
gibt dann z,y, u,v € K mit X =x+iy AY=u+iw A0O<y AO<wv, und es
folgt X@Y = XY = (zu—yv) + i(zv+yu) mit (%) 0<zv+tyu.

Zu zeigen ist Cos XY =zu—yv <z = Cos X, also (¢) z(u—1) <yv.
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Wegen 1—u? =v? ist u < 1, und folglich gilt (¢) im Falle z > 0. Ist x < 0, so
fithrt () au(f)() < u, und wir erhalten z(u—1)- u = ru’+(—z)u < zu*+(—2)

= (—z)-1? < yv-u, also ebenfalls (¢). O

Fiir gewohnliche Winkel ist das Halbieren eindeutig geméafl

(14.30) Satz. Zu a € k" gibt es genau ein /2 € k" mit a/2® a/2=q.
Es ist a/2 <,909. Ist {r,t} € Qo mit Scheitel Z und ist ${r,t}=
=a€kL*, so existiert genau ein Strahl s aus Z mit I{r,s} =
=9{s,t} =a/2. Hierbei ist s C [rUt|Ag(r)=t fir g:=sUZ(s).

Beweis: Nach (14.5) und (5.2) diirfen wir 0.B.d.A. von Z:=0Ar:=K, A

A t:=K A mit A:=aeky® ausgehen. Fiir §:=C:=(A+1)/|A+1| A

s:=KC A g:=KC folgt §€ kg Nmya Ag(r) =t A §=4{r, s} =4{s,t}

AN sClrUt] Na=5®%=C? und wegen —2 < A+A ist 0 < C+C), also

2 <5909 Fir Dekg und u:=K, D gilt [D@®D =A< D?=C?] sowie

[3{r,u}=3{u,t} & {D,D} ={AD,AD} & D*<=A=C*e D e{C,—C}

Su=sV (D==Cekg"ANJ{r,u}=-C=1809© §>,907)]. O

Fiir Offnungen von G-Winkeln ist das Halbieren nach (5.24) und (12.9)

nicht eindeutig. Ebensolches gilt fiir Drehwerte, denn sind A, X € kg mit
X?=A, soist auch (—X)*=A. Wir zeigen jetzt

(14.31) Randwinkelsatz fiir gew6hnliche Winkel. Ist k ein Kreis und
sind A, B,C € k, so gilt fir X, Y € L\<A, B> (Figur 14.7 a)):
(1) Ist X€e Ho(<A,B>), soist [ Xek & (A, X,B)= J(A,C,B)|.
(2) Ist Y¢ Ho(<A, B>), soist [Ye k< J(A,Y,B) =180 4 (4, C, B)].
Beweis: Sind X bzw. Y geméf (1) bzw. (2) gegeben, so haben die Drei-
ecke (A,C,B), (A, X, B), (B,Y, A) nach (13.22) die gleiche Orientierung.
Deshalb folgt die Behauptung mit (14.23) direkt aus (14.14), wenn man
noch die Identitit ©(18096 a) = 1809 & (S«) fiir a € kg beachtet. O

' :
A B AY ¥B
CF—1809 S a ] V
Figur 14.7
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Als Ergédnzung zu (14.31) notieren wir

(14.32) Mittenwinkelsatz fiir gewohnliche Winkel. Gegeben seien
zwet verschiedene Punkte A, B eines Kreises k mit dem Mittel-
punkt M. Ist M & <A, B> und ist F' der Fuflpunkt des Lotes von
M auf <A, B>, so gilt fir jedes X € k' :=kN Hy (<A, B>):

(1) (A, X,B) =<9(A, M, F) =<(F,M, B) (Figur 14.7b)),
(2) 4(A, X, B) =<(A, M, B)/2 <, 909.

Beweis: Nach (13.22) haben die Tripel (A, X, B), (A, M, B), (A, M, F),
(F, M, B) die gleiche Orientierung. Deshalb folgt die Behauptung mit
(14.23) direkt aus (14.15) und (14.30). O

(14.33) Bemerkungen. Fiir den in (14.32) nicht erfaiten Fall M € <A, B>
verweisen wir auf den Satz des THALES (4.10).

Fragt man bei fester Winkelgroie o € k1" und fiir fest vorgegebene Punk-
te A, B € L nach der Menge aller Punkte Xe L. mit 4(A, X, B)=a, so
ergibt sich nach (14.31) und durch Spiegelung an <A, B> als Losung
nunmehr die Vereinigung zweier Kreisbogen k', k” mit den Endpunkten
A, B, die zur Geraden <A, B> symmetrisch liegen (Figur 14.7 c)).

Man kann diese Figur konstruieren, indem man zunéchst den MeB3punkt
a/2€ kg* ermittelt und dann zu Punkten D, E S m4 p in der Halbebene
Hy(map) geméaB (14.26) einen Punkt F' bestimmt mit (D, E,F) =
= /2. Fir {C} :=mapN(A| <E,F>)ist k(A,B,C) N Ho(<A, B>)
einer der gesuchten Kreisbogen. Spiegelt man diesen an <A, B>, so er-
gibt sich der andere Kreisbogen.

E. Metrische Eigenschaften von Dreiecken

Im folgenden gehen wir weiterhin davon aus, daf§ K ein beliebiger eukli-
discher Korper ist.

Als erstes notieren wir die folgende fiir Skalarproduktbildung und Flachen-
berechnung grundlegende Aussage

(14.34) Satz. Sind A, B,C € L mit B # A,C, so gilt

(1) (A-B)o(C—B) = |A—B| - |C~B| - Cos (A, B,C),
Beweis: Wegen Cos X = Cos X A |SinX| =|SinX| V X € kg ergeben
sich (1) und (2) direkt aus (14.21), (14.6)(4) und (14.18)(14),(16). O
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(14.35) Ist {A, B, C'} ein Dreieck, so sei C

a: |B C’| Oé:zgi(B,A,C), Aﬂ

b:=|C—-Al, B:=4(C,B,A),

c:=|A—-B|, ~v:=9(A,C,B).

Damit erhalten wir fiir das Dreieck {A, B, C'}:

(14.36) Cosinussatz. Es gilt Figur 14.8
(1)’@2:b2+c2—260- (2) ‘a:b-Cosw—l—c-COSB‘,
(3) ¥®*=c?+a*—2ca- CosB, (4) b=c- Cosa+a- Cosv,
(5) 2=a*+1b*>—2ab- Cosvy, (6) c:a-Cosﬂ+b-Cosa

Beweis: Es ist a? = ((A—C)+(B—A)) o (B— C) = b Cos~y + ac- Cos f3,
d.h. es gilt (2). Entsprechend gelten auch (4) und (6). Multipliziert man
(2),(4),(6) mit a bzw. b bzw. ¢, so folgt b* + ¢* — a* = 2bc - Cos, also
(1). Entsprechend gelten auch (3) und (5). O

. . Sinaw _ Sinf  Sinvy
(14.37) Sinussatz. Es ist e - b ¢ |

Beweis: Aus b2 Cos % 29©

(14.36)(3)

(c—a-Cos ) = ¢?—2ac- Cos f+a?- Cos?3 =
b?—a?+a* Cos?3 und (14.18)(3) folgt b% Sin*a = @ Sin?3 und
damit die erste Gleichung. Entsprechend gilt auch die zweite. O

(14.38) Satz iiber rechtwinklige Dreiecke. Ist v = 909, so werden
[A,C], [B,C] als Katheten und [A, B] als Hypotenuse bezeich-
net. Mit ,,:: “ als Kiirzel fiir ,, Merkregel :  folgt

a .. Gegenkathete

b .. Ankathete
(1) | Cosa= (2) ¢ Hypotenuse

" Hypotenuse

Sina =

_a .. Gegenkathete b .. Ankathete
(3) | Tana= 3" Ankathete | (4) | Cota= ¥ Gegenkathete

(5) 09 <4 a <, 909,
(7) CosB=2, Smp=20

6) 09<,p <o 909,
8) Tanﬁ— o Cot 8 = %
), (2), (5)

(
(

Beweis: Wegen (14.18)(6),(7), (14.36)(2),(4) und (14.37) sind (1), (2
)

und (7) giiltig, damit aber auch (3), (4), (6) und (8). O
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9) Satz iiber Grolenvergleiche am Dreieck. Es gilt:
) (a=b& a=0) A (a<b & a<,p),
2) b=c & B=7) AN (b<c & B<),

) (c=a & v=a) AN (c<a & 7<,a),

) Der grifiere Winkel liegt stets der grifleren Seite gegeniiber.
(5) Wenigstens zwei der Dreieckswinkel sind spitz.

Beweis: Nach (14.36) ist [a<, 8 < Cos < Cosa & (2+a?—b*)/2ac <
< (2+b*—a?)/2bc < b2 +b(a—b)(a+b) < ac*—a(a—b)(a+b) &

< (a—b)((a+b)?—c?) < 0= a<b], denn nach (12.10)(11) und (12.13)(2)
ist (a + b)* > . Entsprechendes gilt, wenn man ,<“, <,* durch ,=*
ersetzt, und folglich ist (1) giiltig. Durch zyklische Vertauschung erhélt
man (2), (3) und damit auch (4). Aus (14.36)(2),(4),(6) folgt (5). O
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Figur 14.9 C

(14.40) Im weiteren bezeichnen wir den Inkreisradius von {A, B,C'}
mit p, den Umkreisradius mit 7 und den halben Dreiecksumfang
mit s := %(a+b+c). Sind H,, Hy, H. die HéhenfuBBpunkte von {A, B, C'}
(vgl. (4.13)), so sei h, := |A—H,|, hy := |B—H,|, h. :== |C—H.|.

Fiir die Dreiecksfliche F := F(A, B,C)
ergibt sich nach (14.34)(2) der Wert

(1) |[F=3a-b-Siny=3c-a-Sinf=3b-c- Sina|,

und nach (14.38) gilt
(2) |he=b- SinyAhy=c- SinaANh.=a- Sinﬁ‘.
Zusammen mit (1), (13.11) und (13.22) (vgl. A 13.6.) fithrt dies auf

(B) |[F=3-a-hy=3%-b-hy=3-c-he=s-0]|.
Nach (14.32) und (14. 38) ist Sm'y— (¢/2)/r. Mit (1), (3) folgt dann

a __b _ ¢ _ _ abc 0T =a-b-
(4) Sng Sinﬁ_Sinv_Qr’ (5) | F= T | (6) ’43gr—abc.
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Nun ist 4s - (s = a) = (b ) + a)((b+ ) —a) = e+ + 2 —a? "2

2bc(1 + Cosa) und 4(s —b) - (s—c)=(a—(b—2¢))-(a+ (b—1¢)) =
a’? — (b* — 2bc + ?) 0L o (1 — Cosa), also 16s(s—a)(s—b)(s—c) =
40%c*(1 — Cos?a) = 4b%c® Sin o = 16F? gemiB (1).

Damit haben wir die HERONsche Formel

() | F=\s (5-0) (5-0) (5—0)

bewiesen, mit der sich die Fliache F' und gemé$ (3) und (5) dann auch
die Radien p und r direkt aus den Seitenldngen des Dreiecks bestimmen
lassen. Ergidnzend zeigen wir iiber Vierecke die Aussage

(14.41) Ist V:= (A, B, C, D) ein Viereck und existiert E € |A,C[N]B, D|,
so hat V die Fliche |F(V) = +|A—C|-|B—D| - Sin (4, E, B)|.

Beweis: Fir x=|A—-E|, y=|E—-C|, u=|B—E|, v=|E-D|, e=<(A, E, B)

filhren (13.11), (13.22), (14.18)(8) und (14.34)(2) anf

F=1(z-utz-v+y-uty-w)- Sin e=3(z+y)-(u+v)-Sine. O

Bezogen auf gewodhnliche Winkel erhalten wir aulerdem

(14.42) Kongruenzsatz. Sind Dreiecke (A, B,C), (A',B',C") gegeben

und sind die Bezeichnungen wie in (14.35) bzw. analog (14.35)
gewdhlt (vgl. Figur 14.8), so sind dquivalent:
(SSS)  FEsgilt a=d N b=V N c=C.
(SSW) Esygilt a=d Nb=V Na=d N (f<,909 & [ <,909).
(WSW) Es qgilt a=da N =0 Ny=7.
(SWS) Esgilt a=d Nb=V N vy=7"
() Die Dreiecke (A, B,C) und (A', B',C") sind kongruent.

?f;‘éeis Es gilt [(SSS) (14:36) (SSW)(14 37),(14. 27)(WSW)(14 27),(14. 37)(SWS)
( (SSS)]. Mit (5.22) und (12.10)(4) folgt die Behauptung. O

(14.43) Ahnlichkeitssatz (WW). Dreiecke (A, B,C), (A, B',C") sind
genau dann dhnlich, wenn zwei der Winkelgroffen des einen Drei-
ecks zugleich zwei der Winkelgrdfien des anderen Dreiecks sind.

Beweis: Mit Hilfe einer zentrischen Streckung 148t sich aus (A, B, C) ein
Dreieck (X,Y, Z) mit | X—Y| = |A'—B’| gewinnen. Nach (14.22), (14,27)
und (14.42) sind (X, Y, Z) und (A’, B’,C") genau dann kongruent, wenn
die geforderte Gleichheit fiir die Winkelgréfien besteht. O
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Abschlieflend notieren wir

(14.44) Zerlegungssatz. In klassischen euklidischen Ebenen gilt:
Jede Ahnlichkeit ist ein Produkt aus einer Bewegung und
einer zentrischen Streckung.

Beweis: Sind A, B € L mit A # 0 und sind ¢,9,a,8 € A fir X, Y € L
gegeben durch ¢ : X— AX+B, ¢ : X— AX+B, a: Y- (A/|A])-Y+B,
f:X—]|Al-X,s0ist p = aof und ¥ = (voky)of mit o, voky, € B
und g € A. O

F. Goldener Schnitt und reguliare Fiinfecke

(14.45) Sind R, S € Lundist T' € [R, S]\{R, S}, so sagt man, T teilt die
Strecke [R, S] im goldenen Schnitt, wenn fiir r = |[R—T| A s = |S—T|

die Bedingung ° o o
R r T s S
(1) [(r+s)/r=r/s Figur 14.10

erfiillt ist, wenn sich also die Gesamtstrecke zum grofleren Streckenab-
schnitt so verhélt wie der groflere Streckenabschnitt zum kleineren.

Die Zahl |¢:=r/s| heifit grole goldene Schnittzahl, und die Zahl
d := s/r | heiit kleine goldene Schnittzahl.
Mit (1) folgt 1 < 14+d = (r+s)/r =1r/s = ¢, also

@) 0<d=cl<1<c|n ’c‘l—l—l :c‘ A ’1—!—0202‘/\ ’dQ—l-d: 1.

Die quadratische Gleichung 22—x—1 = 0 hat die Lésungen
212 = (1 £+/5)/2, und wegen ¢ > 1 gilt dann

(3) le= (V5+1)/2 A d=c—1=(v/5-1)/2].

Seit der Antike wird die Proportion des goldenen Schnitts als ésthetisch
besonders ansprechend empfunden, und so kann man bis heute in Kunst-
werken und Bauwerken immer wieder eine Realisierung dieses Verhélt-
nisses vorfinden.

(14.46) Eine Konstruktion fir den goldenen Schnitt (Figur 14.11 a)):

Ist [R,S] vorgegeben, so konstruieren wir zunéchst einen Punkt U so,
daB {R, S,U} ein Dreieck mit <R, S>1<S,U> A |[U-S|=u:=3|R-S]
ist. Der Kreis um U durch S treffe die Strecke [R, U] in V. Dann trifft
der Kreis um R durch V' die Strecke [R, S] in einem Punkt 7", und dieser
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teilt [R,S] im goldenen Schnitt. Denn fiir r:=|R—T| und s:=|S—T|
fiihrt der Satz des PYTHAGORAS auf (r+s)*+u?=(r+u)?, d.h. es ist
2rs+s® =2u-r = (r+s)r und damit s(r+s)=r?, also (r+s)/r =r/s.

a)

Figur 14.11

(14.47) Konstruktion goldener Dreiecke (Figur 14.11 b)):

Wegen 0<d/2<1 ist d/2 ein innerer Punkt des Einheitskreises kg, und
mithin gibt es genau ein w € mg 4 N kp mit Im(w) > 0.
Definitionsgemés$ ist w+ @ = d Aw-w = 1. Mit (14.45)(2) und durch wie-
derholte Multiplikation mit w folgt w? = —1+dw = —1+d*—dw = —d—dw
AN =—dw—d=0* N W'=WAW=1AN(w—c)=cA|w—c|=c.
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Wegen c—d=1 sind die Dreiecke {0, d,w} und {w, ¢, d} gleichschenklig,
und aus « =9 (d,c,w) =<(d,w,c) folgt 20 = (w,d,0) =< (w,0,c).
Wegen |w—c|=cist 4(0,w,c)=2a, und deshalb ist a = 1809/5 =: 369.
Dreiecke, die zu {0, d,w} oder {w, ¢, d} dhnlich sind, heiflen ,golden*.

Da F :={w! w? w3 w w’} durch jede der Drehungen 4, : L—L: X —w”-X
und durch jede der Spiegelungen ¢, o x, fiir v =1, ..., 5 auf sich abgebildet
wird, wird F und jede dazu dhnliche Punktmenge als regulires Fiinf-
eck von E bezeichnet (Figur 14.12). Wir zeigen

(14.48) Satz. Die Diagonalen eines requliren
Fiinfecks F von E teilen sich gegenseitig im
goldenen Schnitt, und das Verhdltnis Diago-
nalenldnge zu Kantenlinge ist bei F stets die
grof$e goldene Schnittzahl c.

Beweis: O.B.d.A. sei F:={w,w? w2, 1}, und
es sei {T}:=<ww?> N <w?w>. Es gilt
<w? w?>||<w,@>, also auch <1,w>||<@ w?>
und <1,@> || <w,w?>. Dann ist (w,T,@,1)
eine Raute, und die Dreiecke (w,w,1) und
(w? w2, T) sind dhnlich. Fiir 7 := |[@—T| und
s := |w?—T| impliziert dies (r+s)/r=r/s=c. O

Figur 14.12

G. Reelle Trigonometrie

(14.49) Im Falle K = R 148t sich die Verbindung von der hier eingefiihr-
ten Winkelmessung zur iiblichen Winkelmessung unter Verwendung der
,, Cosinus-i-Sinus-Funktion*

cits ' R— kp:x—cosx+1isinx
herstellen, die, wie in der Analysis gezeigt wird, die reelle Achse lokal—
ldngentreu auf den Einheitskreis abbildet, die R also, anschaulich gesagt,
langentreu um den Einheitskreis ,, herumwickelt®. Hierbei gilt
(1) cis(z) =cis(y) & x—y € 21Z := {2rm|m € Z} VY z,y € R und
(2) cis(z+y) = cis(z) - cis(y) = cis(x) B cis(y) ¥V z,y € R,
wobei 7 die berithmte Kreiszahl 3,14159... ist. Die Restriktion von cis
auf das halboffene Intervall [0, 27| ist eine Bijektion von [0, 27| auf kg.
Nach bekannten Satzen der Analysis gelten auflerdem die Aussagen
(3) x<y & cis(z) <, cis(y) ¥V x,y €0,2n],
(4) cis(0)=1=09=cis(2n), cis(m)=—1=1809,

cis(m/2)=i=909, cis(37/2)=—i=2709,
(5) sin=Sin ocis, cos=Cos ocis, tan=Tan ocis, cot =Cot ocis.
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Fiir Strahlen s,¢ mit gemeinsamem Scheitel und fiir g, h € G ist
B(s,t)€ [0, 27| das Bogenmaf3 von (s,t), wenn cis(B(s,t))=W(s,t) ist,
B{s,t}€ [0, 7] das Bogenmaf3 von {s,t}, wenn cis(B{s,t})=<{s,t} ist,
B(g, h)€ [0, n| das Bogenmaf3von (g, h), wenn R cis(B(g, h))=4(g, h) ist.
Aus dem Bogenmaf} ergibt sich durch Multiplikation mit dem Faktor
360/27 jeweils das entsprechende Gradma$.

~

Das Bogenmaf spiegelt die Additivitéit der Typ-1-Winkel uneingeschréankt
wider, wenn man auf dem Intervall [0, 27 modulo 27 addiert und sub-
trahiert, und es spiegelt die Additivitit der G-Winkel uneingeschrénkt
wider, wenn man auf dem Intervall [0, 7[ modulo 7 addiert und subtra-
hiert. Dagegen kann man die Bogenmafle gew6hnlicher Winkel wie iiblich
addieren, da hier nur eine eingeschrinkte Additivitéit zu beriicksichtigen
ist (vgl. 14.28).

Ist n € N\{0,1}, soist {cis(%X)|r = 1,...,n} die Eckenmenge eines dem
Einheitskreis einbeschriebenen reguldren n-Ecks. Entsprechend 148t sich
auch jeder Drehwert in n gleiche Teile ,,zerlegen®. Fiir beliebige klassische
euklidische Ebenen gilt solches nicht, denn ist K=[Q] (vgl. (12.3)), so
gibt es in E keine reguléren n-Ecke fir n€ 7,9, ... (vgl. [29] (II, S. 45)).
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H. Aufgaben

Im folgenden sei E = (P, =) =E(L_, ¢, K) eine klassische euklidische Ebe-
ne. Wir verwenden die Bezeichnungen aus (14.35), (14.40). Zeigen Sie:

A 14.1. Sind Geraden g;, g» $ G mit den Gleichungen y=m; z+b; und
y =ms x+by mit my, by, ma, by €K gegeben (vgl. Aufgabe A 11.3.) und

ist £(g1,92) = Ka mit o € ki, so ist [g1Lge & my-my = —1], und im
. Mo — My
Falle g1 £go ist Tana = T mmy:

A 14.2. Ist {A, B, C} ein Dreieck, so liegt der FuBpunkt L des Lotes von
C auf <A, B> genau dann in |A, B[, wenn (B, A,C) und (A, B,C)
kleiner als 909 sind.

A 14.3. Es seien g € G und A € L\ g. Ist L der FuBpunkt des Lotes von
A auf g, so ist ka,, C Ha(g).

A 14.4. Zu jedem a € K? gibt es ein gleichseitiges Dreieck A ={A, B, C}
mit |B — C|=a. Es ist F(A)=a?V3/4, r=a+/3/3 und p=a/3/6.

A 14.5. Tangenssatz. Fiir jedes Dreieck {A, B, C'} gilt
(a+b)- Tan (a/2 © B/2) = (a—b)- Tan (/2 & 5/2).

A 14.6. Halbwinkelsatz. Fiir jedes Dreieck {A, B, C'} gilt
a) Cos?a/2= (14 Cosa)/2=s(s—a)/(bc),

b) SinZa/2=(1—Cosa)/2= (s—b)(s—c)/(bc),

¢) Tana/2=p/(s—a).

Entsprechendes gilt fiir 5/2 und ~/2.

A 14.7. Fiir den Inkreismittelpunkt I des Dreiecks {A, B, C} gilt

_a b c . .. . .. L .
1= 2SA+ 283—1— 250. Hierbei ist 2s =a+b+-c. Fiir 2s, :=—a+b+c >0 ist

I,= ;—SQA—F%B —I—%C’ der Mittelpunkt des Beriihrkreises von { A, B, C'}

mit I:%A—i—%[a €]A, I,] (vgl. (5.29)). Analoges gilt bzgl. B und C.

A 14.8. Ist {A, B,C} ein Dreieck, so hat das Dreieck {M, I, S}, gebil-
det aus Mittelsenkrechtenschnittpunkt, Inkreismittelpunkt und Schwer-
punkt, die Fldche |a—b|-|b—c|-|c—a|/(24p). Diese ist genau dann gleich
Null, wenn {A, B, C'} gleichschenklig ist.
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Kongruenzrelation 18,24,137,173
Kongruenzsatz 62,230
Konjugation 139

Konstruktion von Modellen 123 - 124,142
konvex 185

konvexe Hiille 189
konzentrisch 173

konzyklisch 93
Koordinatenkorper 121
kopunktal 48

Kreis 24,91,173

Kreisesatz 81

Kreisscheibe 173,184

kreistreu 106

Kreisvierseit 96
Kreisvierseitsatz 96
Kreiswinkelsatz 77,95
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Lange 187

Lagrange, J. L. (1736-1813) 155
Lambert, J. H. (1728-1777) 14
Legendre, A.-M. (1752-1833) 14
Leibniz, G. W. (1646-1716) 18,197
linear 129

Lobatschefsky, N. I. (1793-1856) 14
Lot 41,103

Lotfuflpunkt 103

M

Maf3gleichheit von Winkeln 216,221
maflstabstreu 148
Mefinadel 79,153

Menelaos (um 100 v. Chr.) 133,136,188

Menge aller Kreise 24

Menge aller Mittelsenkrechten 24
Metrik 144

Minkowski, H. (1864-1909) 16
Miquel, A. (um 1840) 97,102,135
Mitte 34,130

Mittellinie 63

Mittelpunkt 24,159,173,184
Mittelsenkrechte
19,24,41,138,173
Mittelsenkrechtenschnittpunkt 42
mittentreu 34

Mittenwinkelsatz 78,217,226
Monge, G. (1746-1818) 195
Morley, F. (1860-1937)

164,166; -Dreieck 166

N

Nasir Eddin Al-Tusi
(1201-1274) 14
Nebenwinkel 215

negativ orientiert 205
Neunpunktekreis 47
nichtkollinear 19
nichtnormale euklidische Ebene
129

nichtorientierter Winkel 211
nichtparallel 21

Norm 142

normale euklidische Ebene
25,147

Normdistanz, Normenregel
144,143

normierte Form 214
Normmafistab 148
Normradius 167

Null, Nullabbildung 112
Nullwinkel 70,91,215,222

o
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oberen Hohenmitten 47
oberer Mef3bogen 220
Offnung 79,79,153,155
offene Halbebene 185

offene Kreisscheibe 184
offene Verbindungsstrecke 184
Omar Khayyam(1050-1123)
13

orientiert 205,205
orientierter Winkel 211
orthogonal 40,144

P

Pappus (um 300) 99,104,135
parallel 21,173
Parallelbiischel 21

Parallele 29

Parallelenaxiom 20,174
Parallelitdtsrelation 21
Parallelogramm 22,173
Parallelogrammerginzungssatz
30

Parallelprojektion 29
Pascal-Gerade 99

Pascal, B. (1623-1662)
88,99,101

Pasch, M. (1843-1930) 14,188
Passante 47,94
Peripheriewinkelsatz 78,95
Poincare, H. (1854-1912) 157
positiv orientiert 205
Primkorper 124

Proklos (410-485) 13,20
Ptolemaios (um 150) 17,218
Punkt 19,173
Punktspiegelung 31,130
punktsymmetrisch 62
punktweise 31

Pythagoras (ca. 580-500)
28,156

pythagoreische Zahlentripel 168

Q

Quadrat 49

quadratische Form 144
quadratische Kérpererweiterung
114,117,123
Quadratwurzelziehen 178

R

Radius 184,184

Rand 185,191,199
Randwinkelsatz 217,225
Raute 49

realisierbar 104
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Rechteck 49

rechter Winkel 76,222
rechtwinklig 49

reelle euklidische Ebene 193
reelle Zahlen 192

reguléres Fiinfeck 233
Relation von Stewart 171
Rhombus 49

Richtung 29,35

Riemann, B. (1826-1866) 16

S

Sacceri, G. (1667-1733) 14
Satze des Euklid 156

Satz des Ceva 133

Satz des Desargues 110

Satz des Menelaos 133,136
Satz des Ptolemaios 218

Satz des Pythagoras 156

Satz des Thales 45

Satz tiber die Eulergerade 163
Satz tiber die Winkelsumme
im Dreieck 154,216,223

Satz tiber

gleichschenklige Dreiecke 142
Satz iiber Grof3envergleiche
am Dreieck 228

Satz tiber Halbebenen 188
Satz {iber Orientierung 206
Satz tiber

rechtwinklige Dreiecke 227
Satz von Cliord 103

Satz von Fermat-Napoleon 170
Satz von Miquel 97,102,135
Satz von Morley 164

Satz von Pappus 99,104

Satz von Pascal 99

Satz von Pasch 188

Satz von Steiner 104

Satz von Wallace und Simson 103
Satz zur Additivitat
gewohnlicher Winkel 223
Satz zur Anordnung

des Einheitskreises 224
Scheitel 70,91,185,211
Schenkel 49,70,91,211
Schenkelaustauschbedingung 214
Schenkelaustauschsatz 75,97
Schiefkorper 112

schlicht 81,204
Schlieungssatz 101

schneiden 21

Schub 59

Schwerpunkt 163

Seite 22,41,188

Seitengerade 22,41


http://bookboon.com/

Seitenhalbierende 163
Seitenmitte 47
Seitenmittendreieck 47
Seitenmittenkreis 47
Sekante 48,94

Sekantensatz 157

senkrecht 40,144
Senkrechte 41

separabel 141,150,150,159
Simson, R. (1687-1768) 103
Sinus 219, Sinussatz 227
Skalarprodukt 145

Speer 186

Spiegelung 51,150

spitzer Winkel 222

Steiner, J. (1796-1863) 104
Sternbiischel 48

Stewart, M. (1715-1785) 171
Strahl 185

Strahlensitze 131

Strecke 184
Streckungsfaktor 130
stumpfer Winkel 222
Symmetrieachse 62,173
Symmetriepunkt 34
Symmetriezentrum 62
symmetrisch 62
symmetrische Bilinearform 144

T

Tangens 219

Tangenssatz 235

Tangente 45,47,94,173,195
Tangentenlemma 94
Tangentenwinkelsatz 78,95
Teile 200

Teilverhaltnis 129
teilverhaltnistreu 130

Thales (um 600 v. Chr.) 44, 78,217,226

Thaleskreis 45

Trager, Tragerpunkt 48
Tragergerade 185,186
transformiert 68

Transitivitdt der gegensinnigen Ahnlichkeiten 151
Transitivitat der geraden Bewegungen 61
Transitivitét der gleichsinnigen Ahnlichkeiten 109
Transitivitat der Punktspiegelungen 34

Transitivitat der Spiegelungen 52
Transitivitat der Translationen 37
Translation 35,36,106
Triangulierungssitze 200,201
trivialer Winkel 70,91

U
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Umfangswinkelsatz 78
Umbkreis 42,91,94
Umkreisaxiom 91
Umkreisradius 229
uneigentliche Bewegung 56
Unendlich 219

ungerade Bewegung 56,149
unterer Mef3bogen 220
Ursprung 79

\%

Varignon P. (1654-1722) 168
Verbindungsaxiom 19,174
Verbindungsgerade 21
Verbindungsstrecke 184
Verschiebung 35

Viereck 21,81

Vierseit 96

vierte Spiegelungsgerade 79
vollstindige euklidische Ebene 175
Vollstindigkeitsaxiom 174

w

Wallace, W. (1768-1843) 103
Wallis, J. (1616-1703) 14
Winkel 70,91,211,220
Winkelaxiom 91
Winkelhalbierende 66
Winkelhalbierendensatz 167
Winkelmaf$ 79,153
winkeltreu 74,105
Winkelvergleichung 69,91

Z

zentrische Streckung 106
zentrische Triangulierung 201
Zentrum 106

Zerlegungssatz 199,231
Zirkelaxiom 23,174

zwischen 184
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Abkiirzungen und Symbole

Abkiirzungen:

bzgl. beziiglich

bzw. beziehungsweise

d. h. das heif3t

ggf. gegebenenfalls

i. a. im allgemeinen

0.B.d.A. ohne Beschrankung der
Allgemeingiiltigkeit

p.v. paarweise verschieden

s.0. siehe oben

vgl. vergleiche

usw.  und so weiter

z.B. zum Beispiel

Zahlenmengen:

IN

kleiner oder gleich

kleiner; > gr ofler

vV A

gr-ofler oder gleich
Menge der ganzen Zahlen

={neZ|n >0}

*:=N\{0} =
={1,2,3,4,5,...}

@Q Menge der rationalen Zahlen

R Menge der reellen Zahlen

C Menge der

Z2Z N

komplexen Zahlen
M*:=MN\{0}
vVMe{Z,Q,R,C}
inf Infimum
SUp Supremum

n
Yohe1 T = Tt AT,

n

hel Th = X1 oo * Ty
Logik:

— non (Negation)

A und

v/ oder

v/ entweder oder

& ist dquivalent zu
= impliziert

3 es existiert

V fiir alle

Mengenlehre:
= ist gleich

:= ist definiert als

=: wird bezeichnet mit
ist Element von

ist kein Element von
sind p.v.Elemente von
enthilt als Element
leere Menge

ist Teilmenge von

UliN & W *m® M

Z, 2 Negation von C, D

enthalt alsTeilmenge

X cartesisches Produkt
|MI| Michtigkeit von M
{z[eM]]|...} Menge
aller = [aus M| mit ...
ANB:={x | z€A N z€B}
=Durchschnitt von A,B
AUB:={x |z€AV zeB}
=Vereinigung von A,B
A\B = {zcA|x¢B}
=Differenz A minus B
AUB:=(AUB)\(AN B).
Fiur 91 = Menge von Mengen

= Mengensystem ist
N Mt:={ x| Ve : €M},
UDt:={x| Ivem : veM}.
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Abbildungen:

(fog)(X) = F(g(X)):
Verketten von Abbildungen:
fnach g

/ ‘M Restriktion von f auf M

1dyy identische Abbildung

von M auf sich

griechische Buchstaben:

« alpha v ny

B beta & xi

Y gamma o omikron
0 delta T pi

€ epsilon p rho

¢ zeta o sigma
7 eta T tau

19 theta v ypsilon
L jota  phi

K kappa X chi

A lambda ¥ psi

(4 my w omega
I' Gamma IT Pi

A Delta . Sigma
2 Omega

O Ende des Beweises

Axiome:
(V),(P),(P+) 19,20
(K),(Z) 23, 174
(W),(U) 91
(V),(P),(A),(S) 174

Kongruenz:

E? i? %7 N
24, 62, 137, 173
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Punkte, Geraden, Ebenen:

P, Py, P* 20, 24, 173
G 20,24,173

AB 28

<A,B>21

ma,B 20, 24

A* 47

Kreise:

£ 24,91,173

KVS 96

knra 24

kSr.a, kara 179,184
kentr K3p o kg 184
krn{A, B} 45
k(A,B,C) 42,173
kg, ki, kg™ 212,220

Parallelitat:

|4 21
(Allh), (g1) 28
# (A, B,C, D) 22,173

Orthogonalitit:
1, L 40,41
(ALh) 41
lo(X,g) 103
AlB 144

Abbildungen:
Aut(P, =) 26
I'(P,G) 30

A, A(Z) 106, 107
A, XA, P 30,35, 130
TA,B,TA 109, 111
T 38,106

g 51

S, & 56

Dr, Dr(g) 57
B, B_ 31, 148
B B 149

A 139

Ar, A 105, 139

& (2), A 110, 111

algebraische Darstellung:

K, K* 114

L, L* 117, 121
Ly, 7122
0,1112
A+KB 114
Gy, ~y, 117
Lo, GF(a) 123
K®) 176
char K 127
X, Ky 139

N, f, fn 142,144
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Anordnung:

<, K4, | X 177, 181
[A, B], [X] 184, 189
[A, B>, Ha(g) 185
A7B, g(<) 186
Rd(A), A° 189

Winkelmessung:

= ~ 71,73,91
(.)77,93
0°,90°,n,¢v 79,79
<. >py (o )g 77,95
Go, £, B 79,79
Gy, £, @ 153,154
kg, W(s,t) 213,213
®, ;214

09, ..., 3609 215
W(X,Y, Z) 216
Sin, Cos 218

Tan, Cot 218

ki kg*, <o 219
Qy, 4 221,221
cis, B{s,t} 233

Flichenmessung:

det, Im 197,199
Det, Rd 199
F(A) 205

c,d 231
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All
(2.1)
(2.2)
(2.3)
(2.4)
(2.5)
A2l
(3.1)
(3.2)
(3.3)
(3.4)
(3.5)
(3.6)
(3.7)
(3.8)
(3.9)
(3.10)
(3.11)
(3.12)
(3.13)
(3.14)
(3.15)
(3.16)
(3.17)
A3l
(4.1)
(4.2)
(4.3)
(4.4)
(4.5)
(4.6)
(4.7)
(4.8)

Download free eBooks at bookboon.com

17
18
20
23
23
24
28
29
29
30
30
31
31
31
34
34
34
34
35
35
36
37
37
37
38
40
40
40
41
41
42
43
43

(4.9
(4.10)
(4.11)
(4.12)
(4.13)
(4.14)
(4.15)
(4.16)
(4.17)
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(4.19)
A4l
(5.1)
(5.2)
(5.3)
(5.4)
(5.5)
(5.6)
(5.7)
(5.8)
(5.9
(5.10)
(5.11)
(5.12)
(5.13)
(5.14)
(5.15)
(5.16)
(5.17)
(5.18)
(5.19)
(5.20)
(5.21)
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44
45
45
45
47
47
47
48
49
49
49
50
51
51
52
53
54
54
54
55
55
56
56
56
57
57
58
58
59
61
61
61
62

(5.22)
(5.23)
(5.24)
(5.25)
(5.26)
(5.27)
(5.28)
(5.29)
AS5.1
(6.1)

(6.2)

(6.3)

(6.4)

(6.5)

(6.6)

(6.7)

(6.8)

(6.9)

(6.10)
(6.11)
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(6.13)
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(6.18)
(6.19)
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62
62
64
64
65
66
66
66
68
70
71
71
72
72
72
73
74
74
74
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75
75
76
76
76
76
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76
77
77

(6.25)
(6.26)
(6.27)
(6.28)
(6.29)
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(6.31)
(6.32)
(6.33)
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(6.35)
A6l
(7.1)
(7.2)
(7.3)
(7.4)
(8.1)
(8.2)
(8.3)
(8.4)
(8.5)
(8.6)
(8.7)
(8.8)
(8.9)
(8.10)
(8.11)
(8.12)
(8.13)
(8.14)
(8.15)
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78
78
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80
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86
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91
92
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95
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96
97
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(8.18)
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(9.1)
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123
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129
129
130
130
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133
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137
137
139
139
141
141
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(11.8)

(11.9)

(11.10)
(11.11)
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AlllL
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142
143
143
144
145
145
147
147
147
148
149
151
151
152
153
153
154
155
156
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158
159
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160
162
163
163
163
164
166
167
173
175

(12.3)
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176
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178
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Band 1 : Figurenregister

F1.1 17 F5.1 52 F8.8 103 F132 199
F21 19 F52 52 Fo.l 108 F133 200
F24 19 F53 54 F9.2 110 F134 201
F25 21 F54 55 Fo.3 113 F135 201
F2.6 22 F55 60 Fo4 125 F13.6 203
F27 24 F5.6 61 F10.1 132 F13.7 204
F28 24 F57 64 F10.2 133 F13.8 206
F3.1 29 F5.38 65 F10.3 135 F13.9 206
F3.2 30 F59 67 F104 136 F13.10 208
F33 31 Fe6.1 71 F11.1 137 F13.12 208
F34 32 Fo6.2 72 F11.2 151 F14.1 211
F3.6 32 Fe6.3 73 F11.3 153 F142 215
F3.7 34 Fo6.4 75 F114 156 F143 216
F3.8 34 F6.5 76 F115 158 F144 217
F4.1 40 Fo6.6 77 F11.6 159 F 145 218
F42 41 Fe6.7 81 F11.7 160 F14.6 223
F43 42 F6.8 84 F11.8 163 F14.7 225
F44 43 F6.9 85 F11.9 164 F 148 227
F45 44 F8.1 94 F11.10 165 F 149 229
F438 44 F8.2 95 F11.11 168 F1410 231
F49 45 F83 96 F11.12 170 F1411 232
F4.10 46 F8.4 97 F12.1 185 F14.12 233
F4.11 48 F85 929 F122 189

F4.12 49 F8.6 100 F123 190

F4.13 50 F8.7 102 F13.1 198
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