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Vorwort

Diese Ausarbeitung wendet sich an Studierende der Wirtschaftswissenschaften in den ersten zwei
Semestern. Zum Verstandnis der volkswirtschaftlichen Theorien, bertricbswirtschaftlichen
Verfahren und der Statistik benétigen sie mathematische Hilfsmittel.

Die wichtigsten dieser mathematischen Werkzeuge werden vorgestellt. Das sind Gleichungen,
Funktionen einer Variablen und ihre Differentialrechnung, Funktionen von mehreren Variablen,
lineare Gleichungssysteme, Matrizen und lineare Optimierung. Dagegen wurden die folgenden
Gegenstinde, weil sie seltener angewendet werden, nicht aufgegriffen: Integralrechnung,
Differentialgleichungen, Vektorrdume und Determinanten.

Hier wird gezeigt, wie und zu welchem Zweck man die Werkzeuge anwendet. Auf Begriindungen
wird verzichtet; Leser, die diese Aspekte vermissen, sollten ein Lehrbuch zur Hand nehmen.

Auf die mathematische Fachsprache kann nicht vollstindig verzichtet werden. Fachbegriffe sind
nur eingefiihrt, wenn sie im Text weiter benutzt werden, im Ubrigen reicht die Umgangssprache.

Die meisten Begriffe und Techniken werden zunichst an einem Beispiel eingefiihrt und danach
allgemeiner und genauer formuliert.

Der Leser findet in der zugehdrigen Sammlung die passenden Ubungsaufgaben mit vollstindigen
Losungen.

Das erste Kapitel stellt einige Fakten iiber Zahlen und Rechnen vor und der Leser kann es
zunéchst iiberfliegen, um nur zuriickzukommen, wenn entsprechende Fragen auftauchen.

Die Kapitel iiber Lineare Gleichungssysteme und Lineare Optimierung kénnen unabhingig von
den vorherstehenden studiert werden.
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1. Grundlagen

In diesem Kapitel konnen Sie Thre Schulkenntnisse iiber das Rechnen mit Zahlen auffrischen.

1.1 Die reellen Zahlen

In den Anwendungen der Mathematik werden meistens die reellen Zahlen benutzt. Wir stellen
hier den Aufbau dieses Zahlsystems dar.

Die Zahlen 1,2,3,... verwenden wir zum Zahlen von Dingen, sie heillen natiirliche Zahlen N .

Um auch kein Ding oder den Verlust zahlenméBig darzustellen, reichen die natiirlichen Zahlen
nicht aus, da sie weder die Null noch negative Zahlen enthalten.

Die Menge der ganzen Zahlen 7. enthilt die natiirlichen Zahlen, die negativen Zahlen und die
Null.

e —3,-2,-1,0,1,2,3,...

Addieren, subtrahieren oder multiplizieren wir zwei ganze Zahlen, ist das Ergebnis eine ganze

Zahl.
5+3=8 6+(-9)=6—-9=-3
—54+(—8)=-5-8=13 —5—(—8)=—-5+8=8-5=3
17-3=51 4.(—13)=-52

Die Division dagegen ist in den ganzen Zahlen nicht unbeschrinkt ausfiihrbar.

27:9=3 (—18):6=-3
16:(-8)=-2 (=26):(—13)=2
aber
4:8=" (—14):6 ="

Um die Verteilung von drei Birnen auf zwei Personen auszudriicken, brauchen wir die rationa-
len Zahlen Q . Eine rationale Zahl kann als das Verhéltnis ’é einer ganzen Zahl p und einer
natiirlichen Zahl ¢ dargestellt werden. Sie heit Bruch mit dem Zdhler p und dem Nenner q .

Da jede ganze Zahl auch als Bruch z.B. 7 = % dargestellt werden kann, enthdlt die Menge der
rationalen Zahlen als Teilmenge die ganzen Zahlen.

In den rationalen Zahlen sind alle vier Grundrechenarten, auch die Division, unbeschrankt
ausfiihrbar.
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Die Zahlengerade

Zu jeder rationalen Zahl, etwa % , konnen Sie genau einen Punkt auf der Zahlengeraden zeichnen.

Wihlen Sie umgekehrt auf der Zahlengeraden einen Punkt, so kdnnen Sie seine Koordinate bis zu
jeder gewiinschten Genauigkeit durch eine rationale Zahl angeben.

Auf dieser Tatsache beruht das praktische Messen von Langen, Flachen- und Volumeninhalten,
Massen und anderen Grofen.

-
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Die an dieser Erfahrung geschulte Anschauung, legt nahe, dass jeder Punkt der Zahlengeraden
eine rationale Zahl als Koordinate hat. Es stellt sich aber heraus, dass diese Annahme falsch ist,
denn es gibt Punkte auf der Zahlengeraden, die keine rationale Koordinaten haben kénnen. Man
kann beweisen, dass z.B. v/2,v/3,7 keine rationalen Zahlen sein konnen, ihnen kann allerdings
ein Punkt zugeordnet werden. Man nennt sie irrationale Zahlen.

Die Diagonale im Einheitsquadrat hat keine rationale Lange.

Um ein Zahlensystem zu erhalten, das jedem Punkt der Zahlengeraden eine Zahl zuordnet, erwei-
tert man das System der rationalen Zahlen um die irrationalen Zahlen. Dabei entsteht die Menge
der reellen Zahlen R .

Zwischen den Punkten der Zahlengeraden und den reellen Zahlen gibt es eine Eins-zu-Eins-
Zuordnung.

Dezimaldarstellung

Der Taschenrechner zeigt alle Zahlen in ihrer Dezimaldarstellung und davon nur soviel, wie die
Anzeige gestattet. Abbrechende Dezimalen haben endlich viele Nachkommastellen, sie stellen
rationale Zahlen dar.

7125

7,125 = ==
1000
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Viele rationale Zahlen haben unendlich viele Nachkommastellen.
=0,333...=0,3
=0,8333...=0,83
=0,454545... = 0,45

=0,428571428571... = 0,428571

—_
\Hw»—l‘u‘owmwl—~

In diesem Fall wiederholt sich eine Zifferngruppe — die Periode— unendlich oft.

Die rationalen Zahlen haben eine abbrechende oder eine periodische Dezimaldarstellung.
Jede Dezimalzahl dieser Art stellt eine rationale Zahl dar.

Jede irrationale Zahl hat eine nicht abbrechende und nicht periodische Dezimaldarstellung.

0,10110111011110111110. ..
V3 =1,77205080757. ..

Jede Dezimalzahl dieser Art stellt eine irrationale Zahl dar.

1.2 Rechenregeln

Wenn in einem mathematischen Ausdruck mehr als zwei Zahlen und Rechenoperationen angege-
ben sind, muss die Reihenfolge, in der die Operationen auszufiihren sind, festgelegt werden.

e Wenn nur Additionen und Subtraktionen verlangt sind, rechnet man in der Reihenfolge der
Aufschreibung.

I5-34+6—-4+1=12+6—-4+1=18—-4+1=14+1=15
e Wenn nur Multiplikationen und Divisionen verlangt sind, rechnet man in der Reihenfolge
der Aufschreibung.
15:3-6:4:10=5-6-4:10=30-4:10=120:10=12
e Wenn Additionen und Multiplikationen verlangt sind, werden zunéchst alle Multiplikatio-

nen ausgefiihrt und danach die Additionen. Punktrechnung vor Strichrechnung.

24:6+42-5=4+2-5=4+10=14
14—4.5=14-20=—6
3.14:7+8—11=42:74+8—11=64+8—11=14—11=3
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Klammern sind zu setzen, wenn eine abweichende Reihenfolge verlangt ist.

Mit Klammern Ohne Klammern
10— (7+1)=10—-8=2 10-7+1=3+1=4
(12-3)-5=9-5=45 12—-3.5=12—-15=-3
12:(442)-7=12:6—-7=2-7=-5 12:442—-7=342-T=5-7T=-2

Soll eine Summe mit einer Zahl multipliziert werden, so ist zunichst die Summe zu berechnen
und danach das Ergebnis mit der Zahl zu multiplizieren. Man kann aber auch jeden Summanden
mit der Zahl multiplizieren und danach summieren (Distributivgesetz).

3-(174+12—8) =321 =63
3.(17412—8)=3-174+3-12—3-8 =51 + 36— 24 = 63

Beachten Sie, dass die erste Variante weniger Multiplikationen benétigt als die zweite! Daher ist
es oft vorteilhaft, einen gemeinsamen Faktor auszuklammern..

a(b+c)=ab+ac
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Rechnen mit Briichen

Regel Beispiel
a_ac 3 37 2
b bc 5 5.7 35
a ,c_atc 3,7_10
b b b 4 4 4
g+£_ad+bc %+§_2.4+5.3_§
b  bd 5 4 5.4 20
@ c_ac 23_23_6
b d bd 54 54 20
a c_ad 2.4_25_10
b'd b c 3°5 34 12
-3 0
= ist nicht definiert ==
1St nic CIInic O,O

Die erste Regel ist besonders wichtig, sie definiert das Kiirzen oder das Erweitern von Briichen
und zeigt, dass der Wert des Bruches dabei unveréndert bleibt.

Beispiel 1:
26 213 2
39 3.13 3
15ij  3-5ij 5i
12jk  3-4jk 4k
8m—12n _ 4(2m—3n) 1
16m—24n  8(2m—3n) 2
Potenzen

Ein Produkt mit gleichen Faktoren wie 4-4 -4 oder (—1,5)-(—1,5)-(—1,5)-(—1,5) schreiben wir
auch als 4% = 64 oder (—1,5)* =5,0625.
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Fiir jede Zahl a und jede natiirliche Zahl »n ist a" definiert als

n Faktoren

und wird die n-fe Potenz von a genannt.
Dabei heiit a Basis (Grundzahl) und n Exponent (Hochzahl).

Es ist sinnvoll
=1 fir a#0

festzusetzen. Der Ausdruck 0° ist nicht definiert.

Auch Potenzen mit negativen, ganzen Exponenten erweisen sich als zweckméfig. Dazu wird fiir

jede Zahl a # 0 und jede natiirliche Zahl »

gesetzt.

Die folgenden Rechenregeln fiir Potenzen sollten Sie sicher anwenden konnen.

Gleiche Basen mit verschiedenen Exponenten:

a- ak _ a1+k
d:d"=d7*
(am n — al’l’I'}’l

Gleiche Exponenten zu verschiedenen Basen:

(ab)® = &'}’
s a\s a S7.—S
(ab):(g) :E:ab

Die Tatsache
(a+b)#d*+ b fir s#1

wird gerne vergessen.

Die hier angegebenen Regeln gelten auch fiir reelle Zahlen im Exponenten.
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Wurzeln

Die Zahl y heiBt Wurzel von x, wenn > = x gilt. Wir schreiben dafiir y = /x = \/x .

Man setzt allgemein fiir n =1,2,... fest
y=+vx ,wenn )" =nx.

Es ist zweckmiBig, dafiir zu schreiben

1

\"/;:_xﬁ.

Durch diese Definition von Potenzen mit rationalen Exponenten kénnen wir mit Wurzeln nach den
fiir Potenzen geltenden Regeln rechnen.

Nach dem Vorhergehenden ist es moglich, Potenzen mit beliebigen Briichen als Exponenten einen
Sinn zu geben.

xi = (xp)flf = (xfll)p fir x>0

strategy&
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Die Gleichung )" =x hat fir x >0 und n=2,4,6,8,... die beiden Losungen
y:x% oder y= —xo.
Die Gleichung y" =x hat fiir n=1,3,5,7,... die Losung
y=xn ,wenn x>0

y:—(—x)% ,wenn x <0.

Der Taschenrechner hat eine Funktionstaste fiir beliebige Potenzen, die in der Regel nur eine
positive Basis zuldsst. Einige Modelle bieten auch eine » - te Wurzel.

Binomische Formeln

ab b* | b
Der Flacheninhalt des grolen Quadrats mit der
Seitenldnge a+ b ist gleich der Summe der
a? ab | a Inhalte der Teilflachen.
(a+b)* =a*+ab+ab+b* =a*+2ab+b°
a b

Die folgenden drei Binomischen Formeln gelten fiir beliebige reelle Zahlen.

(a+b)* =a* +2ab+b*
(a—b)* =a* —2ab+ b’
(a+b)(a—b)=d*—b*

Beispiel 2:  Kopfrechnen:
512 = (504 1) =50% +-2-50 + 1 = 2601
992 = (100 — 1)* = 100> —2- 1004 1 = 9801
102-98 = (1004-2)(100 — 2) = 100* — 2% = 9996
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Beispiel 3: Umwandeln in Produkte:

4a® 4 12ab+9b* = (2a+3b)?
49x? —42x 49 = (7Tx — 3)*

817 — 121v* = (Yu+ 11v)(9u — 11v)
16x% —24x4+9=...

144a*x* — 81b%* = ...
—16u*x* + 9w4y6 =

Beispiel 4:  Ordnen nach Potenzen der Variablen:

(5x+4)* — (3x—35)* +4(x —3)(x+3)
= 25x% +40x+ 16 — 9x? + 30x — 25 + 4x> — 36

= (25— 9+4)x* + (404 30)x + (16 — 25 — 36)
= 20x% + 70x — 45

(g—1)*(g+1)
=[g-D(g+ 1
=g -1

=gt—2d+1
(2x—3y)* — (3x—2y)?
=4x% — 12xy—|—9y2 —ox%+ 12xy — 4y2

=57 + 57

Binomialkoeffizienten

Fiir das Produkt der ersten » natiirlichen Zahlen wird eine abkiirzende Bezeichnung benutzt

Sprich ,, n Fakultit™ !

Der folgende Term ist fiir k£, n=0,1,2,3,... mit k <n definiert und heilt Binomialkoeffizient
n-(n—1)-(n—=2)----- (n—k+1)

n' n . . e
k- (n—k)! = <k> Sprich ,, n iiber £* !
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Um (a+b)"=(a+b) (a+b)---(a+b) auszumultiplizieren, d.h. als Summe von Produkten
a'-b/ zu schreiben, kann man so vorgehen:

1. Jede Klammer ist zu verwenden und damit hat jedes Produkt » Faktoren;
darunter sind £ =0,1,2,...,n Faktoren a und die restlichen »— k Faktoren b ;
es hat die Form o - p" %

2. Da auf (Z) Weisen die & Klammerterme fiir ¢ gewédhlt werden konnen, hat dieser Sum-

mand die Form
<Z> bk,

3. Summe dieser Produkte fir k=0,1,2...,n

n_ () 0pn n\ 101 n\ 2in—2, n n—1y1 n\ 30
(a—l—b)—<0>ab —|—<1>ab +<2)ab + +(n_1>a b—|—<n>ab

_ zn: <Z> d bk

Deloitte

Technology Advisory kennenlernen

Consulting hautnah erleben
5.-7. November 2015
www.deloitte.com/de/calling-for-berlin

© 2015 Deloitte Consulting GmbH
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1
1 1
1 2 1
Diese Anwendung fiihrte zu der Be- 1 3 3 1
zeichnung Binomialkoeffizient fiir die
Zahl (}) ; sie kann aus dem Pascal- | 4 6 4 1
schen Dreieck abgelesen werden: da-
bei bezeichnet n die Zeile und & die 1 5 10 10 5 1

Position in der Zeile, wenn beide von
null an gezihlt werden.

In diesem Dreieck sind die Zahlen am Rand gleich eins. Im Inneren ist jede Zahl gleich der Sum-
me der beiden links und rechts iiber ihr stehenden Zahlen. Die nichste Formel driickt diese Eigen-

schaft aus.
n+1 n n . B
() () () e reraea

Lesen Sie im Pascalschen Dreieck die Symmetrie der 7 - ten Zeile ab!
n\ ([ n
k) \n—k

Bestétigen Sie auch die Identitéiten!

o= $ o (D)o

k=0

2”:(1+1)":i<z>

k=0

Das rechtwinklige Koordinatensystem

So wie jede Gerade nach der Wahl des Nullpunktes und des Einheitspunktes ein geometrisches
Modell der reellen Zahlen ist, konnen wir eine Eins-zu-Eins-Zuordnung zwischen den Punkten
einer Ebene und allen geordneten Paaren reeller Zahlen herstellen.
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Wir nennen (a,b) ein geordnetes Paar, weil es auf die Reihenfolge der Zahlen in dem Paar an-
kommt. Die geordneten Paare (5,—3) und (—3;5) sind voneinander verschieden.

Wir zeichnen zwei aufeinander senkrecht stehende Geraden, die als Koordinatenachsen dienen
werden. Den Schnittpunkt der Geraden bezeichnen wir als Koordinatenursprung oder Nullpunkt.

Auf der horizontalen Achse — der Abszisse — wihlen wir rechts vom Ursprung einen Einheitspunkt
und auf der vertikalen Achse — der Ordinate sei der Einheitspunkt {iber dem Nullpunkt festgesetzt.
Damit ist jede Achse fiir sich eine Zahlengerade.

In der Regel tragen die Achsen Namen, wie x fiir die Abszisse und y fiir die Ordinate. Dann
sprechen wir auch von der x -Achse, der y -Achse und der xy -Ebene.

Y
3T Sei ein Punkt P gewéhlt. Die Parallele
(-1,52.5) o= = - — > zur Ordinate schneidet die Abszisse an der
: 2 T Stelle x und die Parallele zur Abszisse
: e ————— - (2;1,5) schneidet die Ordinate in y .
[ 1 |
: 1 : Das geordnete Zahlenpaar (x, y) heif3t
. L4 . y . Koordinatenpaar des Punktes P . Uberein-
I3 |2 _Il i é ; X kunft ist die Reihenfolge: Abszisse, Ordi-
i nate.
2+ Umgekehrt bestimmt jedes Zahlenpaar
(x,y) den Schnittpunkt der Parallen zu
3 4 den Achsen durch die Stellen x und y.

Auf der Zahlengeraden wéhlen wir zwei Punkte mit den Koordinaten ¢ und 5 und berechnen
ihren Abstand. Offensichtlich ist er durch a — b gegeben, wenn a groBer als b ist, oder durch
b—a,wenn b groBer als a ist.

Der folgende Term heiflt Absolutbetrag von x oder Betrag von x .

x fir x>0
x| =

—x fir x<0
Positive Zahlen bleiben unveridndert und bei negativen kehrt sich das Vorzeichen um.
Mit Hilfe des Betrages ist der Abstand zweier Punkte der Zahlengeraden bequem aufzuschreiben.
ja—b|=|b—a

Im Falle zweier Punkte P(x1,y;) und Q(x»,y;) der xp -Ebene hdngt der Abstand — die Lénge
der Strecke— von vier Zahlen ab.
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y
5 .
Satz des Pythagoras:
T = In einem rechtwinkligen Dreieck ist die
L. Summe der Flacheninhalte der Katheten-
T - quadrate gleich dem Flicheninhalt des
Hypotenusenquadrats.
2 4
(2 =x1)?+ (2 —y1)? = £
1 4
: : : : : e:\/(xz—x1)2+(yz—y1)2
5| 1 2 3 4 X
a1+

Die Abstandsformel gilt offenbar fiir beliebig in der Ebene gewahlte Punkte, weil die Koordina-
tendifferenzen quadriert in sie eingehen.

Im hier gegebenen Beispiel P(1;2) Q(4;5) gilt

(= \/(4—1 )2+ (5— 2)2—\/(1—4)2 (2—5)2=/32+32 = /(=3)2+ (—3)2 = V18 ~ 42426
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2. Gleichungen und Ungleichungen

In fast allen Anwendungen der Mathematik miissen Gleichungen gel6st werden. Beispiele sind

u 4 4y
S5x4+7=13-2 — = Y_C=]
X + X u—|—4+5 3

Die erste Gleichung enthélt die Variable x , die zweite die Variable u und die dritte die Variablen
Y,Cund /.

Die Gesamtheit aller Werte, die die Gleichung erfiillen, heil3it Losungsmenge; sie wird mit L bezeichnet.

In diesem Kapitel finden Sie Methoden, nach denen Sie zu Gleichungen unterschiedlichen Typs
die Losungsmenge bestimmen kdnnen.

Wir werden zunichst Gleichungen in einer Variablen betrachten.

2.1 Lineare Gleichungen und Ungleichungen

Die erste Gleichung formen wir in den folgenden Schritten um:

5x+7=13—-2x subtrahiere 7 auf beiden Seiten

S5x=6—2x addiere 2x auf beiden Seiten
Tx=6 dividiere beide Seiten durch 7
6
*=3

Wie Sie vorgehen, ist Threr Fantasie liberlassen; so kann man auch den folgenden Weg gehen.

5x+7=13-2x |+2x

Tx+7=13 |ausklammern
T(x+1)=13 |:7
13
1= —1
x+ Z |
.
7

Hier wird eine Folge von Gleichungen erzeugt, bis in der letzten die Variable auf einer Seite isoliert
steht. Die verwendeten Operationen sind von der Art, dass zwei benachbarte Gleichungen dieselbe
Losungsmenge haben. Das bedeutet, dass weder Losungen verloren gehen noch dazukommen.
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Eine Anderung einer Gleichung, bei der die Losungsmenge unverindert bleibt, heit Aquiva-
lenzumformung.
Umformungen dieser Art sind

e Zusammenfassungen auf einer Seite,

e Multiplikation beider Seiten mit einer Konstanten oder einem Term, die aber nicht null
sein diirfen,

e Addition einer Konstanten oder eines Terms zu beiden Seiten,

e Vertauschen der Seiten.

Oben ist aus der letzten Gleichung die Losung % unmittelbar abzulesen und weil nur Agivalen-
zumformungen angewandt wurden, muss man daraus schlieBen, dass sie auch die Ausgangsglei-
chung erfiillt. In diesem Fall hat die Losungsmenge genau ein Element.

Um sicher zu gehen, dass die Losung korrekt ist, setzt man die berechneten Werte in die Aus-
gangsgleichung ein und priift, ob die Gleichung erfiillt ist.

6 6
5.o47=13-2--
7 7
30 12
T 47=13-2
7" 7

30 49 91 12
77 7 7
79 _19

7 7 ist offensichtlich wahr.

Eine Gleichung heiBt /inear in x , wenn sie durch Aquivalenzumformungen in die Gestalt
ax=»~

gebracht werden kann. Dabei stehen a,b fiir feste Zahlen oder Terme ohne die Variable.
Zur Losung sind drei Félle zu unterscheiden.

#0 genau eine Losung X = g L = {%}
a #0 0-x=»b istfirkein x erfillt L =0
=0 und b
=0 0-x=0 istfiirjedes x erfillt L =R
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Eine andere Sichtweise: Die Losungen von ax = b sind die Nullstellen der Funktion y = f(x) =
ax — b, also die Schnittstellen der Geraden mit der x-Achse. Die Graphen zeigen die drei Félle.

y y y

\ . —b

X X X

a#0 b#0 a=0 b#0 a=0 b=0

Beispiel 1:

6x—5=3x+4 |+5

6x =3x+9 | —3x
3x=9 113
x=3
6x+3—4x+4=5x+9—3x | zusammenfassen
2x+7=2x+9 | —2x
7=9
L =0
2(x+2)+3x+4=5x+1)+3 | zusammenfassen
5x+8=75x+8 | —5x
8=28

10101000010000001010100
11000010110100101101110
10101000010000001010100
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Gleichungen und Ugleichungen

Lineare Ungleichungen

Beispiel 2:
6x—5<3x+4
6x <3x+9
3x<9
x<3

| —3x
|:3

L={xeR |x<3}=(—0o3)

6x+3—4x+4 <5x+9—3x
2x4+7<2x+9
7<9
L =R

2x+2)+3x+4<5x+1)+3
5x+8<5x+8
8<38
L =0

| zusammenfassen
| —2x

| zusammenfassen
| —5x

jedoch mit einer Besonderheit:

ziert, kehrt sich das Relationszeichen um.

15 <25
-3>-5

Die Aquivalenzumformungen fiir Gleichungen werden auch bei Ungleichungen angewendet,

Wird die Ungleichung « < v mit einer negativen Zahl oder einem negativen Term multipli-

-(=0,2)

Beispiel 3:

x+1
2.
x—3< ’

Die Losungsmenge der folgenden Ungleichung soll berechnet werden.

x#3

Zunichst werden wir mit dem Nenner multiplizieren. Hier miissen wir beachten, dass x — 3 in
Abhéngigkeit von x positiv oder negativ sein kann. Im ersten Fall bleibt das < -Zeichen erhalten

und im zweiten wird es durch das > -Zeichen ersetzt.

1. Fall x—3>0 ; x>3 und
x+1
— <2 -(x—3
= (3)
x+1<2(x-3) |zusammenfassen
x+1<2x—-6 |[+6—x
T<x

Download free eBooks at bookboon.com

24


http://bookboon.com/

Einfach lernen! Mathematik Gleichungen und Ugleichungen

Es sind gleichzeitig 3 <x und 7 < x zu erfiillen. Das heift, die schérfere Einschrankung 7 < x
bestimmt die Losungsmenge L | .

2. Fall x—3<0 ; x<3 und

if; <2 - (x—3)
x+1>2(x—3) |zusammenfassen
x+1>2x—6 |+6—x

T>x

Es sind gleichzeitig x < 3 und x < 7 zu erfiillen, das geht mit x < 3 und bestimmt L, .

Die Losungsmenge IL der vorgegebenen Ungleichung enthélt die Zahlen, die in I ; oderin L,
liegen.

L =L ULy={x|7<x}U{x|x<3}={x|x<3V7<x}

L, L,

2.2 Quadratische Gleichungen

Eine quadratische Gleichung

ax® +bx+c=0, a#0

kann durch Division mit a auf die Normalform

b
Pt 2xt =0
a a
b c
p=- > 4=
a a
P pxtg=0

gebracht werden, diese wiederum durch die Addition von (%)2 —q auf beiden Seiten
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2 2
cepers (8 - (&)~

2 3)2:<£)2_
X -|-px+(2 5 q

Dieser Schritt wird quadratische Ergdnzung genannt. Mit der Binomischen Formel folgt schlief3-
lich

(2 (-

An der letzten Form ist die Losungsmenge (fast) unmittelbar abzulesen: Beachten wir, dass die
linke Seite — weil Quadrat— positiv oder null ist, so haben wir drei Félle der rechten Seite zu
unterscheiden.

<0 leere Menge
P2 . .
<7) —g{ =0 genau eine Losung X=-

>0 zweiLosungen  x=—§— (§)2_q vooox=-L+ (%)2—41
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Die dritte Zeile — die allgemeine p-g-Formel — ist nur fiir b # 0 und ¢ # 0 sinnvoll, denn

o fir =0 erhilt manaus ax*+c¢=0  sofort xzz—g,

o fiir c=0 wird x ausgeklammert: ax’+bx =x-(ax+5b),dh. x=0 oder x = _7”

Die Losungen der Gleichung x*> 4 px+¢ = 0 sind die Nullstellen der Funktion y = f(x) =
x? + px +q , also die Schnittstellen der Parabel mit der x -Achse. Die Graphen zeigen die drei
moglichen Fille.

y y
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2.3 Bruchgleichungen

Wenn in einer Gleichung die Variable im Nenner eines Bruchterms steht, spricht man von einer
Bruchgleichung.

Durch Multiplikation beider Seiten mit dem Hauptnenner iiberfithren wir sie in eine ganz-rationale
Gleichung. Wenn dabei eine lineare oder quadratische Gleichung entsteht, konnen wir die entspre-

Gleichungen und Ugleichungen

chenden Losungsmethoden anwenden.

Beispiel 4:  In der folgenden Gleichung kann fiir die Variable u© weder —4 noch 3 eingesetzt

werden.

u ﬂ_ 4u

u+4 5 u-3
S5u—3)u+4u+4)(u—3)=5wu+4)4u
5u% — 3u+4u® + 4u — 48 = 201> + 80u
9% +u — 48 = 20u” + 80u

—11u? —79u—48 =0

multipliziere mit 5(u+4)(u — 3)
l6se die Klammern auf

fasse gleiche Potenzen zusammen
subtrahiere 20u” + 80u

dividiere durch (—11)

79 48
2 —_ _— =
u +11u+11 0

79 79\ 48
U=-—5n* (ﬁ) T

u = 4,94008264463

wende die p-q-Formel an

u=—12,1219008264

Die Ergebnisse sollten je nach Zusammenhang auf eine angemessene Stellenzahl gerundet werden,
zB. u=494 und u=-12,12.

Beispiel 5: Im Laufe der Rechnung zeigt sich, dass die folgende Bruchungleichung auf lineare
Ungleichungen zuriickzufiihren ist.

x+1 <x—1
x—3 x+2

Die Bruchungleichung formen wir in eine ganze Ungleichung um. Dabei muss unterschieden wer-
den, ob der Hauptnenner (x —3)(x+2) positiv oder negativ ist.

x+1 x—1 .
x_3(x—3)(x+2)<m(x—3)(x+2) fur (x—3)(x+2)>0
x+1 x—1 .
3 (x=3)(x+2) > x+2~(x—3)(x+2) fir (x—3)(x+2)<0

Jede Ungleichung wird nun einzeln bearbeitet. Wegen der kiirzeren Schreibweise sind hier die
logischen Zeichen angenehm: V steht fiir ,,oder* und A fiir ,,und®.
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1. Fall: Hierist (x—3)(x+2)>0.
@+ DE+2) <(r=1)(x=3)
342 < —4x 43
< 1
X< -
7

Hier sind wieder zwei Falle zu unterschieden.

(x—3)(x+2)>0

(x+2>0Ax—3>0) Y (x+2<0AXx—-3<0)
(x>—-2Ax>3) v (x<—-2Ax<3)
x>3 \ x< =2

Diese Ungleichungen miissen gleichzeitig mit x < % gelten.

1 1
(x<7/\x>3) v (x<7/\x<—2)
Die erste Bedingung ist nicht zu erfiillen und die letzte Bedingung wird vereinfacht zu

x < —2.
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Einfach lernen! Mathematik

2. Fall: Hierist (x—3)(x+2) <0.
x+Dx+2)>x—1)(x—3)

P 43x+2>x> —4x+3

>1
x> =
7

Hier haben wir wieder zwei Félle zu unterschieden.
(x=3)(x+2)<0
(x+2>0Ax—3<0)
(x>—-2Ax<3)
—2<x<3

\

(x+2<0AXx—3>0)
V

(x<=2Ax>3)

Diese Ungleichungskette muss gleichzeitig mit x > % gelten.

1
7<x<3

Als Zusammenfassung der beiden Fille erhalten wir

1
x< =2 vV — <x<3.

7

Die Graphen der beiden Funktionen, die aus den Bruchtermen der linken und rechten Seite gebildet

sind, veranschaulichen die Situation.

| y
|
|
|
|
x=1 / s L x+l
x+2 / xX—
/
/
/
/
/
’
7
b
_ ~
i — _ /} _ | | |
-4 ) 2 4 6 g X
: /
: /
/
/
/
!
/
/
|
| x+1 x—1
| x—3 < x+2
|
sl
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3. Funktionen einer Variablen

Funktionen sind die wichtigsten Hilfsmittel in den Anwendungen der Mathematik. Sie prézisie-
ren den Zusammenhang zwischen zwei Gréflen, indem sie eine Vorschrift angeben, nach der eine
GroBe aus einer anderen zu berechnen ist. Beispiele sind: Der Ernteertrag hiangt von der ausge-
brachten Diingermenge ab. Der Zinssatz bestimmt die Jahresrendite eines Guthabens. Die Kon-
zentration eines Wirkstoffes im Blut veréndert sich im Laufe der Zeit nach der Verabreichung des
Medikaments.

Eine Abbildung einer Zahlenmenge D in die reellen Zahlen R mit der Eigenschaft, dass jeder
Zahl aus D genau eine Zahl aus R zugeordnet ist, heilt Funktion einer reellen Variablen.

f:D —R fixe () y= /)

Der Graph einer Funktion f ist die Menge der Punkte der xy-Ebene, mit den Koordinaten
(x,y), falls y = f(x), also die y -Koordinate der Wert der Funktion an der x -Koordinate ist.

Der Graph einer Funktion wird von einer Parallelen zur y -Achse in hochstens einem Punkt
geschnitten.

N

Funktion Keine Funktion

3.1 Lineare Funktionen

In der Figur schneidet ein Parallelenpaar ein Strahlenpaar, dabei entstehen zwei Dreiecke. Sie
stimmen in entsprechenden WinkelgroBen iiberein; zwei Dreiecke mit dieser Beziehung nennt man
dhnlich. Aus der Figur sollen die Langenverhiltnisse entsprechender Dreiecksseiten abgelesen
werden.

Download free eBooks at bookboon.com

31


http://bookboon.com/

Einfach lernen! Mathematik Funktionen einer Variablen

(Strahlensatz)
Es gelten die Streckenverhéltnisse:
S A A
Y a a
27 d =2=°2
R "M S s
A4 R S
a r s

R

In einem Koordinatenkreuz sei die Gerade durch die Punkte P(xj,y;) und QO(xz,y2) gegeben.
Weiter sei X(x,y) ein beliebiger Punkt auf dieser Geraden. Die Parallele zur Abszissenachse
durch P bildet mit der Geraden das Strahlenpaar und die beiden Parallelen zur Ordinatenachse
durch O und X schneiden die beiden Strahlen.
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Yy
X/
y,,
0
Y2 1 |§‘
= EN
\
o
~
Y1t P
/ 2o X —Xx]
X1 X2 X X

Nach dem Strahlensatz gilt

Y= _ X—X
Y2—y1  X2—X]

Das ist die Zwei-Punkte-Form der Geradengleichung. Hier sind auch negative Differenzen zuge-
lassen. Auf dieser Geraden PQ liegen genau die Punkte X , deren Koordinaten (x,y) diese

Gleichung erfiillen.

Nach Multiplikation mit (y, —y;) erhdlt man

y—y = 27N (x—x1) die Zwei-Punkte-Form
X2 — X1

. -V
indem man m= 270 setzt,
X2 — X1

y—y1=m(x—xp) ‘ die Punkt-Steigungs-Form

und schlieBlich mit y = mx+ (y; — mx)

die Steigungs-Abschnitts-Form .
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m heift die Steigung und b der y -Achsenabschnitt der Geraden.
f(x) =mx+b heiBt lineare Funktion.
Sei x eine beliebige Zahl.
Sx+1)=mx+1)+b=mx+b+m= f(x)+m

Diese Gleichung zeigt, dass die Steigung m die Anderung des Funktionswertes misst, wenn das
Argument x um 1 erhoht wird.

Beispiel 1:  Eine Firma stellt pro Woche x Mengeneinheiten eines Gutes her und verkauft zu
einem Preis von 2 Geldeinheiten pro Mengeneinheit. Die Produktionskosten setzen sich aus Fix-
kosten 40 und von der Produktionsmenge bestimmten variablen Kosten zusammen. Eine Einheit
zu produzieren kostet 0,75 Geldeinheiten. Der Gewinn ist der Erls vermindert um die Kosten.

Kostenfunktion K(x) =0,75x+40
Erlésfunktion E
Gewinnfunktion G(x)=E(x)—K(x)=1,25x—40

—~

x) =2x

Die Funktionen sollen nur fiir nichtnegative Argumente definiert sein. Die Gewinnfunktion nimmt
negative und positive Werte an, sie gibt also Auskunft dariiber, bei welchen Produktionsniveaus die
Firma mit Verlust oder Gewinn arbeitet. Zur Ermittlung dieser Bereiche wird die Stelle berechnet,
an der G(x) das Vorzeichen wechselt.

K
40
E
G(x) =1,25x—40 =0
1,25x = 40
x=232
G(x) <0 fir x<32 /
G(x) >0 fir x>32 32 x
G
-40
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3.2 Quadratische Funktionen

Die linearen Funktionen liefern keine brauchbaren Modelle, wenn eine Funktion bis zu einem
Minimum fallen soll, um danach wieder anzusteigen. Die einfachsten Funktionen mit dieser Ei-
genschaft sollen hier untersucht werden.

Eine Funktion der Form
f(x)=ax*+bx+c ; a,b,c sind Konstanten mit a # 0
heiBBt quadratische Funktion.

Der Graph einer quadratischen Funktion wird Parabel genannt. Fiir positives a ist die Parabel
nach oben gedffnet und fiir negatives nach unten. Sie hat einen tiefsten bzw. einen hochsten Punkt
— den Scheitel. Die Parabel ist symmetrisch zu der Parallelen zur y -Achse durch den Scheitel.

Y Yy o y

N /1 X

a>0,b*=4c a>0,b <4dc a<0,b>>4c

Eine Parabel schneidet die x -Achse in keinem, einem oder zwei Punkten. Diese Nullstellen der
Funktion sind die Losungen der quadratischen Gleichung ax?> +bx+c=0.
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Beispiel 2:  Ein Supermarkt bezieht Brotchen zu 30 Cent pro Stiick. Aus Erfahrung weil3 der
Kaufmann, dass er bei einem Verkaufspreis von x Cent taglich 80 —x Stiick absetzt.

Wenn er den Preis x festgelegt , kann er die Bestellmenge, die Bezugskosten, die Einnahmen und
den Gewinn pro Tag berechnen.

Zunichst wird er genau so viel bestellen, wie er absetzen kann, also 80 —x Stiick.
Die Bezugskosten sind K(x) = (80 —x)-30.
Die Einnahmen sind E(x) = (80 —x) -x.

Der Gewinn ist E(x) — K(x) = (80 —x) -x — (80 —x) - 30 . Damit ist der tdgliche Gewinn durch
die quadratische Funktion
G(x) = (80 —x)(x—30)
= —x? + 110x — 2400

gegeben. Man sieht, dass es fiir den Kaufmann nur interessant ist, den Preis zwischen 30 und 80
Cent zu legen, weil er andernfalls Verlust machte.

G(40) = (80 —40)(40 —30) =40-10 =400

G(60) = (80— 60)(60 — 30) =20-30 = 600

G(70) = (80 —70)(70 —30) = 10-40 = 400

Die Beispiele zeigen, dass ein hoherer Preis nicht zwangslaufig zu mehr Gewinn fiihrt. Wir be-
rechnen also den Preis, der den grofiten Gewinn bringt.

Die Gewinnfunktion ist quadratisch, also ist ihr Graph eine Parabel, die wegen des Koeffizienten
—1 bei x? nach unten gedffnet ist. Da nur ganze Brotchen gehandelt werden, kénnen wir hier nur
die Punkte mit ganzahligen x -Koordinaten interpretieren.

G(55) = 2525 = 625

625

Der Scheitel ist der hochste
Punkt dieser Parabel, seine x -
Koordinate liegt auf der Symme-
tricachse mitten zwischen den
Nullstellen der Funktion.

Hier liegt offensichtlich der
grofite Gewinn.

30 55 80 X
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Koordinaten des Scheitelpunkts

Im letzten Beispiel kannten wir die Nullstellen der quadratischen Funktion G(x) = (80 —x)(x—30)
und konnten die x -Koordinate des Scheitelpunkts als deren Mittelwert leicht angeben. Das versagt
aber, wenn es keine Nullstellen gibt.

Wir wollen berechnen, wie die Scheitelpunktskoordinaten fiir
fx)=ax* +bx+c  mit a#0

von den Koeffizienten a,b,c abhéngen.

fx)=a <x2 + éx) +c

a

Cal e (Y (2,

—a\ ax 2a 2a ¢
b\’ b

:a<x+%> +c—4—a

Wir nutzen aus, dass das Quadrat jeder Zahl nicht-negativ ist,

< b>2 =0 fur x:f%
X+ =

>0 sonst.

b b
Fir a>0 hat f(x)=ax*+bx+c bei x=-5 das Minimum €1
b2

, b .
Fir a<0 hat f(x)=ax*+bx+c bei x=-— das Maximum by
a a

In beiden Féllen hat der Scheitelpunkt der zugehorigen Parabel die Koordinaten

b b b b
X=—— y=c—— oder S<—2a,c—4a>.
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3.3 Ganzrationale Funktionen

Pn(xX) = apX" +a,_1xX" "' 4+ ayx+ay heiBt ganzrationale Funktion. Die rechte Seite der Glei-
chung wird Polynom genannt. Hier ist n eine natiirliche Zahl; die a; heilen Koeffizienten, sie
bestimmen die Funktion. Der hochste Exponent n heifit Grad, dabei ist vorausgesetzt, dass der
entsprechende Koeffizient a, ungleich Null ist.

Die linearen und quadratischen Funktionen gehdren zu dieser Klasse. Wegen ihrer groflen Bedeu-
tung und weil sie im Vergleich zu Funktionen héheren Grades leicht zu handhaben sind, wurden
sie in eigenen Abschnitten dargestellt.

b,
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3.3.1 Nullstellen ganzrationaler Funktionen

Die Berechnung der Nullstellen von Polynomen mit dem Grad grofer als zwei ist auf einfache
Weise nicht mehr moglich. Die folgenden Tatsachen sind in diesem Zusammenhang wichtig.

Ein Polynom n-ten Grades hat hochsten » Nullstellen. Ein Polynom ungeraden Grades hat
mindestens eine Nullstelle.

Sei ein Polynom n-ten Grades p,(x) und eine Nullstelle x; gegeben. Dann gibt es ein
Polynom (n— 1)-ten Grades, sodass
pn(x) = pnfl(x) ' (x_xl)-

Damit ist dieses Polynom der Quotient

Pr1(X) = pa(x) - (x—x1).

Beispiel 3:  Polynomdivision
p3(x) =42 —16x* +4x+24 und p3(—1)=0

(43 —16x  +4x +24): (x+1) =4x* —20x +24

4 44
—20x2
—20x2 —20x
24x
24x +24
0

Pa(x) = (4> — 16x% +4x+24) : (x+ 1) = 4x* — 20x 4 24
Das Polynom p,(x) = 4(x> — 5x+6) hat die Nullstellen x, =2, x3 = 3 . In diesem Fall gelingt es,

das Ausgangspolynom als ein Produkt seiner Linearfaktoren darzustellen, an denen die Nullstellen
unmittelbar abzulesen sind.

p3(x) =4x+1)(x—2)(x—3)
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Nicht jedes Polynom lésst sich vollstindig in Linearfaktoren aufspalten, es gibt jedoch die
Darstellung
a4+ a1 X"+ +a
=ay(x—x1)--- (x—x)- (P +pix+q1)- P+ psx+gy)
mit Faktoren zweiten Grades ohne Nullstellen. Sowohl die Linearfaktoren als auch die Fakto-

ren zweiten Grades konnen mehrfach auftreten. Die Zahl der Faktoren erfiillt die Gleichung
r+2s=n.

3.4 Gebrochen-rationale Funktionen

In den Wissenschaften werden Verhéltnisse zweier Grofen also Briiche benutzt. Selbstverstindlich
kénnen dann Zdhler und Nenner auch Funktionen sein.

Der Quotient zweier ganzrationaler Funktionen

(](X) _ pn(x) _ anxn'i'anflxni1 +---t+aix+ap
Gm(x) DX+ by X"V bix+ by

heiBBt gebrochen-rationale Funktion.
Sie ist fiir alle reellen Zahlen, auB3er den Nullstellen des Nenners definiert.

Beispiel 4:  Die beiden Graphen zeigen schon die typischen Eigenschaften gebrochener Funktio-
nen:

1. Sie wachsen unbeschrinkt in der Umgebung einer Nullstelle des Nenners.

2. Fiir groBe Betrdge des Arguments ndhern sie sich asymptotisch einem einfacheren Graphen.
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x—a (x—a)?

Beide Funktionen sind an der Stelle @ nicht definiert und wachsen in der Umgebung unbeschrénkt.
Diese Stelle heiflt Po/l. Im ersten Fall hat der Nenner eine einfache Nullstelle und im zweiten liegt
eine doppelte Nullstelle vor. Wir sprechen von einem Pol ungerader oder gerader Ordnung. An
einer Polstelle ungerader Ordnung wechselt die Funktion ihr Vorzeichen und an einer Polstelle
gerader Ordnung behélt sie das Vorzeichen.

Beide Funktionsgraphen schmiegen sich an die x -Achse; sie ist die Asymptote und die zugehorige
Asyptotenfunktion ist die Nullfunktion.

Die Antwort auf fast alles.
Antworten auf Ihre Karrierefragen finden
Sie hier: www.telekom.com/absolventen

Jetzt bewerben!
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Beispiel 5:  Wenn der Grad des Zahlers groBer oder gleich dem Grad des Nenners ist, empfiehlt
sich eine Aufspaltung in eine ganze Funktion und einen echt gebrochenen Anteil. Dazu fiihrt man
meistens die Polynomdivision durch, aber manchmal geht es einfacher.

Cx—1 x=2+1

1
= = =14+ —
x—2 x—2 Jrx—2

f)

Y

Hier wird die Funktion f(x) als die Summe des ganzen Anteils g(x) =1 und des gebrochenen
Anteils b(x) = L5 dargestellt. Die Funktion g(x) ist die Asymptotenfunktion.

3.5 Potenzfunktionen — Wurzelfunktionen

In diesem Abschnitt stehen die Potenzfunktionen mit Briichen im Exponenten im Vordergrund.

Die allgemeine Potenzfunktion f(x) =x" mit einer reellen Zahl als Exponent wird aus Griinden
der Einheitlichkeit nur fiir postive Werte des Arguments x erklért. Fiir spezielle Exponenten kann
der Definitionsbereich auf alle reellen Zahlen erweitert werden.

Fiir n € N heiBt x» die n-te Wurzel und wird auch (/x geschrieben, sie ist die Inverse zu x" .
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Zeichnen Sie die Graphen fiir 0 < x ! Uberzeugen Sie sich, dass die Paare Umkehrfunktionen von
einander sind!

2 1 3 1
x° und x2 x> und x3

3 2 _1 _
x2 und x3 x 3 und x73

Berechnen Sie die Funktionswerte mit der - Taste Thres Taschenrechners!

w
|
B
i
=
-

=

O
1
1
=
(11

wIN

Welche Bedeutung hat der Punkt (1,1) ?

Zeichnen Sie die Winkelhalbierende des ersten Quadranten und interpretieren Sie!
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Vergleichen Sie die Graphen der Potenzfunktionen fiir die verschiedenen Exponenten!

r<o0
0<r<l1
1 <r

r=20

r=1

3.6 Exponentialfunktionen und Logarithmusfunktionen

3.6.1 Exponentialfunktion

Eine Population von Pflanzen, Bakterien, Tieren oder Menschen moge in einer geeigneten Zeit-
einheit auf das g-Fache wachsen. Mit 4 werde ihre Grofle zum Beobachtungsbeginn bezeichnet
und mit P(x) bezeichnen wir die Grofe nach x Perioden.

P(1)=4-q

PQ2)=P(1)-q=4-q-g=A¢

PB3)=P(2)-q=4-q-g-¢=A4q’

P(x)=P(x—1)-q=Aq"

Machen Sie die Zukunft sichtbar

Kleine Chips, grofe Wirkung: Heute schon sorgt in rund der Hélfte aller Pésse und Ausweise weltweit ein Fiir Studierende und
Infineon Sicherheitscontroller fiir den Schutz ihrer Daten. Gleichzeitig sind unsere Halbleiterldsungen der Absolventen (w/m):
Schliissel zur Sicherheit von tibermorgen. So machen wir die Zukunft sichtbar. > Ingenieurwissenschaften

> Naturwissenschaften
Was wir dafiir brauchen? Ihre Leidenschaft, Kompetenz und frische Ideen. Kommen Sie zu uns ins Team! > Informatik
Freuen Sie sich auf Raum fiir Kreativitdt und Praxiserfahrung mit neuester Technologie. Egal ob Praktikum, > Wirtschaftswissenschaften

Studienjob oder Abschlussarbeit: Bei uns nehmen Sie Ihre Zukunft in die Hand.
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Die mittlere Wachstumsgeschwindigkeit wahrend einer Periode ist

Pat V=P _ 4ol g = agi(q—1) = Pe)(g— 1) = P(x) -

Die mittlere Wachstumsgeschwindigkeit von P wihrend einer Periode ist proportional zum ihrem
Wert am Periodenanfang.

Der Faktor r wird hédufig in Prozenten ausgedriickt: Der Bestand wéchst in einer Periode um
100-7% .

Eine GroBe, die sich nach diesem Gesetz dndert, zeigt ein exponentielles Wachstum.

Die allgemeine Exponentialfunktion
fx) =da*

ist fiir jede positive Basis «a fiir alle reellen Exponenten x erklért. Sie nimmt daher nur
positive Werte an.

Der Taschenrechner stellt sie iiber die @ -Taste zur Verfiigung.

e Fiir @ > 1 steigt ¢* monoton.
e Fiir a < 1 féllt ¢ monoton.

e Fir a=1 ist ¢ =1 fiir alle
X.

Beispiel 6:  Seit 200 Jahren wird fiir die Weltbevolkerung ein exponentielles Wachstum disku-
tiert. Zu Beginn des Jahres 1986 betrug sie 4,8 Milliarden und wuchs in den Jahrzehnten davor
durchschnittlich um 2% pro Jahr.

Esist A=4,8 und ¢ =1+40,02=1,02 und »=0,02. Sei x die Zeit nach 1986 in Jahren.
P(x) =Aq* =4,8-1,02*

Zu Beginn 2006 sind 20 Jahre vergangen.
P(20) =4,8-1,02%° = 4,8-1,48594739598 = 7,132547500

Im Jahr 2006 leben ungefahr 7,1 Milliarden Menschen.
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(Im Dezember 2005 teilte die Deutsche Stiftung Weltbevolkerung mit, dass am 1. Januar 2006 gut 6,5
Milliarden Menschen auf der Erde leben.)

Wir fragen nach der Weltbevolkerung im Jahr 1976.

P(—10)=4,8-1,027'0 = 4,8.0,820348299875 = 3,9376718394 ~ 3.9

In 1976 lebten ungeféhr 3,9 Milliarden Menschen.

3.6.2 Logarithmusfunktion

Zur Beantwortung der Fragen, zu welchem Zeitpunkt ist 10 Milliarden erreicht oder in welcher
Zeit verdoppelt sich die Anzahl, miissen wir den Exponenten, d.h. das Argument der Funktion
berechnen, das zu den vorgegebenen Werten der Exponentialfunktion fiihrt.

P(x) =10
481,02 =10
25
102 =10:48= 73
25
X = 10g1,02 12
In(3)
= = 37,0642321396
T T (02 7"
x =37

Im Jahr 2023 werden 10 Milliarden erreicht sein.

P(x)=2-4.8
481,02 =248
1,025 =2
x = log; ¢»(2)
v= 112 350027887811
02
x~35

Ungefihr alle 35 Jahre verdoppelt sich die Weltbevolkerung.

Es folgt die Erkldarung der letzten Rechnungen.
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Die Umkehrfunktion zu y = f(x) = a* ist nur fiir positive Argumente definiert und nimmt
alle Werte aus (—eo,00) an. Sie heilt Logarithmusfunktion.

x=log,(y) mit der Eigenschaft log,(¢*) =x oder a8l =y

Achtung: Wir werden im folgenden doch wieder log(x) schreiben. Weiter ist es erlaubt, logx zu
schreiben, solange das nicht zu Mehrdeutigkeiten fiihrt.

Die Umkehrfunktion zu 10° heilit dekadischer Logarithmus. Er wird auf dem Taschenrechner mit

der Taste , oder aufgerufen.

Beispiel 7:  Die Stdrken von Erdbeben werden mit Hilfe der Richterskala verglichen.

Ein Erdbeben der Intensitdt / hat auf der Richterskala die Stérke

1
Rzlogl—.
0

Die Standardintensitit /y dient zum Vergleich.

EIGENVERANT
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Fiir ein Erdbeben der Stirke R =5 auf der Richterskala gilt
5=1lo !
= log I
oder
=10
also
1=10Iy = 100001p.

Dieses Erdbeben hat eine 10000 mal so hohe Intensitidt wie das Beben mit der Standardintensitét.

Im Jahr 1906 zerstorte ein Erdbeben der Starke 8,25 auf der Richterskala die Stadt San Francisco.
Das wievielfache der Standardintensitit hatte es?

Ein Beben mit der Intensitit 10771, erschiitterte 1978 den Iran.
Welche Stirke auf der Richterskala hatte es?

Eine besondere Rolle spielt der natiirliche Logarithmus. Er ist die Umkehrfunktion der e-Funktion
&, deren Basis die Eulersche Zahl e~ 2,718... ist.
Er wird auf dem Taschenrechner mit der Taste aufgerufen.

Die Graphen von Funktionen, die einander umkehren, liegen spiegelbildlich zur Winkelhalbieren-
den.
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cf( — (101ga)x — loxlga

net werden.

fog, ) = £

oder

oder

ax:

log, (x)

Jede Exponentialfunktion ist auch mit der Basis 10 oder mit Hilfe der e-Funktion darstellbar.
(elna)x _ gvlna

Jeder Logarithmus kann mit Hilfe des dekadischen oder des natiirlichen Logarithmus berech-

Diese Gleichungen sind der Schliissel zum praktischen Rechnen mit Exponential- und Logarith-
musfunktionen. Wir werden im folgenden die e-Funktion und den natiirlichen Logarithmus ver-

wenden.

3.7 Winkelfunktionen

Die Steigung einer Geraden ist definiert als der Differenzenquotient

y2=nN
m=——
X2 —X1

Wenn stattdessen der Winkel zwischen der Abszisse und der Geraden benutzt werden soll, muss

man die Winkelfunktionen benutzen. Fiir Winkel zwischen 0°

und 90°

sind sie definiert als

Streckenverhiltnisse der Katheten zur Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks.

Das Dreieck fligen wir in einen Kreis um den Ursprung ein.

90°

—

~l_ -

270°

-

m=

o = arctanm

rsino
recosa

Der Winkel wird von der positiven Abszisse gegen den Uhrzeigersinn gemessen.

=tano

Die Winkelfunktionen sind nach der Skizze bis zu dem rechten Winkel erklért, sie lassen sich

jedoch bis auf den Vollwinkel fortsetzen.
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Danach wiederholen sich die Werte bei jeder weiteren Volldrehung. Die Funktionen heillen peri-

odisch.
1 T sin o
—?0 . 270 360
—-360 90 o
1+
cos o
—180 —90
' 90 12'30 a
1+

m tan o
2 -
1 [ S —"
|
|
|
_:90 L
: 45 90
1 4+
2 4+

34

Zujedem —oo < m < oo liefert die
Arcustangensfunktion einen Winkel zwischen -90 und

90 Grad.

Die Gerade mit der Steigung m bildet mit der positiven

x -Achse diesen Winkel.
Die Skizze zeigt fiir m =1 die Zuordnung

o = arctan(1) = 45°.

Die Winkelfunktionen sin, cos, tan und ihre Umkehrfunktionen finden Sie auf dem Taschenrech-
ner; die Umkehrfunktion des Tangens — Arcustangensfunktion — ist meistens {iber die -Taste

aufzurufen.
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4. Differentialrechnung

4 1 Differenzieren von Funktionen

Im Fall der Existenz des Grenzwertes

SR - /)
h—0 h

heift die Funktion f an der Stelle x differenzierbar und der Grenzwert heilit Ableitung der
Funktion an der Stelle x und wird mit f’(x) bezeichnet.

Es ist wichtig, die Ableitung neben den unten angegebenen Regeln auch direkt aus der Definition
berechnen zu kdnnen, z.B. um die Nichtexistenz zu zeigen. Dazu gehen wir in drei Schritten vor.

1. Berechne f(x+h)— f(x) und vereinfache!
2. Schreibe den Bruch ’w und vereinfache ihn so weit wie moglich!

, falls dieser Grenzwert existiert!

3. Bestimme limhﬁow

Jonas von Malottki Finance Accounting IT Solutions, Deutschland (Stuttgart)
Hortense Denise Kirby HR Business Partner, USA (Dallas/ Fort Worth)
Yu Chang Engineering Support Office, China (Peking)

Funf Kontinente. Jede Menge Platz zur personlichen
Entfaltung. Das sind wir.

Hier geht es fiir Sie weiter: www.career.daimler.com DAIM LE R
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Beispiel 1:  Bestimmen Sie fiir die Funktionen durch Grenzwertbildung die Ableitungen!

J(x) =mx+b glx) = h(x) = V/x

m(x+h)+b—(mx+b) mx+mh+b—mx—b mh
A = A :7:m:f(x)

Die Ableitung der linearen Funktion ist

87 =]

(x+h)?—x?  xX*42xh+h*—x?
h N h

=2x+h—2x=¢(x)

Die Ableitung der quadratischen Funktion ist

(x*) = 2x]|.

Im folgenden benutzen wir die binomische Formel (a+ b)(a—b) = a* — b?> , um den Term auf

eine fiir die Grenwertbetrachtung geeeignete Form zu bringen.

Vixth—yx  (Vxt+h—yx)(Vx+htx)
h h(Vx+h+/x)
x+h—x 1 1

- h(Vx+h+/X) - VX+h+/x - 2y/x

Die Ableitung der Wurzelfunktion ist

=

Aus dem ersten Beispiel f(x) =mx+b folgt, dass die Betragsfunktion a bis auf die Stelle x =0
iiberall differenzierbar ist.

—Xx fir x<0
x| =a(x) = )
X fir x>0

Danach gilt

—1 fu <0
= d'(x) = s
1 fir x>0.
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Die Ableitung springt bei null von —1 nach 1, ihr kann dort kein Wert zugeordnet werden.

Selbstverstindlich kann man an dem
Knick keine sinnvolle Tangente zeich-
—x x nen.

Ableitungsregeln

Die folgenden Regeln ermoglichen, die Ableitung einer Funktion auf die Ableitungen ihrer Teil-
funktionen zuriickzufiihren.

[e-u(x)] =c-u'(x) Faktor c€R
[u(x) +v(x)] = (x) +V/ (x) Summe
[u(x) - v(x)]" =/ (x) - v(x) + u(x) -V (x) Produkt
] - o
[u(v(x))] = (v(x)) -V (x) verkettete Funktionen

In der letzten Regel ist der Ableitungsstrich in zwei Bedeutungen gebraucht: Im Fall (v(x))
ist die Funktion u nach ihrem Argument v abzuleiten, ohne zu beriicksichtigen, dass es eine
Funktion von x ist. An den beiden anderen Stellen ist die Ableitung nach x gemeint, das wird in
der folgenden Notation deutlich.

d d d
T u(v(x)) = S-ulv) - ol

Eine gute Merkregel ist: duflere Ableitung mal innere Ableitung.
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Beispiel 2:

Die Funktion f(x) = 3x?> —4x+7 soll abgeleitet werden.

(3x? —4x+7) = (3x*) + (—4x)' + 7' Summe
=302) + (-4 +7 Faktor
=3 204 (—4) =6x—4
=/'(x)

Die Funktion g(z) = v/3z2 —4z+7 soll abgeleitet werden.

' 1
322 —4z4+7 = m . (322 — 4z 4 7)/ Kettenregel
1 .
- W32 4z 17 (6z—4) siehe oben
3z-2

/
= = z
V322 —4z+47 g6

Nehmen Sie die nachsten 50 Stufen Ihrer
Karriereleiter doch gleich auf einmal.

Das gibt es nur bel JobStairs: Auf einer Seite

alle favorisierten Top Untermehmen sehen und
sich bequem bei allen gleichzeitig bewerben.
Ideale Bedingungen also, um lhren personlichen
Karriereaufstieg erfolgreich in Angriff zu nehmen.

Und hier geht's direkt zu Inren Top Jobs: =] 0b§£§ p’. rs

e D B EE @eor somsws  becms 5 @I Ososor bross  comemeed  Guses DM R e

—ne Mgy @D €0n Efms FESE S e (R eww S @) oweme KW BB e K

oo ® OEE e DHE @ i o e e EF BN SEMOS STHE wotew QR wasco (o [
Download free eBooks at bookboon.com &«'\‘

54 )
Click on the ad to read more


http://bookboon.com/
http://bookboon.com/count/advert/3065e9b8-9f4c-44d1-bd54-a4a700ea5d8e

Einfach lernen! Mathematik

Differentialrechnung

Ableitungsfunktionen

Man benutzt die folgenden Funktionen als Bausteine, um kompliziertere Funktionen zusammen-
zusetzen. Nach den Ableitungsregeln fiihren wir die Differentiation auf die Ableitungen dieser

Grundfunktionen zurick.

Thre Ableitungen konnen mit Hilfe der Definition gewonnen werden.

(x")/:r X!
(¢) =¢"
(lnx)/: NI 0<x

(sinx)l = COSX

(cosx)/ = —sinx

firreR Potenzfunktion

Exponentialfunktion

natiirlicher Logarithmus

Winkelfunktionen mit x im Bogenmal}

Beispiel 3:

Polynomfunktion oder ganz-rationale Funktion:

(3x* — 8x° — 17x+5)’

Produkt zweier Funktionen:

=345 —8-3x2—17-140
=122 —24x* — 17
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Produkt zweier Funktionen:
[ + 4P+ 1) (u? — 2u)]/
= (1 + 4+ 1) (u? = 2u) + (6 + 4P + 1) (1 — 2u)’
= (31 4 8u) (u” — 2u) + (u® + 4* +1)(2u —2)
= (3u* 421 — 1607) + (2u* + 6u° — 8u* +2u —2)
= Su* + 8u® — 24u% +2u—2

Quotient zweier Funktionen:

5x4 —2x57
[ x2+1 }
(= 20) (P4 1) = (5x = 2x) - (kP + 1)
- (2 +1)?
~ (2007 —10x*) - (P2 + 1) — (5x* —2x°) - 2x
(x2+1)2
200" — 10x5 +20x° — 10x* — 10x° + 4x°
(x2+1)2
_—6x®+10x° — 10x* +20x°
o (x241)2

Verkettete Funktionen:

— et_t

1 /
= [ -]

Lt b e
=@ =07 (=)

é—1

2\/el —t

Beispiel 4:  In besonderen Fillen muss man die Funktion auf eine Darstellung durch die Stan-
dardfunktionen umschreiben, um sie differenzieren zu konnen.

Exponentialfunktion mit beliebiger, positiver Basis:
& = [elna]x _ gvlna

{cfr]/: [ex-lna]’
="M Ing =a"Ina

Download free eBooks at bookboon.com
56


http://bookboon.com/

Einfach lernen! Mathematik Differentialrechnung

Allgemeine Wurzel:

(V7] = L o)
= S )

Die dritte Wurzel:

3

wl—

203 —3x4+5= (2 —3x+5)

wl—

%(2)9 —3x+5)

(2 —3x+5) ' (6x—3)

!
3
= (2x = 3x+5)

Wi

(2x—1)

e rap—— = — — :
E S S0 ey g e Mt T T e

WALTER LAUTER

A
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4.1.1 Tangenten

Die Steigung der Geraden durch die beiden Punkte des Graphen ist

flath) - fla)
p :

Fir h — 0 fallt der rechte Punkt (a+ A, f(a+h)) mit dem Punkt (a,f(a)) zusammen, an-
dererseits ist f’(a) der Grenzwert der Geradensteigung. Die Gerade mit dieser Steigung durch
(a,f(a)) berihrt dort den Graph, sie heifit Tangente.

Die Ableitung f"(a) liefert die Steigung der Tangente an den Graph im Punkt (a, f(a)) .

Die Gleichung der Tangente an den Graph der Funktion f im Punkt (a, f(a)) wird zweck-
maBig nach der Punkt-Steigungs-Form aufgeschrieben.

y=fla)=f(a)x—a)  y=Lx)=fla)+[f(a)(x—a)

Beispiel 5: Die Ableitung der Funktion f(x) = x> —4x ist f’(x) = 2x —4 . Damit sind die
Steigungen der Tangenten in den Punkten (—1;5),(2;—4),(4;0) durch —6;0;4 gegeben.

Der Funktionsgraph ist eine Parabel, sie ist mit den drei Tangenten und deren Gleichungen in der
folgenden Skizze dargestellt.

Stellen Sie sich vor, man zeichnet zunéchst die Tangenten und danach die Parabel! Es gelingt viel
besser als ohne Tangenten.
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f(x) =x* —4x
y=—6x—1 y=4x—16
3 2 1 1 2 3 4 5 X
a1+
2 4
3 4
-4 -+ o y:—4

4.1.2 Naherung mit der Tangente und das Differential

Die lineare Funktion ¢(x) = f(a)+ f'(a)(x —a) kann in der Umgebung von a als Nédherung

(Approximation) der Funktion f dienen.

Wir setzen flir die Ableitung deren Néherung ein.

f(a) ~ fi(xxii(a) fiir
) ~ fla)+ /1@
) ~ 1

| S0 =S+ (@)x—a) |

Beispiel 6:

a—h<x<a+h

— —x—a)=fla)+/(x) - f(a)

Zur Berechnung von /17 nutzen wir aus, dass /16 =4 und 17 nahe bei 16 liegt.
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Hier ist f(x) = +/x zu setzen.

F(7) = f(16+1)

1
fx) = m
1 1
16) = ——==—
V17T=V16+1
~ V164 1'(16)- (17— 16)
:4+1-1:4,125
8
Die Tangentenndherung liefert die Schétzung
V17 ~ 4,125

und der Taschenrechner die ,,bessere* Naherung 4,12310562562. Die Differenz der beiden Werte
4,125 —4,12310562562 = 0,00189437438234

gibt eine Abschitzung des Fehlers.
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4.1.3 Das Differential einer Funktion

Fiir jede reelle Zahl % heiBt das Produkt f'(x)-% das Differential der Funktion f in x und wird
mit

df = f(x)h
bezeichnet. Das Differential ist somit eine Funktion der Stelle x und des Zuwachses /% .

Fiir die Funktion f(x) =x folgt df =dx= f'(x)h=1-h=h, hier ist dx = h und auf Grund
dieser Tatsache wird das Differential gewohnlich als

geschrieben.

In der folgenden Skizze ist zu sehen, wie der Zuwachs dx des Arguments sich einerseits als
Zuwachs f(a+dx)— f(a) der Funktion und andererseits als Zuwachs df der linearen Néherung
¢ auswirkt.

Beispiel 7:  In einer Stadt hat man die Erfahrung gemacht, dass die jahrlichen Ausgaben fiir
Arbeitsbeschaffung A4 die jahrlichen Ausgaben fiir das Gefdngnis G sinken ldsst. Man nimmt
den folgenden Zusammenhang an.

GA)=16—45 fir 6<A4<27

Wir werden das Differential benutzen, um abzuschétzen, um wieviel die Jahreausgaben fiir das
Geféngnis sinken, wenn die Jahresausgaben fiir Arbeit von 8 auf 8,5 Millionen Euro steigen.

2 2
G(d)=—2473 dG = —=4"3dA
3 3
Mit den Werten folgt
2 11 1
dG=—=-873 . — = ——
3 2 6

Danach sinkt die Ausgabe fiir das Gefiangnis um % Millionen Euro.
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Beispiel 8:  Die Kantenldnge eines Wiirfels wurde mit 20 cm gemessen, dabei war ein Fehler von
0,02 cm moglich. Wie grof3 kann der Fehler fiir das berechnete Volumen des Wiirfels sein?

Seien k die Kantenlidnge und ¥ = k> das Volumen.

V' (k) = 3k?
dv =3k* - dk
dV =3(20)%-(40,02)
=424

Das Volumen bei exakt 20 cm Kantenlénge ist
V(20cm) = (20cm)® = 8000cm?.

Der mogliche Fehler des berechneten Volumens wird mit 24cm?® geschiitzt.

4.2 Anwendungen der Ableitung

Bei der Untersuchung von Funktionen und ihrer Graphen benutzen wir die Ableitung, um steigen-
de und fallende Funktionen zu unterscheiden, um grofite und kleinste Werte zu finden oder um den
Funktionsgraph zu zeichnen. Die lineare Naherung wurde oben schon kurz erwéhnt.

4.2.1 Relative Extrema von Funktionen

Eine Funktion f besitzt an der Stelle x = a ein relatives Maximum oder lokales Maximum, wenn
esum a ein Intervall gibt, in dem f(x) < f(a) fiir jedes x . Der Graph hat an diesen Stellen
einen Hochpunkt oder Gipfel.

Eine Funktion f besitzt an der Stelle x = b ein relatives Minimum oder lokales Minimum, wenn
esum b ein Intervall gibt, in dem f(b) < f(x) fiir jedes x . Der Graph hat an diesen Stellen
einen Tiefpunkt oder ein Tal.

Es ist offensichtlich, dass in einem Extrempunkt des Graphen die Tangente parallel zur x -Achse
verlauft, das setzt aber voraus, dass es eine Tangente gibt, also f an dieser Stelle differenzier-
bar ist. Neben diesen Punkten konnen auch Spitzen des Graphen Extrempunkte sein, dort ist die
Funktion nicht differenzierbar und die Tangente existiert nicht.
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4.2.2 Absolute Extrema von Funktionen

Unter den relativen Maxima ist mindestens eines das grofite. Dieser Wert kann also nur noch in
den Endpunkten des Definitionsbereichs iibertroffen werden. Der grofite Wert unter den relativen
Maxima und den Werten auf dem Rand wird absolutes Maximum genannt.

Entsprechend erkldren wir das absolute Minimum.

4.2.3 Funktionsdiskussionen

Die Ableitung ist ein Werkzeug zur genaueren Untersuchung von Funktionseigenschaften als es
direkt aus der Funktionsgleichung, aus der Tabelle oder dem Graphen mdglich wire.

In diesem Abschnitt sind die Methoden der Differentialrechnung zur Untersuchung von Funktio-
nen dargestellt. Die Ableitung gibt Auskunft {iber die lokale (momentane) Anderungsrate einer
Funktion: ist sie positiv steigt die Funktion, ist sie negativ fillt die Funktion.

Y

e Die Ableitung ist iiberall posi-
tiv:
die Funktion steigt monoton.

f(x)>0 e Die Ableitung nimmt zu.

Der Graph wird steiler.
Er ist links gekriimmt.

e Die Ableitung ist iiberall posi-
tiv:
die Funktion steigt monoton.

Fx)>0 e Die Ableitung nimmt ab.

Der Graph wird flacher.
Er ist rechts gekriimmt.
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e Die Ableitung ist iiberall nega-
tiv:

die Funktion fallt monoton.
f'(x)>0 , , :
f(x) <0 e Die Ableitung nimmt zu.
. Der Graph wird flacher.
a

Er ist links gekriimmt.

e Die Ableitung ist liberall nega-

f1(x) <0 e
die Funktion fallt monoton.
f'(x) <0 . . .
e Die Ableitung nimmt ab.

Der Graph wird steiler.
Er ist rechts gekriimmt.

a X

In den vier Beispielen spielt die Anderung der Ableitung f’(x) eine wichtige Rolle.
Es liegt nahe die Ableitung f”(x) zu differenzieren.

Der Term
2
] = = ) =

heiit zweite Ableitung der Funktion an der Stelle x und die damit gegebene Funktion Ablei-
tungsfunktion zweiter Ordnung.

Hat die Ableitung den Wert Null, kann die Funktion an dieser Stelle weder steigen noch fallen,
wir sprechen daher von einer stationdren Stelle.
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f(a)=0

e Die Ableitung steigt von nega-
tiven zu positiven Werten.

e /(x)>0

Der Graph ist links gekriimmt.

f(x)>0

f(a)

o [okales Minimum der Funkti-
on

e Die Ableitung fillt von positi-

=0 ven zu negativen Werten.
f*//(x)>0 o f'(x)<0
Der Graph ist rechts gekriimmt.
e Lokales Maximum der Funk-
X tion
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Die Frage, ob eine stationére Stelle a (mit f'(a) = 0) auch eine Extremstelle ist, konnen Sie auf
zwel Wegen beantworten.

1. f wechselt bei a sein Vorzei-

2. Vorzeichen von f”(a)
chen

. "(a) >0: Minimum
von — nach + : Minimum S'(a)

"(g) < 0: Maximum
von + nach — : Maximum S"(@)

Die erste Variante flihrt immer zur Entscheidung. Die zweite kann nicht angewendet werden, wenn
f"(a) =0 oder wenn f’ an der Stelle a nicht differenzierbar ist, also f”(a) nicht existiert.

Beispiel 9:  Die Funktion f sei stiickweise definiert durch —"72 fir x <0 und "72 fir x>0.

Y fx)=-x>0 und f'(x)=-1 firx<0
x2
7 fx)=x>0 und f(x)=1 firx>0
00) —
2 - £(0)=0
) Die Funktion hat kein Extremum,
weil /' bei 0 sein Vorzeichen nicht wechselt.

Die zweite Ableitung f” springt an der Stelle 0 von —1 nach 1, also existiert f”(0) nicht.

Beispiel 10:  Auch bei f(x) = %x3 versagt der f"-Test.

y fl(x)=x*>0 fiiralle x#0
S (x) =2x

f(0)=0 und f"(0)=0
Keine Entscheidung

W,

Die Funktion hat kein Extre-
mum,

weil /' bei 0 sein Vorzeichen
nicht wechselt.

4.2 .4 Ganzrationale Funktionen

In diesem Abschnitt finden Sie Untersuchungsmethoden fiir ganzrationale Funktionen dritter und
hoherer Ordnung. Die linearen und quadratischen Funktionen sind schon in eigenen Abschnitten
beschrieben worden.
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Beispiel 11:  Wir untersuchen die ganzrationale Funktion dritter Ordnung

1

flx)= 6x3 —2x.

Nullstellen:

Umwandeln in ein Produkt durch Ausklammern von ’5‘

f0) = g - 12)

x(x* —12)=0
x=0Vx>—12=0
x=0Vx=—V12Vx=—V12

Extrema:
1
f(x) = Exz 2
fx)=0 x¥*-4=0 x=-2vx=2
fx) =x
' -8 16
f"(=2) = -2 Maximum mit dem Wert f(—2) = ?—1—4:?
f’(2)=2  Minimum mit dem Wert f(2):§—4:—16—6

Globale Extrema gibt es nicht, weil die Funktion beliebig kleine und beliebig grofle Werte an-
nimmt.

Kriimmungsverhalten: Fiir negative Argumente ist f”(x) < 0 und damit ist der Funktionsgraph in
der linken Halbebene rechtsgekriimmt. Entsprechend folgt aus f”(x) > 0 fiir x > 0 die Links-
kriimmung in der rechten Halbebene.

Ander Stelle x=0 &ndert f”(x) sein Vorzeichen und daher wendet der Graph seine Kriimmungs-
richtung. Der Punkt W (0,0) heiit Wendepunkt des Graphen. In diesem Punkt ist der Graph zwi-
schen den beiden Extrempunkten am steilsten, die erste Ableitung hat an dieser Stelle ein lokales
Minimum.

Die Tangente im Wendepunkt (0,0) hat die Steigung f’(0) = —2 . Sie ndhert den Graphen
erstaunlich gut an.
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Der Graph zeigt eine Punktsymmetrie zum Nullpunkt: Dreht man ihn um 180° , deckt sich das
Bild mit dem Graph. Die beiden Schnittpunkte des Graphen mit einer beliebigen Geraden durch
den Nullpunkt haben zu ihm gleiche Absténde.
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Diese Eigenschaft der Funktion kann am Funktionsterm abgelesen werden. Die Gleichung

J(=x) ==/ x)
1 1
S=x) = (%) =2(=x) = = X'+ 2r = = f(x)
gilt fiir alle x, weil nur ungerade Exponenten auftauchen. Eine Funktion mit dieser Eigenschaft

heil3t ungerade.

In diesem Fall kann man die Diskussion vereinfachen: Man beriicksichtigt zunédchst nur positive
Argumente und tibertrigt die Ergebnisse auf die entsprechenden negativen Argumente.

4.2.5 Wurzelfunktionen

Die Potenzfunktionen f(x) = c-x" mit einem gebrochenen Exponenten z.B. f(x) = X1 = VX

heiflen hier Wurzelfunktionen. Sie sind nur fiir positive Argumente x definiert.

4.2.6 Exponentialfunktion und Logarithmusfunktion

Die Exponentialfunktion spielt in den Naturwissenschaften und den Wirtschaftswissenschaften
eine herausragende Rolle, weil sie viele Wachstums- und Abklingvorginge beschreibt; dabei ist
es liblich die Zeitvariable mit ¢ zu bezeichnen.

Die Exponentialfunktion f(¢) = ce! erfiillt die Gleichung

d

S0 =10 =k f0)

Jede Funktion, die diese Gleichung erfiillt, hat die Form
1) = cé.

Die Konstante ¢ € R ist wegen f(0) = ce’ = ¢ der Funktionswert bei ¢ =0 also der
Anfangswert.

Eine GroBe, die sich nach diesem Gesetz dndert zeigt exponentielles Wachstum oder exponentielle
Abnahme.

Beispiel 12:
p(t) — 560,3t
P(1)=03-5¢"=03-p(r)

q(1) = 2,47 "%
q'(t) = —0,05-2,4¢7 %9 = _0,05-¢(r)
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Beispiel 13:  Unter idealen Laborbedingungen wéchst eine Bakterienkultur, indem jedes Bak-
terium sich bei einem bestimmten Alter teilt. Je mehr Bakterien zu einem Zeitpunkt vorhanden
sind, desto mehr Teilungen werden in der folgenden kurzen Zeitspanne stattfinden, desto hoher
ist also die Wachstumsgeschwindigkeit. Dabei ist der Zuwachs proportional zur Groe; deswegen
nehmen wir exponentielles Wachstum fiir die GroSe B(¢) der Bakterienkultur an.

B(t) = Boe"

Bei einem Versuch ,,zéhlen* wir zu Beginn ¢ = 0 ungeféhr 20 000 Bakterien und 5 Stunden spéter
400 000. Wir haben die Konstanten By und % zu bestimmen und verwenden dazu die beiden
Messwerte

B(0) =20000 und B(5) =400000.
Die erste Bedingung bedeutet By = 20000 , also
B() = 20000¢.
Benutzen wir dieses Ergebnis in der zweiten Bedingung, so folgt

B(5) = 20000&"3 = 400000

k=20
5k =1n20
k= % ~ 0,60.

Die Exponentialfunktion
B(t) = 20000&%°
gibt die Zahl der Bakterien, solange die Lebensbedingungen unverindert bleiben.

Beispiel 14:  Ein vollkommenes Beispiel fiir exponentielle Abnahme ist der Zerfall der radioak-
tiven Isotope, weil er unabhingig von dulleren Bedingungen stattfindet. Messungen zeigen, dass
zu jedem Zeitpunkt die Zahl der im néchsten kleinen Zeitraum zerfallenden Nukleide proportional
zur Zahl der noch nicht zerfallenen ist.

N'(¢t) = —=AN(z) mit einer positiven Konstanten A4
hat die allgemeine Losung
N(1) = Noe ™.
Die Konstante A heilit Zerfallskonstante, sie ist charakteristisch fiir das radioaktive Isotop.

Das Isotop Strontium 90 hat die Zerfallskonstante A = 0,0244 , wenn die Zeit in Jahren gemessen
wird.

S([) — S0670,0244t
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Einfach lernen! Mathematik Differentialrechnung

Wie lange dauert es, bis eine bestimmte Masse Strontium 90 auf die Hélfte zerfallt?

S(t) =Spe %0 und  S(1) = =S

2
SOe—O,0244l‘ — lS()
2
1
—0,0244¢ —
¢ 2
—0,0244¢ = ln%

1
t= lnE : (—0,0244) ~ 28

Man nennt diese Konstante Halbwertzeit von Strontium 90; sie betrdgt gut 28 Jahre.

4.2.7 Relative Anderungsrate

Die Anderungsrate f’(x) einer Funktion f(x) ist unter Umstinden nicht aussagekriftig genug.

Der Preis eines Liters Whisky sei w(¢) = 22,50 und der eines Kiihlschranks k(¢) = 330,00 ; die
Preissteigerungen werden mit w/(¢) = 1,5 und k'(¢) = 11 festgesetzt. Bei einem Vergleich dieser
Steigerungen verwenden wir die relativen Anderungsraten

(¢ K (t
LN ()
w(t) (1)
und geben sie in Prozent an:
1,5 11
=~ 0,067 ~ 79 d —— ~ 0,033 ~ 3%.
2570 % un 330 &

4.2.8 Elastizitat

Wenn wir fragen, um wie viele Einheiten die nachgefragte Menge von Whisky oder Kiihlschrén-
ken zuriickgeht, wenn der Preis um 1 Euro steigt, erhalten wir jeweils eine gewisse Anzahl von
Einheiten, die eine in Liter und die andere in Stiick. Diese Zahlen kénnen allein kein klares Bild
geben, da der Anstieg um 1 Euro bei Whisky als stark einzuschéitzen ist im Vergleich zu demselben
Anstieg bei dem Kiihlschrank.

Wir sollten fragen, um welchen Prozentsatz sich die nachgefragte Menge dndert, wenn der Preis
um 1% steigt. Wir werden also relative Anderungsraten heranziehen.

Die nachgefragte Menge eines Gutes sei durch die Funktion N(p) des Preises p beschrieben.
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Das Verhiltnis zwischen der relativen Nachfragednderung und der relativen Preisdnderung bei
einer absoluten Preisdnderung 4

N(p+h)—N(p)  h _
N(p) P h N(p)

heiBt die durchschnittliche Elastizitit von N(p) im Intervall [p,p+h].

h N(p+h)-N(p) p

Man erhélt ein bequemeres Ergebnis, wenn man den Grenzwert fiir # — 0 bildet.

Np+h) —Np) b iy . 2
N(p) P N(p)

Das fiihrt zu der allgemeinen Definition.

Der Term

heiB3t Elastizitdt der Funktion f an der Stelle x .

4.2.9 Winkelfunktionen

Die Winkelmessung durch Einteilung des Vollwinkels in 360° ist willkiirlich und historisch be-
dingt. In der Differentialrechnung der Winkelfunktionen sinx,cosx wird der Winkel x im Bo-
genmayf; angegeben, das ist das Verhiltnis der Liange des entsprechenden Bogens zum Radius des
Kreises, also eine dimensionslose Zahl. Fiir den vollen Winkel bedeutet das

2nr

— =2m.
P

Auf dem Taschenrechner miissen Sie den Modus Deg(ree) fiir GradmaB oder Rad(ian) fiir Bogen-
malf} wéhlen.

Gradmall o 0° 90° 180° 270° 360°
Bogenmali x 0 z T %ﬂ 2r
o  x
360°  2m
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4.2.10 Das Newton-Verfahren zur Approximation von Nullstellen

Bis auf die linearen und quadratischen Funktionen ist es meistens schwierig oder sogar unmoglich,
die Nullstellen — die Losungen der Gleichung f(x) =0 — durch die Grundrechenarten, Wurzeln
oder Logarithmen zu berechnen. Man muss dann numerische Verfahren anwenden.

Aus einer Wertetabelle oder einem Graphen mdgen wir wissen, dass die Funktion an den zwei
Stellen s und ¢z unterschiedliche Vorzeichen hat. Wenn f in dem Intervall (s,¢) stetig ist, also
nicht springt, muss sie irgendwo zwischen s und ¢ mindestens eine Nullstelle a haben und der
Graph dort die x -Achse schneiden.

Man schitzt ,,iiber den Daumen® mit s < xy < ¢ die Lage der Nullstelle ¢ mdglichst gut ab.
Danach soll aus xy eine genauere Schitzung berechnet werden.

Wenn die Funktion im Intervall (s,z) differenzierbar ist, konnen wir sie bei x( linear approximie-
ren. Die Nullstelle x; der linearen Funktion ¢ soll als Ndherung fiir die Nullstelle a der Funktion
f gelten. Meistens liegt diese Zahl bedeutend ndher an der Nullstelle als die Anfangsschitzung.

¥

Download free eBooks at bookboon.com

76


http://bookboon.com/

Einfach lernen! Mathematik Differentialrechnung

Die Nullstelle der linearen Funktion ¢ ist der Schnitt der Tangente mit der x -Achse.

Y1—)o
m =
X1 — X0

m=f"(x0) yo=f(x0) »1=0
f,(xo) o _f(XO)

X1 — X0
P (C)
f"(x0)

Mit x; als Ausgangswert berechnet man auf dieselbe Weise eine weitere Naherung x, . Die-
ser Schritt muss so oft wiederholt werden, bis aufeinander folgende Werte sich im Rahmen der
verlangten Genauigkeit nicht mehr unterscheiden.

Das Newtonsche Iterationsverfahren ist erklart durch

S (xn)

Xn+1 :xn_f,(x )
n

fir n=0,1,...

falls ~ f'(x,) #0.

Wenn der Startwert xo geeignet nahe bei einer Nullstelle a gewéhlt wurde, liefern die Zahlen
x, in der Regel Ndherungswerte, die mit steigendem » immer genauer sind.

Beispiel 15:  Die Funktion f(x) = %(x— 9)2 — 1 hat im Intervall (3,9) eine Nullstelle, weil
f(3) =11 und f(9) = —1. Obwohl die Nullstellen bei 7 und 11 exakt berechnet werden
konnen, wollen wir sie durch das Newtonverfahren approximieren.

Dazu setzen wir f(x) und
x—9
fo =27
in die rechte Seite der Iterationsformel ein und versuchen durch Vereinfachung einen fiir das Rech-
nen giinstigeren Term zu bilden.

x_%(x—9)2—1
%(x—9)
1 2
—x—~(x—9
¥y =9+ g
=x:242:(x—9)+45

Damit hat die Newtonsche Iterationsformel fiir die hier gewéhlte Funktion eine fiir den Taschen-
rechner geeignete Form

Xpsl =X 1242 (x,—9)+4,5.
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Als Startwert sei xo =4 gewahlt.

Erster Schritt:

f(xo)

S (x0)

=Xy :2+2:(x0—9)+4,5
=4:242:(4-9)+45
—6,1

X1 = X0 —

Zweiter Schritt:

x2=6,1:242:(6,1-9)+4,5
= 6,86034482759

Dritter Schritt:

x3 = 6,86034482759 : 2+2: (6,86034482759 —9) + 4,5
= 6,99544235739

Vierter Schritt:

X4 = 6,99999481879
Weitere Schritte:

xs=7 x¢=7
Zur Probe bestitigen wir, dass f(7) = 1(7—9)>—1=0 gilt.
Beispiel 16:  Die Gleichung (2x)* =200 ist nicht durch Umformungen nach x aufzuldsen.
Wegen (2-3)° =6 =216 und (2-2)* =42 = 16 ist klar, dass die Losung zwischen 2 und 3
liegt.
Die Funktion f(x) = (2x)* —200 hat im Intervall (2;3) eine Nullstelle.
Die Ableitung 1Bt sich nach einem kleinen Trick berechnen: Wir schreiben (2x)* als &™) |

(2x)% —200 = &%) _ 200
(é"ln(zx) — 200)/ — 129 (xIn(2x))’
2
= () [ln(Zx) +x- E]

= ¢*"®9) [In(2x) + 1]
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Die Iterationsformel lautet in diesem Fall

e In(2a) _ 200
e n(29) [In(2x,) + 1]°

Xn+1 = Xp

Wenn wir mit 3 starten, erhalten wir die weiteren Niherungen

2,973 2,972388 2,972387
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5. Funktionen mehrerer Variablen

In den Anwendungen héngt eine Grofle meistens von mehr als einer Variablen ab. Der Absatz ei-
nes Gutes hingt ggf. nicht nur vom eigenen Preis, sondern auch von den Preisen konkurrierender
Produkte ab, weiter kdnnte auch der Werbungsaufwand Einfluss haben. Die Herstellungskosten
eines Gutes setzen sich zusammen aus Materialkosten, Lohnen und den Unterhaltskosten der Pro-
duktionsanlagen.

Eine Funktion f(xi,xs,...,x,) von n Variablen ist eine Abbildung, die jedem n-Tupel
(x1,X2,...,x,) reeller Zahlen aus einer Definitionsmenge D genau eine reelle Zahl zuordnet.

f(x,y) =€"(x*+2y) und g(x1,x2,x3) = Sx1x3x3

sind Funktionen von zwei bzw. drei Variablen.

Die meisten gegeniiber Funktionen einer Variablen neuen Eigenschaften zeigen sich schon bei
Funktionen mit nur zwei Variablen und die Ubertragung auf Funktionen von mehr als zwei Varia-
blen ist in der Regel offensichtlich ist.

Beispiel 1:  Jedem Zahlenpaar (x,y) sei die Zahl 3x —x?y + 1 zugeordnet. Damit ist eine
Funktion f gegeben.
flr,y) =3x—x*y+1

Geben Sie die Funktionswerte f(0,0), f(1,2), f(—=2,-3), f(a+3,b—1) an!
110,
AR

(1

3.0-0%-0+1=1
3.1—12.2+41=2
3.
3

0
2

(=2) = (=2)*(=3)+1=—17
(a+3)—(a+3)*(b—1)+1

f(=2
f(a+3 b—1

)
)
—3)
)

Beispiel 2:  Die folgende Funktion kann einen Produktionsprozess beschreiben.
F(x,y) = Cx%? C,a,b sind Konstanten

Dabei werden x,y die Inputfaktoren genannt und F(x,y) gibt den zugehdrigen Output an.

5.1 Graphische Darstellung
Eine Funktion von zwei Variablen kann graphisch dargestellt werden.
e Dazu bendtigt man ein dreidimensionales Koordinatensystem, in dem zu jedem Punkt des

Raumes drei Koordinaten (x,y,z) gehoren. Umgekehrt bestimmt jedes Zahlentripel genau
einen Punkt.
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e Der Graph der Funktion f(x,y) besteht aus den Raumpunkten mit den Koordinaten (x,y, f(x,»)),
wenn (x,y) das zuldssige Gebiet durchlduft. Der Graph ist eine Flache im dreidimensiona-
len Raum, die sich liber dem zulédssigen Gebiet in der xy-Ebene wolbt.

e Ein interessierendes Raumstiick (Achsen und Fldche) wird wie mit einer Kamera auf eine
Ebene projiziert.

Im Raum dienen drei Geraden durch einen Punkt, die paarweise senkrecht auf einander stehen,
als Koordinatensystem. Wir bezeichnen sie als Koordinatenachsen und die von je zwei Achsen
aufgespannten Ebenen als Koordinatenebenen.

X

Uber einem Rechteck der xy -Ebene wolbt sich die Fliche. Hier werden ihre Schnittkurven
mit vier Ebenen senkrecht zur xy -Ebene gezeigt.

Dieses Verfahren wird von Zeichenprogrammen verwendet, indem sie die Schnittkurven der Funk-
tionsflache mit den Ebenenscharen x = ¢ und y = k zeichnen. Dabei entsteht auf der Fléche ein
Gitternetz.
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z=1:(1+xx+yy)

Eine weiteres Verfahren zeichnet die Linien auf der Funktionsfliche, die durch ebene Schnitte
parallel zur Grundfldche entstehen. Die eine halbe Einheit iiber der Grundfiéiche verlaufende Ebene
schneidet die Funktionsflache in den Punkten mit den Koordinaten (x;y;0,5) .

Ublicherweise benutzt man nur deren Projektion in die xy -Ebene; diese Kurven heifen Isoquan-
ten, Niveaulinien oder Hohenlinien. Sie sind aus der Kartographie bekannt als Isobaren, Isotherme
oder Isohypsen. Dort werden z.B. die Hohenverhiltnisse einer Landschaft auf diese Weise darge-
stellt.

Wenn an jede Isoquante der Funktionswert geschrieben wird, hat man eine Darstellung der Funk-
tion, mit der auch quantitativ gearbeitet werden kann.
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5.2 Partielle Ableitungen

Sei z= f(x,y) eine Funktion der Variablen x und y . Wir fragen nach der lokalen Anderungsrate
von z beziiglich der Variablen x, wenn y konstant gehalten wird, und andererseits nach der
lokalen Anderungsrate von z beziiglich der Variablen y mit festgehaltenem x . In beiden Fillen
betrachten wir z = f(x,c) = g(x) oder z= f(d,y) = h(y) als Funktionen von nur einer Variablen.
Wir haben also jeweils die Ableitungen g’(x) oder #'(y) zu bestimmen. Sie heiBen partielle

Ableitungen der Funktion f(x,y) .

Fiir eine Funktion von zwei Variablen z = f(x,y) heiBt der Grenzwert

o St hy) = fy)

fx oder g—f

oder

Entsprechend hei3it der Grenzwert

h—0 h

falls er existiert, die partielle Ableitung von f nach x . an der Stelle (x,y) und wird mit

Jz .
— Dbezeichnet.
X

lim f(x7y+k) —f(x,y)

)

af
Jy oder 8_y

oder

k—0 k

falls er existiert, die partielle Ableitung von f nach y an der Stelle (x,y) und wird mit

dJz )
— Dbezeichnet.

dy

)

Wie bei Funktionen einer Variablen benutzen wir diese Definition selten direkt, sondern wenden

die daraus hergeleiteten Regeln an.

Beispiel 3:
Jdf o 6x2
ox dx y
6 0 .
= —3—x% (y ist konstant)
¥ ox
61 -1
=—==x
»2
3

Berechnen Sie fiir die Funktion f(x,y) = 6,/x : J* die partiellen Ableitungen!

o _ 068
dy Iy »3
= 6\/)_ciy73 (x ist konstant)
dy
= 6vx-(=3y7Y)
_12,/%
A
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Beispiel 4:  Fiir f(x,y) =x>+x?+)* sind f;(1,2) und f£;(1,2) zu berechnen.

fim L@ R 407

T ox
0 d 5 20 d , 3
—g(x )+ g(x)ﬂLg(Y )
=2x+)*1+0
:2x+y2

fi(1,2)=2-1+22=6

P)
= a_y("2 +x7° +y°)

— S 0D+ 50

=0+x-20+37

=2xy—|-3y2
£(1,2)=2-1-2+3.2 =16
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Beispiel 5:  Fiir f(x,y) =xe* " sind f;(1,0) und f,(1,—1) zu berechnen.

d

x2
fo= e @)
J 2242 0 224
=—(x)-e +x=-e Produktregel
ox ox
=12 px 2 (4x) Kettenregel
= (4% + 1)e2“"2+y2

£(1,0) = (412 1) 27H0 = 5¢2

a 2 2
ﬂz;@e“ﬂ
a 2x2+y2 .
=x—-c¢ x ist konstant
dy
—x- . (2y) Kettenregel
= 2xyez"2 2

L1 =1)=(2-1-(=1)) &THED = 263

5.2.1 Tangenten und Tangentialebene

Die partiellen Ableitungen der Funktion f(x,y) mogen existieren. Dann ist nach der Definition
an der Stelle (a,b)

.. fla,b+k)— f(a,b)
o=

Wir bewegen uns mit (x,y) von der Stelle (a,b) nach (a,b+k), indem wir x =a festhalten und
y von b nach b+k wandern lassen; wir bewegen uns auf der Strecke (a,b)(a,b+ k) parallel
zur y -Achse.

Dabei wandert auf der Funktionsfliche der Punkt R(a,y, f(a,y)) langs einer Kurve von P(a,b, f(a,b
nach Q(a,b+k,f(a,b+k)) . Dieses Kurvenstiick ist ein Teil der Schnittkurve der Flache mit der
Ebene, die parallel zur yz-Ebene lauft und die x -Achse bei a schneidet.
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Fiir den obigen Grenziibergang reicht es folglich, diese Schnittebene zu betrachten.

Wenn k& gegen null strebt, wandert Q auf der Kurve in Richtung von P und die Steigung der
Sekante durch Q und P néhert sich der Tangentensteigung in P .

Interpretieren Sie

fr(a,b) _ i Slat1,0) — f(a,b)

h—0 h

als Tangentensteigung, indem Sie entsprechende Skizzen anfertigen!
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5.2.2 Richtungsableitung

Diese beiden speziellen Tangenten an die Funktionsfliche im Punkt P(a,b, f(a,b)) spannen die
Tangentialebene an die Flache im Punkt P auf. Jede Gerade in dieser Ebene durch den Punkt P
ist Tangente und ihre Projektion in die xy-Ebene ist eine Gerade durch den Punkt (a,b) .

Hier haben wir tatséchlich etwas Neues gegeniiber Funktionen einer Variablen, denn die Steigung
dieser Tangente gibt die lokale Anderungsrate der Funktion f an der Stelle (a,b) an und zwar in
der Richtung der Projektion.

Wie kdnnen wir die Ableitung in einer beliebigen Richtung berechnen? Dazu stehen uns nur die
beiden Ableitungen parallel zur x -Achse und in die Richtung der y -Achse zur Verfligung. Sie
reichen auch aus, diese Aufgabe zu losen.

(a,b+k) (a+h,b+k)

Wir haben nach der Anderungsra-
te der Funktion f(x,y) zu suchen,
wenn wir von der Stelle (a,b) ge-
radlinig zu einer benachbarten Stelle
(a+h,b+k) tbergehen.
Diese Strecke wird durch

(a+th,b+tk) mit 0<¢t<I1

gegeben.
(a,b) (a+h,b)

Die Antwort ist 42.
Oder Baden-Wiirttemberg.

Baden-Wiirttemberg
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Die mittlere Anderungsrate der Funktion f ist durch den Quotient aus Funktionswertedifferenz
und Abstand der Argumentpunkte gegeben.

fla+hb+k)— f(a,b)

Gesamtstrecke
Vi +k?
Jla+th,b+tk) — fla,b) Teilstrecke
tVh? k2
Wir berechnen den Grenzwert fiir den letzten Bruch.
1 . fla+th,b+tk)— f(a,b) h k
lim = fi(a,b)———+ f,(a, ) —
VR + k2 =0 t f@?) h? + k2 ﬁ<)v%+ﬁ

5.2.3 Lineare Approximation und Totales Differential

Der Graf G der Funktion f(x,y) habe im Punkt P(a,b, f(a,b)) die Tangentialebene T , dann
kann in einer Umgebung von P die Ebene T als Néherung fiir die Fliche G dienen.

t(x,y) = f(a,b) + fx(a,b)(x —a) + f,(a,b)(y — b) Gleichung der Tangentialebene

In einer Umgebung von (a,b) kann die Funktion f(x,y) durch die lineare Funktion #(x,y)
angendhert werden.

f(xvY) zf(a,b) +fx(aab>(x_a) +fy(a)b)(y_b>

Der Term d f = fi(a,b)(x—a)+ f,(a,b)(y—b) = fi(a,b)dx+ f,(a,b)dy heilit totales Differential.
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f(a,b)+df

f(x,y)=f(a+dx,b+dy)

df=fx*dx+fy*dy

(adx,b)e — — — — — — — — » (x,y)=(a+dx,b+dy)

In der Skizze wird deutlich, dass die Nédherung f(a,b)+df in diesem Beispiel einen groBeren
Wert liefert als f(x,y) = f(a+dx,b+dy) , den exakten Funktionswert an der betrachteten Stelle.
Die GroBe des Fehlers soll hier nicht untersucht werden, jedoch ist die Ndherung meistens um so
besser, je ndher x an a und y an b riickt.

Beispiel 6:  Fiir die Funktion f(x,y) = 5x> +3xy+)® berechnen wir die Anderung des Funkti-
onswertes beim Ubergang von der Stelle (2;1) zur Stelle (1,98;1,03).

Exakter Wert:
£(1,98:1,03) — £(2;1)
= 5(1,98)% +3(1,98)(1,03) 4 (1,03)*
=52 =3(2)(1)— (1)’
=—0,187
Néherung mit Hilfe des Differentials:
df = fo(2;1)(1,98 = 2) + £,(2;1)(1 —1,03)
= [10(2) +3(1)](—0,02) + [3(2) + 3(1)?](0,03)
=23(—0,02)49(0,03)
=—0,19.

5.3 Extrema

Zu den wichtigsten Merkmalen einer Funktion gehoren ihre kleinsten und grofiten Werte — ihre

Extrema. Dazu miissen wir die Stellen finden, die Funktionswerte berechnen und jeweils entschei-
den, ob es ein Minimum oder ein Maximum ist.
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Eine Besonderheit dieser Aufgabe ist, dass es entscheidend auf die Teilmenge der Definitionsmen-
ge ankommt, beziiglich der wir nach Extremstellen suchen. Diese Teilmenge kann ein Rechteck
oder ein Kreis in der xy-Ebene sein oder nur eine Kurve.

5.3.1 Freie Extrema

Nehmen wir eine Funktion an, die in einem Gebiet der xy-Ebene definiert ist und ihren groB-
ten Wert (Maximum) an einer inneren Stelle P(a,b) des Gebiets hat. Auf der Funktionsflache
tiberragt der Punkt H(a,b, f(a,b)) jeden anderen (oder wird von keinem iiberragt). In diesem
Hochpunkt muss die Tangentialebene parallel zur Grundebene verlaufen, dasselbe gilt fiir die bei-
den Tangenten, die parallel zur x -Achse bzw. zur y -Achse sind. Die Steigungen dieser Tangenten
miissen also Null sein.

Das bedeutet: die beiden partiellen Ableitungen der Funktion an der Stelle (a,b) haben den Wert
null. Eine Stelle mit dieser Eigenschaft heifit stationdre Stelle oder stationédrer Punkt.

Wenn ein kleinster Wert (Minimum) an einer inneren Stelle angenommen wird, zeigt eine analoge
Uberlegung, dass es eine stationire Stelle sein muss.
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Eine differenzierbare Funktion kann an einer inneren Stelle P(a,b) nur dann ein Extremum
(Maximum oder Minimum) annehmen, wenn diese eine stationdre Stelle ist — d.h. wenn die
Koordinaten ¢ und b Losung der folgenden Gleichungen sind.

fe(,y) =0 und  f,(x,y) =0

Die inneren Extremstellen sind unter den stationédren Stellen zu finden. Allerdings gibt es statio-
nédre Stellen, an denen die Funktion keinen Extremwert annimmt.

Finden Sie die stationédren Stellen der Funktion
flx,y) = —3x% — 2xy — 3y? 4 24x + 48y + 2

Sr(x,y) =—6x—2y+24=0
fr(x,y)=—2x—6y+48=0

x+y=12
x+3y=24
y=12-3x

X+3(12—3x) =36 —8x =24

315
—12-32=-2
Y )
_3
)

Das Zahlenpaar (x,y) = (1,5;7,5) erfiillt beide Gleichungen, es ist die stationdre Stelle der Funk-
tion.

Zur Unterscheidung der stationdren Stellen miissen die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung
herangezogen werden.

d

o Flo Flv
A~ N
QJ‘QJ
<
=
=
N
o
I
e
=
=

Fiir die hier verwendeten Funktionen gilt

fxy(x7y) = .fyx(xay)'

Download free eBooks at bookboon.com

92

Funktionen mehrerer Variablen


http://bookboon.com/

Einfach lernen! Mathematik

Funktionen mehrerer Variablen

gebildet.

D(a,b)

Fiir eine stationére Stelle (a,b) der Funktion f(x,y) liefert das folgende Kriterium weitere
Aussagen. Aus den partiellen Ableitungen zweiter Ordnung wird die Diskriminante D(x,y)

D(x

) = fur@y) fin (63) = (fi(x,9))?
<0 Sattelpunkt
=0 keine Entscheidung
Sfue(a,b) >0 Minimum
>0
Se(a,b) <0 Maximum

Untersuchen Sie die oben gefundene stationére Stelle!

Sr,y) = =337 = 2xp — 3y + 24x + 48y 42!

fxx(x7y) =—6
ﬁy(xyy) =-2
fyy(xd’) =—6
D(1,5;7,5) = (—6)(—6) — (=2)>=32>0 und f,=—-6<0

Damit ist entschieden, dass die Funktion an der Stelle ein relatives Maximum hat. Dort nimmt sie

den Wert £(1,5;7,5) =200 an.

Beispiel 7:

Die folgende Funktion ist symmetrisch in x und y . Das sollte man ausnutzen, um

sich die Arbeit zu erleichtern: Die Ableitungen nach y werden genauso berechnet wie die nach

X .

- Y
flxy) = 1+x2 1+)2
1 —x? y
M) = ey Ty
C x(x*-3) y
fxx(xay)_ (1—|—X2)3 1_|_y2
1—x? 1—y2
fxy(xyy): :

(1+x2)2 (14)2)?
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1— 2
Srlxy) = ﬁ : ﬁ
2y(3* -3
Sip(x,y) = 1_')_Cx2 ’ (ylo_:_y2)3>
2 1—
fuly) = = v

(1+x2)2 (1+y%)?

fi=0e= (1-x)y=0<=x=—1Vx=1Vy=0
5=0=x(1-))=0<=x=0Vy=—1Vy=1

Wir betrachten nacheinander die drei Falle der ersten Gleichung.

Sei x = —1, dann folgt aus der zweiten Gleichung, dass y = —1Vy=1.Damit (—1;—1) und

(—1;1).
Sei x =1, dann folgt aus der zweiten Gleichung, dass y = —1Vy=1.Damit (1;—1) und (1;1).
Sei y =0, dann folgt aus der zweiten Gleichung, dass x = 0. Damit (0;0) .

Die Zahlenpaare {(0,0),(1,1),(—1,1),(1,—1),(—1,—1)} sind die stationdren Stellen.

"‘*& Sweden '
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Bei der Untersuchung dieser fiinf Stellen verwenden wir eine tabellarische Darstellung. Wir ver-
zichten darauf, die Diskriminante aufzuschreiben, sondern benutzen die Zahlen der dritten bis
fiinften Spalte in D = fi. f,, — xzy .

X y frx Sy S D Art Wert
0 0 0 0 1 -1 Sattelpunkt 0
1 1 ~1 -1 0 = Maximum i
-1 1 : i 0 % Minimum ~1
1 ~1 : : 0 = Minimim —1
-1 -1 — % — % 0 % Maximum %

Die Funktion nimmt Werte zwischen —J—‘ und % an; im ersten und dritten Quadranten ist sie

positiv und in dem zweiten und vierten negativ; auf den Achsen ist sie null.

Beispiel 8:  Bei der folgenden Funktion hilft das Diskriminantenkriterium nicht weiter.

flry) = —=y)- (y—20%) = =2 — )" + 3%

fio=—8x+6xp
froo = —24x% + 6y
S = 6x
f=—2y+ 3x?
Sy =2

JSx =6x

fi=—84+6xp=0
fr=-20+3%=0

—8x> +6xy=0
3

.
)

—8x° +6x%x2 =8+ =x=0
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Damit ist (0;0) die stationdre Stelle der Funktion.

D(0,0) = fucfyy — £ =0-0-0" =0

In diesem Fall gibt das Kriterium keine Auskunft {iber die Art der stationdren Stelle; es konnte ein
Extremum oder ein Sattel(punkt) vorliegen.

Die Funktion f(x,y) = (x> —y)- (v —2x*) nimmt auf den Parabeln den Wert null an, zwischen
ihnen ist sie positiv und sonst negativ. In der Umgebung des Nullpunktes nimmt sie positive wie
negative Werte an, es liegt kein Extremum sondern ein Sattelpunkt vor.

5.3.2 Gebundene Extrema

Wenn der Gewinn maximiert oder die Kosten minimiert werden sollen und bei anderen Optimie-
rungsaufgaben, sind die Variablen héaufig Einschrinkungen unterworfen: Zeit, Geld und Arbeits-
kraft sind nur begrenzt verfligbar.

Diese Einschrédnkungen —Restriktionen— lassen sich gelegentlich durch Gleichungen in den Varia-
blen darstellen. Die kénnen wir immer in der Form g(x,y) =0 schreiben.

Damit haben wir den Aufgabentyp:
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Maximiere (minimiere) f(x,y) unter der Bedingung  g(x,y) = 0!

5.3.3 Die Methode der Variablensubstitution

Beispiel 9:  Sie kénnen zwei Giiter kaufen, um Ihren Nutzen zu mehren, aber dafiir kbnnen Sie
nur bis zu einem festen Geldbetrag ausgeben.

Wenn Sie meinen, dass der Nutzen mit der Menge der erworbenen Giter steigt und Sie den groBten
Nutzen erzielen wollen, sollten Sie das verfiigbare Geld restlos ausgeben, denn mit jedem Cent
werden Sie Thren Nutzen steigern.

Seien x und y die Mengen der Giiter, p; bzw. p, ihre Preise und B der Geldbetrag. Dann
haben Sie bei der Entscheidung fiir die Mengen x,y die Einschrinkung

pLx+pry=B

zu beachten.
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Nehmen wir an, dass die doppelte Menge eines Gutes auch den doppelten Nutzen verspricht, dann
ist die folgende Nutzenfunktion plausibel.

N(x,y)=x-y
Die Optimierungsaufgabe ist

Maximiere N(x,y)=x-y ,wenn p;-x+pr-y=B oder g(x,y)=pix+py—B=0!

Zunichst ein numerisches Beispiel:  Vor einem Sommerfest wollen Sie fiir 120EUR x Flaschen
Rotwein zu SEUR und y Flaschen Weilwein zu 4 EUR einkaufen.

Maximiere N(x,y) =x-y ,wenn Sx+4y=120!

Wir 16sen die Nebenbedingung nach y aufund setzen das Ergebnis in die Nutzenfunktion ein.
5
y= 30 — Zx
5
f(x) =N(x,p(x)) =x- <3O — Zx)

f(x) =30x— %xz

Wir berechnen das Maximum von f:

5
f(x):3075x
f(x)=0

— x:§30:12

Wegen ["(x) = —% < 0 hat f bei 12 ein Maximum mit dem Wert f(12) =180 .

Der Wert der zweiten Variablen ist

5 5
y=30 4x 30 1 5

und der Wert der Nutzenfunktion ist
N(12,15) =12-15 = 180.

Sie sollten 12 Flaschen Rotwein und 15 Flaschen Weiflen kaufen. Prost!
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Es ist kein Zufall, dass fiir jede Weinsorte die Hélfte des Geldes ausgegeben wird. Die folgende
Rechnung bestitigt das fiir beliebige Preise und Budgets pi,p>,B.

Maximiere N(x,y)=x-y ,wenn pix+py=2~8

B—px
y=—————"
b2
B—px
f(x) =N(x,p(x)) =x-
p2
Bx — pix?
Jx) = —"
p2
Das Maximum von f':
B—-2px
fx)=
p2
fx)=0
B
X=-—
2p1

Wegen f"(x) = —% <0 hat 1 bei % ein Maximum.

Der Wert der zweiten Variablen ist

_B—-px B-B/2 B
P2 D2 2py

y

und der Wert der Nutzenfunktion ist

B B

NEy)=——.

Hier das bemerkenswerte Ergebnis fiir diese Nutzenfunktion:

x5 p B
2 2

—:—§1 = — <= x~p1 :ypzzz

Yo P

Im Nutzenmaximum ist das Mengenverhiltnis der Giiter der Kehrwert des Preisverhéltnisses. Fiir
jedes der Giiter wird das halbe Budget verwendet.
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Die Variablensubstitution ist nicht praktikabel, wenn die Gleichung g(x,y) =0 weder nach x
noch nach y zu lésen ist.

Im folgenden Abschnitt wird eine Methode vorgestellt, bei der die Losung von g(x,y) =0 um-
gangen wird. Dariiber hinaus 148t sie sich leicht auf Probleme mit drei oder mehr Variablen ver-
allgemeinern.

Deutsche Bank

Kénnen Banktechnologien
?

Ein wacher Verstand weil3, dass dies

ﬁl'
Technologie ist der Motor der Finanzindustrie. Sie ermoglicht Gesehafte
uber Zeitzonen hinweg, liefert wichtige Entscheidungshilfenfind
schafft die Verbindung zu anderen Banken und unseren Kunden®Ohne
Technologie — und damit bald ohne Sie — ware die Welt eine andere. Ob
als Praktikant oder Trainee: Sie erschlieen mit uns neue technis€he
Einsatzfelder, I6sen komplexe Aufgaben und liberschreiten die Grenzen
des technisch Moglichen: ob Sie Ihre Zukunft in der Entwicklung,
Analyse oder im Management sehen.

Entdecken Sie den Unterschied auf

Download free eBooks at bookboon.com

100

Click on the ad to read more



http://bookboon.com/
http://bookboon.com/count/advert/5a24e21e-54a6-4f08-be80-a2420095113c

Einfach lernen! Mathematik Funktionen mehrerer Variablen

5.3.4 Die Lagrangesche Methode

Die relativen Extrema der Funktion f(x,y) unter der Bedingung, dass die Variablen durch
die Gleichung g(x,y) = 0 aneinander gebunden sind, kénnen nach dem folgenden Verfahren
ermittelt werden.

1. Bilde die Summe der Zielfunktion f und eines Vielfachen der Restriktionsfunktion g

L(xayvl) :f(x,y) +A’g(x7y)7

die Lagrangesche Funktion L
Der Lagrangesche Multiplikator A (Lambda) ist eine noch zu bestimmende, reelle
Zahl.

2. Lose das Gleichungssystem in den drei Variablen x,y, A

Lx(xuyvl) =0
Ly(xayv)t) :0
L?L(xayv)b) =0!

3. Berechne fiir jede Losung (x,y,A) den Wert f(x,y) !

Die gesuchten relativen Extrema sind unter diesen Werten.

Beispiel 10:  Finden Sie die Extrema der Funktion
flxy) =2 +y
unter der Bedingung

)P =4

Wir formen die Restriktionsgleichung um:

glr,y) =x*+)?—4=0

1. Schritt: ~ Stelle die Lagrangesche Funktion auf!

Lix,pA) =x> +y+ A (x> +)* —4).

2. Schritt:  Differenziere L und lose das Gleichungssystem
Ly(x,y,A) =2x+2Ax=0
Ly(x,3,A) =14+21y=0
Ly(x,p,A) =x*+y* —4=0!

Download free eBooks at bookboon.com

101


http://bookboon.com/

Einfach lernen! Mathematik Funktionen mehrerer Variablen

Die erste Gleichung in der Form

2x(1+1)=0
fithrt auf
x=0 oder A=-1.
Fallunterscheidung:
1. Fall

Betrachten wir zundchst x = 0, ergibt die dritte Gleichung
y=-—2 oder y=2.

Die zweite Gleichung 16sen wir nach A auf.

Mit den Werten fiir y folgt

1 1
l:Z oder )L:_Zl'
Damit sind (0,—2,1) und (0,2, —1) Losungen des Gleichungssystems; (0,—2) und (0,2) sind
Kandidaten fiir Extremstellen.

2. Fall
Es bleibt noch, die Konsequenzen von A = —1 zu diskutieren.
11
YT T2

und aus der dritten Gleichung

folgt

Die Zahlentripel (—@, %, —1) und (—@, %, —1) sind weitere Losungen des Gleichungssys-

tems und die Stellen (— 4, 1) und (¥2,]) sind Kandidaten fiir Extrema.

3. Schritt: Berechne die Funktionswerte an den vier Stellen und vergleiche!

(%) (0,2) (0,-2) (—¥I5 1 (35,1
f(xuy) :x2 +y 2 -2 l4l %
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Der groBte Wert L/ wird an den zwei Stellen (—@, 1) und (@ 1) angenommen; an der

Stelle (0,—2) mit dem Wert —2 liegt das globale Minimum. In (0,2) liegt ein nur lokales
Minimum.

Die Restriktionsgleichung ist
durch den Kreis x> +)?> =4
dargestellt.

Die Linien fiir

f(x,y) =x*+y=c sind
Parabeln mit den Gleichungen
y= —x*+c.

In der Skizze sind diese
Isoquanten gestrichelt
gezeichnet und nur solche
Parabeln, die mit dem Kreis
mindestens einen Punkt
gemeinsam haben. Hier kdnnen
wir ablesen, welche Werte die
Funktion f(x,y) auf dem Kreis
annimmt: Die tiefste Parabel
gibt den kleinsten Wert und die
hochste den grofiten.

Diese beiden Parabeln kdnnen
den Kreis nicht schneiden,
sondern nur beriihren.

In den Extrempunkten beriihren
die Parabeln den Kreis.

Beispiel 11:  Die Nutzenfunktion des folgenden Problems ist nicht durch subjektive Einschét-
zung bestimmt und enthélt die beiden Variablen in Potenzen mit unterschiedlichen Exponenten.

Ein Paketzusteller legt in seinen Tarifen fest, dass bei einem Paket der Preisklasse A die Summe
aus Hohe und Girtellinie hochstens 90 cm sein darf.

Finden Sie die zylindrische Verpackung mit dem gréfiten Rauminhalt, die diese Bedingung erfiillt!

Mit 4 und r werden die Hohe und der Radius dieser RGhre bezeichnet.
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Das Volumen dieses Zylinders ist Grundfliche mal Hohe.
V(rh) =nr’h

Nur wenn die Malle die Bedingung 4+ 27mr < 90 erfiillen, fallt die Verpackung in die Preisklasse
A. Da jede Verldangerung des Radius oder der Hohe das Volumen vergréBert, muss man

h+2mr =90

setzen, um das maximale Volumen zu erzeugen. Damit lautet die Aufgabe:

Maximiere V(rh) = nr’h ,wenn  h+2nr=90!
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1. Die Lagrangesche Funktion ist
L(r,h,A) = nr*h+ A(h+ 2mr — 90)
2. Das System der ersten partiellen Ableitungen:

L.(r,h,A) =2nrh+ A2 =0
Ly(r,h,A) =mr? +4 =0
L (r.h,A) = h+2mr—90 =0

Aus der ersten Gleichung folgt 2m(rA+ ) =0 also r4 = —A und aus der zweiten A = —m7°.

Damit gilt
rh=mr* = h=nr

und eingesetzt in die dritte Gleichung
30
wr4+2nr—90=0<=31r—-90=0<=3nr =90 <= r = o

h=mnr=230 und A=—mr=—"—"-=—-—"—.

3. Das maximale Volumen ist

Es folgt die graphische Darstellung der Isoquanten 7 = ¢ und der Restriktionsgeraden.

h
90

Je groBer der Wert der Funktion ¥ (r,h) ist, desto weiter auen liegt die zugehorige Isoquante. Nur
die Isoquanten, die mit dem Dreieck mindestens einen Punkt gemeinsam haben, stellen zuléssige
Losungen dar.

Von denen gehort die am weitesten auBen liegende zum Maximalwert der Funktion; sie beriihrt
die Restriktionsgerade. Der Berithrpunkt (r,4) = (%,30) liefert die gesuchte Maximalstelle.
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6. Lineare Gleichungssysteme
Es ist iiblich, lineare Gleichungen in einer normierten Form zu schreiben.

Lineare Gleichung in einer Variablen:

3x+5—7x=19—8x—11—4x
B3-7+8+4)x=19—-11-5
8&x=3

Lineare Gleichung in zwei Variablen:

2x+3—-y=6y—2—3x
243)x+(-1—-6)y=-2-3
Sx—Ty=-5

Lineare Gleichungen in n Variablen (xi,...,x,) schreiben wir in der Form
apx +  ax; + e + awx, = b

Die a; und b sind konstante, reelle Zahlen und heilen Koeffizienten.

Wenn die Variablen (xi,...,x,) gleichzeitig in mehrere Gleichungen eingesetzt werden sol-
len, spricht man von einem linearen Gleichungssystem.

anxy 4+ apx  + -+ apx, = b
ayx;  +  apxx + -+ ayx, = b
am1X] + aAm2 X2 + te + AymnXn = bm

Die Koeffizienten a,, haben zwei Indizes, der erste bezeichnet die Gleichung oder Zeile ,
wihrend der zweite Index die Variable oder Spalte kennzeichnet.

Die Zahl der Gleichungen m kann gleich der Zahl der Variablen n sein, aber auch kleiner
oder grofler.

Die n-Tupel (xi,...,x,), die alle m Gleichungen erfiillen, bilden die Losungsmenge des
Gleichungssystems.

Dieses Kapitel stellt ein Verfahren vor, nach dem die Losungsmenge fiir jedes lineare Gleichungs-
system konstruiert werden kann.
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6.1 Gaulisches Verfahren

6.1.1 Begriindung des Verfahrens

Wir 16sen das folgende System und entwickeln die wesentlichen Schritte des Verfahrens zunéchst
in der vollstdndigen Schreibweise und danach in einer kompakten Notation.

2x 4+ Ty - 5z = 19
3x + 6y — 2z = 28
4 + 12y - 8& = 36

Dividieren wir die dritte Gleichung auf beiden Seiten durch 4 und vertauschen sie mit der ersten
Gleichung, dndert sich die Losungsmenge nicht.

x 4+ 3y - 2z = 9
3x + 6y — 2z = 28
2 + Ty - 5z = 19
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Wir 16sen die erste Gleichung nach x und setzen den Term in die beiden anderen Gleichungen fiir

X ein.
x = 9-3y+2z
39-3y+22) + 6 — 2z = 28
20-3y+2z) + Ty — 52 = 19

Die Varable x ist damit aus den beiden letzten Gleichungen eliminiert. Wir fassen nach den
Variablen y,z zusammen. In der ersten Gleichung schreiben wir die Variablen wieder links.

X + 3y — 2z = 9
3-9  —3-3y +3.2z +6y -2z = 28
2-9 —-2-3y +2.2z +7y —5z = 19

x + 3y — 2z = 9

(6—3-3)y - (2-3-2)z = 28-3-9

(7—2-3)y — (5-2-2)z = 19-2-9
X + 3y - 2z = 9
-3y + 4z = 1
y - z = 1

Dieses Ergebnis konnen wir viel einfacher herstellen, indem wir das Dreifache der ersten Glei-
chung von der zweiten Gleichung subtrahieren und entsprechend das Vierfache von der dritten
Gleichung.

Die Addition eines Vielfachen einer Zeile zu einer anderen dndert die Losungsmenge nicht, ist
also eine Aquivalenzumformung des Gleichungssystems.
Wir wihlen das Vielfache so, dass wir Variable eliminieren.

Im letzten System bilden die beiden letzten Gleichungen ein System mit nur zwei Variablen. Wir
werden darin aus einer Gleichung eine Variable eliminieren. Dazu vertauschen wir zunichst die
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Zeilen zwei und drei.

x + 3y - 2z
v -z
=3y + 4z

Addition des 3-Fachen der zweiten Zeile zur dritten

x + 3y - 2z
y -z
z

Wir elimimieren z aus den ersten beiden Gleichungen, indem wir das Einfache bzw. das Doppelte

der dritten Zeile addieren.

zZ =

Wir subtrahieren das Dreifache der zweiten Zeile von der ersten.

Z =

17
5
4

2
5
4

Aus diesem System ist die Losungsmenge unmittelbar abzulesen, sie enthélt als einziges Element

das Zahlentripel (x,y,z) = (2;5;4).

6.1.2 Das Tableau

Ein Gleichungssystem ist allein durch seine Koeffizienten bestimmt und oben haben wir nur mit
ihnen gerechnet. Der Schreibaufwand wird erheblich verringert, wenn wir nur die Koeffizienten

notieren.

Dazu schreiben wir das Gleichungssystem in einem sogenannten Tableau auf. Die Variablennamen
sind nur einmal {iber ihrer Spalte notiert und die Additions- und Gleichheitszeichen entfallen.
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Fiir das oben behandelte System

2x  + Ty =
3x + 6y —
4 + 12y -

ergibt sich dabei das folgende Tableau.

5z
2z
8z

= 19
= 28
= 36

Rechts notieren wir die Operationen, wie Zeilentausch, Multiplikation einer Zeile mit einer Kon-

stanten und Addition des Vielfachen einer Zeile.

Das Verfahren besteht darin, unter dem markierten Element Nullen zu erzeugen.

X y z b
2 7 =5 19 I I
3 6 -2 28
4 12 -8 36 |:4
-2 9
3 6 -2 28 |—31
2 7 -5 19 | —21
3 -2 9
0 -3 4 1 I — Il
0 1 —1 1
3 -2 9
0 ~1
0 -3 4 1 |+311
3 -2 9
0 1 —1
0 0 1 4

Hier ist eine Stufenform erreicht. Absteigend enthalten die Gleichungen jeweils eine Variable we-
niger als die vorhergehende. Aus der letzten Zeile lesen wir ab, dass z = 1. Wir werden also z in
die zweite und erste Gleichung einsetzen, indem wir die dritte Zeile zur zweiten addieren und das

Doppelte der dritten zur ersten Zeile.
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Von jetzt ab erzeugen wir oberhalb des markierten Elements Nullen in der Spalte.

X y z b

3 -2 9 |+ 2111
0 1 -1 1 |+ 111
0 0 4

3 0 17 | —311
0 1 5
0 0

0
0 1 5
0 0

Aus diesem Endtableau in Diagonalform lesen wir die Losung (x,y,z) = (2;5;4) ab.

Zur Probe setzen wir die Werte in das Gleichungssystem ein.

2.2 + 7.5 — 5-4 = 19 Vv
3.2 4+ 6-5 - 24 = 28
4.2+ 125 — 84 = 36

|
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6.1.3 Ldsungsmenge mit mehr als einem Element

In dem Gleichungssystem

2x) + 5x2 - 3x3 = 4
3x, — 2xy + 4x3 =
5)62 + 3)62 + X3 =

ist die dritte Gleichung die Summe der ersten beiden, sie ist {iberfliissig. Jedes Untersystem mit
nur zwei der Gleichungen hat dieselbe Losungsmenge.

Die Abhéngigkeit der Gleichungen stellen wir auch mit dem Gauf3schen Algorithmus fest, und
zwar wenn eine Zeile erzeugt wird, die nur Nullen enthélt.

X1 X2 X3 b
5 -3 4 |:2
3 -2 4 3 | —3/21
3 1 |—5/21
5 3
1 3 -3 2
19 17
0 - o -3
19 17
0 - U -3 | —11
5 3
) —3 2
19 17
0 - U -3
0 0 0 0
3 -3 2 | —5/1911
19 17
0 - U -3
1 2 -3 2 | —5/1911
0 - U -3 |-(—=2/19)
28 61
0 38 38
17 3
0 1 i
Die Losung:
x—g—ﬁs x—i—i—gs X3=s mit s€R
"7 38 38 2719719 3T
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6.1.4 Leere LOsungsmenge

Zu dem System

3X1 —7X2 =9
—6x1 + 14x, =8

gibt es kein Zahlenpaar (x1,x;) , das beide Gleichungen erfiillt, weil die linke Seite der zweiten
das (—2) -Fache der ersten linken Seite ist, aber auf der rechten Seite 8 # (—2)-9 gilt.

X1 X2 b
3 -7
—6 14 8 |+21
3 -7 9
0 26

Die zweite Zeile enthélt die falsche Aussage 0 =26 und das bedeutet hier, dass kein Zahlenpaar
(x1,x2) die Gleichung

0x; +0xp =26
erflillt. Wir sagen: die Losungsmenge ist leer und schreiben kurz . = 0.
Beispiel 1:  In dem Gleichungssystem

X1 +2x+3x3 =5
X1+ 5x+5x3=r

—X1+x—x3=3

ist 7 eine beliebige Zahl. Wir untersuchen, wie die Losungsmenge von » abhingt.

X1 X2 X3 b
2 3 5
1 5 5 r | —1
~1 1 -1 3 |+1
2 3
r-
3 2 8 |-1I
2 3 5
0 3 2 r—>5
0 0 0 13—r
108

Download free eBooks at bookboon.com

113


http://bookboon.com/

Einfach lernen! Mathematik Lineare Gleichungssysteme

Fir 13—r+#0,also r#A13,gilt L =0.

Fir » =13 fahren wir ohne die dritte Zeile fort. Es bleibt ein System mit zwei Gleichungen fiir
drei Variable. Eine Variable kann beliebige Werte annehmen. Wir wéahlen mit s =x3, s € R den
Parameter und 16sen nach x,x, auf.

2 5 — 31
0 2 8 |23
R
0 1 z 8

__1_3

X1—3 3S

_ 8.2

xz—3 3s

x3=s mit sER

s @book 1s Probucep with iText®
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6.2 Matrizen

Ein rechteckiges Schema

ail ain In

az azs 2n
A= .

am1 Am?2 te Amn

von Zahlen heilit Matrix. Matrizen werden mit groen Buchstaben bezeichnet.

Das Element ay; steht in der k-ten Zeile und /-ten Spalte. Der erste Index ist die Zeilennummer
und der zweite bezeichnet die Spalte.

6.2.1 Matrizen und Gleichungssysteme

Beispiel 2:  Ein Gleichungssystem wird mit der Koeffizientenmatrix und zwei einspaltigen Ma-
trizen fiir die Variablen und die rechten Seiten folgendermaBien notiert.

5« — 3y + z = 17
—2x + 2z = 23

in Matrizenschreibweise

x
5 -3 1 17 -
|y = oderkurz A-X=b
-2 0 2 23
z

Einspaltige Matrizen schreibt man haufig in kleinen Buchstaben mit Pfeil und nennt sie Vektoren.

Die mit dem Multiplikationspunkt notierte Verkniipfung muss also bedeuten, dass jede Zeile
der Koeffizientenmatrix mit der Variablenmatrix durch die Operation

X1
(an ap ai3)~ xy | = (anx1 + apxa + apx3) = (b;) fir i=1;2
X3
die i-te Gleichung erzeugt: Jedes Element der Zeile wird mit dem entsprechenden Element

der Spalte multipliziert und anschliefend werden diese Produkte addiert. Das Ergebnis ist die
linke Seite der Gleichung, deren rechte Seite b; ist.
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Diese Operation ist genau dann mdglich, wenn die Spaltenzahl der Koeffizientenmatrix 4 gleich
der Zeilenzahl der Variablenmatrix X ist.

Beispiel 3:  Sie kaufen n Waren zu den Preisen (py,...,p,) in den Mengen (q1,...,q,) , dann
berechnen Sie den zu zahlenden Betrag » wie oben.

piq1+p2q2+ - +p1g1 =r

6.3 Rechnen mit Matrizen

6.3.1 Matrizenprodukt

Das Matrizenprodukt ist auch definiert, wenn der rechte Faktor eine Matrix mit mehr als einer
Spalte ist.

Matrizenprodukt AB=C

all...alk...aln bl]blr cll...clj...clr

[ai ] [aw] -[am] || bir-|bij |- bir | =] Cit=--|Cij | Cir
aml-..amk.--amrl bnl...-..bnr cml'..cmj..'cmr
apby;  + apby; + -+ awby,; = cij

Dieses Produkt ist genau dann definiert, wenn 4 soviel Spalten hat, wie B Zeilen besitzt.
Das Ergebnis C ,.erbt“ von 4 die Zeilenzahl m und von B die Spaltenzahl r.

Beispiel 4:

|
w
W

Beachten Sie, dass die Multiplikation mit vertauschten Rollen nicht definiert ist!

Die Reihenfolge der Faktoren in Matrizenprodukt kann in der Regel nicht vertauscht werden.
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Nur fiir quadratische Matrizen A und B sind beide Produkte 4B und BA definiert, aber auch
hier gilt in der Regel
AB # BA.

Beispiel 5:

WAGENINGEN UNIVERSITY
WAGENING EN [N

WILLST DU EINFLUSS AUF EINEN
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Die letzte Gleichung zeigt, dass das Produkt zweier Matrizen die Nullmatrix liefern kann, obwohl

beide Faktoren keine Nullmatrizen sind.

Hier gilt die Gleichung
AB = BA.

6.3.2 Weitere Operationen mit Matrizen

Zwei Matrizen gleichen Typs werden elementweise addiert.

Eine Matrix wird mit einer Zahl multipliziert, indem jedes Element multipliziert wird.

Beispiel 6:
5 7 5v/'5 7V'5
/s NN
-7 0 -7V5 0
5 -8 —6 9 —1
1 3 1+ 4 —41=15
0 7 3 0 3

6.3.3 Rechenregeln

(AB)C = A(BC)
AB+C)=AB+A4C
(44+B)C=AC+BC

(A+B)+C=4+(B+C)

A+B=B+A4

r(A+B)=rA+rB
(r+s)A=rA+s4

(assoziativ)
(distributiv)

(kommutativ)
(distributiv)
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Beispiel 7:  Ein Markt sei unter drei konkurrierenden Produkten P, (k=1,2,3) aufgeteilt.
Der Vektor (0,5;0,4;0,1) gibt die Marktanteile der Produkte zum Zeitpunkt ¢ an.

Die Kéauferfluktuation in der Zeitspanne von ¢ bis ¢+ 1 ist durch die folgende Tabelle gegeben

nach
ST & B &
P06 03 01
von P |01 05 04
P01 01 0,8

a) Berechnen Sie die Marktanteile zu den Zeitpunkten #+1 und #+2!

b) Gibt es eine stationére Verteilung, d.h. eine Aufteilung des Marktes, die trotz der Kéauferfluk-
tuation wieder zu denselben Marktanteilen fiir jedes Produkt fiihrt? Berechnen Sie sie gegebenen-

falls!

Der Graph stellt die anteilige
Fluktuation dar und gibt
dieselbe Information wie die
vorgegebene Tabelle.

Q“Q

0,1

a) Sei ¥7(¢) = (0,5;0,4;0,1) der Marktanteilvektor zum Zeitpunkt # .
Damit werden die Marktanteile zum Zeitpunkt ¢+ 1 nach der folgenden Bilanz berechnet.

0,6x1(¢) +0,1x2(¢) + 0,1x3(¢) = x; (¢ + 1)
0,3x) (l) +0,5)C2(t) +0,1)C3(Z) :Xz(f—l- 1)
0,1x; (t) -|—0,4)Q(l‘) +0,8X3(t) IX3(Z—|— l)

AR(t) = X(t+1)
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06 01 01\ /05 0,35
03 05 01]|]0o4|=]036
01 04 08/ \o1 0,29

Bei unverdnderten Fluktuationsanteilen gilt AX(r+1) =X(t +2)

06 01 01\ (035 0,275
03 05 01]]036|=]0314
01 04 08/ \029 0,411

Man hitte auch wegen X(t +2) = AX(t + 1) = A(4x(t)) = A’X zunichst

0,4 034 0,26
4>=10,15 0,32 0,35
0,15 0,16 0,69

berechnen kénnen und mit 4%%(¢) die Kiuferanteile zum Zeitpunkt ¢4 2 bestimmen konnen.

LOCATION: ZURICH
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b) Wenn X(r+1) =X(¢) gilt, heiit die Marktverteilung stationdr.
In diesem Fall ist ¥ Losung des folgenden Gleichungssystems.
AX=X<= AX—-X=0<= (A—E)X=30

Hier bezeichnet £ die Einheitsmatrix der Ordnung drei. Es ist eine quadratische Matrix, deren
Diagonalelemente 1 sind, wiahrend die anderen Elemente null sind.

Eine Losung dieses homogenen Gleichungssystems gibt die Anfangsverteilung, die trotz Fluktua-
tion unverandert bleibt.

—04 0.1 0.1 Da die dritte Matrixzeile die negative

0.3 05 01 |¥=5 Summe c'ler er"sten belden. ist, _}hat das
System eine Losung ungleich & .

0,1 0,4 —0,2

Die Ergebnisspalte enthdlt nur Nullen und kann weggelassen werden. Nach Vertauschung der
ersten und dritten Zeilen und Multiplikation mit 10, formen wir so um, dass x,x; in Abhidngigkeit
von der frei zu wihlenden Variablen x3 bestimmt werden.

X1 X2 X3

4 -2

3 =5 1

—4 1 1

1 4 -2

0 7

0 17 -7

1 4 -2

0 —7

6

1 0 -1

7

0 1 —17

Sei r:=x3 als Parameter gewihlt:
x| = 6 r X *lr X3=r
1= 17 ) 2 = 17 ) 3

Der Markt ist vollstdndig unter den drei Produkten aufgeteilt. Diese Bedingung legt den Wert von
r fest.
17

30
x1+x+x3=1 also ﬁr: 1 dh. r= 30
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Damit ist die Verteilung

6
17 (7)1 0.20
f=—|Ll=x|7|=]023
30 | 7] 7 30 ’
1 17 0,57

eine stationdre Marktverteilung.

6.3.4 Inverse Matrix

Matrizen mit n Zeilen und n Spalten heilen quadratisch.

Fiir quadratische Matrizen der Ordnung n sind die beiden Produkte
AB und BA

definiert und die Ergebnisse sind wieder Matrizen desselben Typs.

Die n x n Matrix

1 0 0
0 1 0
E =
1 0
0 0 1

mit 1 auf der Diagonalen und sonst 0 heilit Einheitsmatrix der Ordnung 7 .

Fiir jede Matrix 4 mit n Zeilen gilt

EA=A.
Fiir jede Matrix 4 mit »n Spalten gilt
AE = A.
Fiir jede n x n-Matrix 4 gilt
EA=AFE = A.
Beispiel 8:  Rechnen Sie im Kopf nach!
0 0 a a
0 0 bl=15b
0 0 c c
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1 0 0
(a b c) o 1 o0]= (a b c)
0 0 1
1 0 0 a b c a b c
0 d fl1=1d e f
0 1 g i g i
a b c 1 0 0 a b c
d e f 0 1 0l = f
g h i 0 0 1 h i

Die Einheitsmatrix bildet die Matrix, mit der sie multipliziert wird, auf sich selbst ab.
Deshalb heift sie auch die identische Abbildung oder die Identitit.

Die Losungen X und Y der Matrizengleichungen
AX=E und YA=E,

falls sie existieren, sind identisch X =Y und heiflen die Inverse der Matrix A .
Diese Matrix wird als 4~ geschrieben.

AA ' =A""4=E
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Beispiel 9:  Die beiden links stehenden Matrizen sind zueinander invers.

Coe -0 )
GO0 )60

6.3.5 Berechnung der Inversen

Die Inverse der Matrix A ist die Losung des Gleichungssystems
AX =E.

Beispiel 10:  Wir berechnen die Inverse zu

1 0 1
A=12 1 0
3 0 1
0 1 0 0
2 1 0 0 1 0 | —21I
0 1 0 0 1 | —31
1 0 1 1 0 0 | +0,511
0 1 -2 -2 1 0 | — 111
0 0 -3 0 1
1 1
10 o -1 o !
0 1 0 1 1 —1
3 1
0 0 1 3 0 -1
Rechts lesen wir die Inverse ab.
1 1
-2 0 2
A '=11 1 —1
3 1
2 0 =

Ein Gleichungssystem mit der Matrix 4 kénnen wir nun bequem mit Hilfe der Inversen 47!
16sen.

=l
I
™
o>l

AX="h —
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0 1 4
1 ofl¥=|(3
30 1 6
-1 0 1 4 —2+3 1
2 2
=11 1 —1|[3]=4+3-6]=]1
3 1
3 0o -1/ \6 6—3 3

Beispiel 11:  Das Verfahren stellt auch fest, dass keine Inverse existiert.

()

Wir berechnen die Inverse.

-3 |1 0
—4 6 | 0 1
2 =3[ 1 o
0 0| 2 1

Die letze Zeile zeigt, dass die Losungsmenge leer ist, d.h. die Matrix 4 hat keine Inverse.
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7. Lineare Optimierung

Dieses Kapitel stellt spezielle Extremalaufgaben vor. Eine lineare Funktion in mehreren Varia-
blen ist zu maximieren oder zu minimieren, wobei die Variablen gewisse lineare Ungleichungen
erfiillen miissen.

1. Eine lineare Funktion der n Variablen (xi,...,x,)
z=f(X1,...,X,) =cC1x1+ X2+ -+ CuXy
mit den Konstanten (ci,...,c,) ist zu maximieren. Diese Funktion heif3t Zielfunktion.

2. Dabei sind die folgenden Ungleichungen zu erfiillen.

aix + ainx; + + A1nXn < by
azixi + anx; + e + A2nXn < by
am1X1 + am2X2 + T + AynXn < bm

Die Koeffizienten aj; und b; sind konstante Zahlen.

In diesem Zusammenhang wird jede Ungleichung Restriktion genannt. Thre Zahl m iibertrifft
meistens die Zahl der Variablen 7, sie kann aber auch kleiner oder gleich sein.

3. Dariiberhinaus fordern wir, dass die Variablen nur nicht-negative Werte annehmen diirfen.

0<x;, 0<x,...,05x,

Die n-Tupel (xi,...,x,),die alle m Restriktionen und die n Nichtnegativititsbedingungen
erfiillen, bilden die zuldssige Menge oder den zuldssigen Bereich des Problems.

Eine Aufgabe dieses Typs heillt Lineares Programm.

Im folgenden beschranken wir uns auf die grundlegende Darstellung von einfachen Aufgaben der
linearen Optimierung.

7.1 Graphisches Verfahren

Lineare Programme mit nur zwei Variablen (x;,x;) konnen graphisch geldst werden.

Eine Firma produziert die Diingemittel D1 und D2 in den drei Anlagen A1,A2 und A3. Die fiir
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jede Tonne bendtigten Maschinenstunden, die Kapazitit der Anlagen und Erlose wie Kosten pro
Tonne sind in der Tabelle angegeben.

Diinger | Zeitbedarf in den Anlagen | Erloés | Kosten
in Stunden  pro Tonne Euro/t | Euro/t
Al A2 A3
D1 4 1 1 6000 | 3000
D2 3 2 4 10000 | 2000
Kapazitit 30 10 16

Wieviele Tonnen der Diingemittel miissen hergestellt werden, um den grofiten Gewinn zu erzielen?
Seien x;,x; die Mengen der Diinger D1 und D2 in Tonnen.

Die Gewinnfunktion ist

G(x1,x2) = (6000 — 3000)x; + (10000 — 2000)x, = 3000x; + 8000x;.
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Die Nichtnegativitdtsbedingungen und die Restriktionen sind die folgenden Ungleichungen
0<x,0<x
4x1 4+ 3xp <30

X1+ 2x <10
X1 +4x < 16.

Jede dieser Ungleichungen wird durch eine Halbebene dargestellt, deren Begrenzungsgerade durch
die entsprechende Gleichung bestimmt ist.

Diese fiinf Geraden begrenzen ein Fiinfeck.

Die Linien, auf denen die Zielfunktion G(x,x;) jeweils konstant ist — die [soquanten —, sind eine
Schar paralleler Geraden, die Zielgeraden.

X2

4x1 4 3x2 =30

Eine Zielgerade ist zuldssig, wenn sie mit dem Fiinfeck — dem zulédssigen Bereich — Punkte ge-
meinsam hat. Eine unter ihnen geht nur durch eine Ecke, den Schnittpunkt (x1,x,) = (4,3) der
Geraden zu

X1 +2x =10 und x;+4x, =16.

123
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Geraden zu
X1 +2x =10 und x;+4x, =16.

Es ist die Zielgerade zu dem grofiten Wert der Zielfunktion.

Das Maximum wird in der Ecke (x;,x,) = (4,3) angenommen und dort gilt
G(4,3) =3000-4+8000-3 = 36000.

Es miissen 4 Tonnen von D1 und 3 Tonnen von D2 produziert werden, um den grotmoglichen
Gewinn zu erzielen. Der betragt 36 000 Euro.

Bemerkung: Das Minimum wird im Nullpunkt — also einer Ecke — angenommen.

Die Extremwerte eines linearen Programms werden in Ecken des zulédssigen Bereichs ange-
nommen.

7.2 Simplexverfahren

Die Tatsache, dass die Losung eines linearen Programms in mindestens einer Ecke des zuldssigen
Bereichs angenommen wird, ist auch die Grundlage des Simplexverfahrens.

Ausgehend von einer bekannten Ecke — z.B. dem Nullpunkt — geht man entlang einer Kante
zu einer benachbarten Ecke, in der die Zielfunktion eine grofleren Wert annimmt.

Im néchsten Schritt geht man von dort zu einer Nachbarecke mit groBerem Funktionswert.

Auf diese Weise fahrt man fort, bis eine Ecke erreicht ist, die keinen Nachbarn mit groferem
Funktionswert hat.

Damit ist die Maximalecke erreicht.
Wenn eine Nachbarecke zu demselben Funktionswert fiihrt, ist jeder Punkt der Kante Maxi-
malpunkt.

Begrindung des Simplexverfahrens

Hier werden die Rechnungen hergeleitet, die dieses Iterationverfahren ermdglichen.

Das Lineare Programm soll gelost werden.
0 <x1,x2
2x1+x < 12
X <4
2x1+3x, < 16

6x1 +4x, ist zu maximieren.
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Zunichst werden die Ungleichungen durch die Addition je einer neuen Variablen s; in Gleichun-
gen iiberfiihrt. Die Problemvariablen x;,x, heiflen primale Variablen und die hinzugefiigten duale
Variablen oder auch Schlupfvariablen. Das Lineare Programm erhélt dann die Form.

OSXZ', OSSJ'
2x1+x 4851 =12
Xy+sy=4

2x14+3xy+s53 =16

6x1 +4x; ist zu maximieren

Die Losungsmenge dieser drei Gleichungen fiir fiinf Variablen enthdlt zwei Parameter und die
drei Gleichungen legen die iibrigen Variablen fest. Die linke Schreibweise des Gleichungssystems
unterscheidet zwischen Parametern und den restlichen Variablen. Das rechte System hat die fiir
die Elimination iibliche Form. Wir fiihren noch die Variable z fiir den Wert der Zielfunktion und
eine Konstante ¢ fiir ihren Anfangswert, der haufig Null ist, ein.
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OSX,‘,S]' OSXZ‘,S]'
s1=12—-2x1 —x» ) 2x1+x4+851 =12
51=4—x @ sy —4
s3=16—2x;—3x; (3) 2x1+3x+s3=16

z=c+6x1+4x, z—6x1—4x) =c¢

Die lineare Zielfunktion Z(xj,x2) = ¢+ 6x; +4x, nimmt ihre Extremwerte in den Ecken des
zuldssigen Bereichs an. Im folgenden Algorithmus werden fiir die Variablen solche Werte gewahlt,
dass die primalen Variablen die Koordinaten eines Eckpunktes sind.

Das Zahlenpaar (x1,x;) = (0;0) stellt die Koordinaten des Koordinatenursprungs dar. Der ist
Eckpunkt des zuldssigen Bereichs. Damit gilt

(X1,%2,81,82,53,2) = (0;0;12;4;16;¢).

Koeffizienten der Variablen x; und x, in der Zielfunktion sind positiv. Damit kann der Wert
von z vergroBert werden, indem fiir x; oder x; statt O eine positive Zahl eingesetzt wird. Dabei
miissen allerdings die Restriktionen beachtet werden.

Wir wiéhlen x; und wollen ihm den grétmdoglichen Wert zuweisen, wahrend x; = 0 bleibt. Dazu
16sen wir die Gleichungen nach x; auf und stellen fest, dass (1) den Wert 6 und (3) den Wert
8 zuldsst. Wir miissen die stirkste Einschrankung beachten also die Gleichung (1) benutzen. Wir
losen sie nach x; aufund setzen das Ergebnis in die anderen Gleichungen ein.

1 1 1 1
x1—6—5X2—§Sl (D x1+5xz+§s1—6
s2=4-x 2 xy+sy=4
s3 =4 —2x)+s5] 3) 2x) —s1+s3=4

z=c+36+x; — 38, z—Xxp+3s1 =c+36

Die Werte aller Variablen sind
(x1,x2,51,52,83,2) = (6;0;0;4;4;¢ + 36).
Um z weiter zu vergdfern, muss x, einen positiven Wert annehmen. Die stirkste Restriktion

ist durch (3) gegeben, danach ist der Wert 2 moglich. Wir 16sen Gleichung (3) nach x, auf und
setzen das Ergebnis in die anderen Gleichungen ein.
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3 1
X1 =5—-51+-53

4 4

1 1
S2=2*§S1+5S3

1 1
x2:2+5S1—5S3

(1
2
3)

5 1
Z:C+38—5S1 — =853

3 1
X1+-s1—-s3=5

1

4 4
1

—S1+5—=853=2

2

2

1 1
X)—=8S1+=s3=2

2 2

5 1
Z4 =851+ 753 =c+38

2 2

Da die Koeffizienten der Variablen si,s3 negativ sind, nimmt bei positiven Werten fiir s; oder
s3 der Wert von z ab. Wir haben daher das Maximum erreicht und es gilt

(x1,%2,81,82,53,2) = (5;2;0;2;0;c+ 38).

Im Simplextableau fithren wir auf eine iibersichtliche Art die Umformungen durch. Die Basisva-
riablen — ihr Wert ist ungleich Null- sind in der ersten Spalte notiert. Das Pivotelement ist gerahmt,
Pivotspalte und -zeile sind durch Pfeile markiert. Hier wurde ¢ =0 gesetzt.

BV X1 X2 S1 $2 S3 b
51 1 1 0 0| 12 =
52 0 1 0 1 0 4 —
53 2 3 0 0 1| 16 8
z | -6 -4 0 0 0 0
i
X1 1 ] ] 0 0 6 12
52 0 1 0 1 0 4 4
5 0 ~1 0 1 4 2 o«
z 0o -1 3 0 0 | 36
i
X1 1 0 2 o -1 5
5 0 0 : 1 =1 2
X 0 1 -] 0 ! 2
z 0 0 3 0 I 38

Am Endtableau werden die Werte der Variablen abgelesen. Nichtbasisvariable haben den Wert

Null.

Download free eBooks at bookboon.com

132


http://bookboon.com/

Einfach lernen! Mathematik

Index

Index

A
Anderungsrate, 64, 84
in Richtung, 88
mittlere, 89
relative, 73
Aquivalenzumformung, 22

A
Ableitung, 51
Grundfunktionen, 55
in Richtung, 88
partielle, 84
Regeln, 53
Abnahme
exponentielle, 70
Absolutbetrag, 19
Approximation
lineare, 59, 76, 89
Nullstellen, 76
Asymptote, 41

B

Binomialkoeffizient, 16
Binomische Formeln, 15
Bruch, 12

D

Differential, 61
totales, 89

Diskriminante, 93

E

e-Funktion, 48

Elastizitit, 74

Eulersche Zahl, 48

Exponentialfunktion, 45

Extremum, 62, 91
absolutes, 64
relatives, 63
Restriktionen, 97

F
Fakultét, 16
Funktion, 31
Betrags-, 53
differenzierbare, 51
ganze, 38
Grad, 38

Nullstellen, 39
gebrochene, 40
Graph, 31, 80
lineare, 34, 59, 89
n Variable, 80
Nutzen-, 98
periodische, 50
quadratische, 35
ungerade, 70

G

GauB3sches Verfahren, 107
Tableau, 109

Geradengleichung, 33

Grenzwert, 51, 84

H
Hohenlinie, 83
Halbwertzeit, 73

I
Isoquante, 83, 103, 105

K
Kauferfluktuation, 119
Koeffizient, 38, 106
Koordinate, 8
Koordinaten
-achsen, 19
-system, 19
-ursprung, 19
Abszisse, 19
Ordinate, 19
Kriimmungsrichtung, 65

L

Lagrangesche Funktion, 101, 105
Lagrangescher Multiplikator, 101
Lineare Optimierung
lineares Programm, 129
Pivotelement, 132
Schlupfvariable, 130
Lineare Optimierung, 126
Problemvariable, 130
Restriktionen, 128
Simplextableau, 132
Zielfunktion, 131

Download free eBooks at bookboon.com

133


http://bookboon.com/

Einfach lernen! Mathematik

Index

Lineares Gleichungssystem, 106
Agquivalenzumformung, 108
Abhéngigkeit der Gleichungen, 112
Diagonalform, 111
Koeffizienten, 106, 109
Loésungsmenge, 106
Losungsverfahren, 107
Leere Losungsmenge, 113
Matrix, 115
Stufenform, 110
Tableau, 109

Lineares Programm, 126
zuldssige Menge, 126

Logarithmus
dekadischer, 47
natiirlicher, 48

Logarithmusfunktion, 47

M
Matrix, 115
Einheits-, 121, 122
Inverse, 123
Lineares Gleichungssystem, 115
Null-, 118
quadratische, 117, 122
Rechenregeln, 118
Matrizenprodukt, 115, 116
Maximum, 62
lokales, 66, 93
Minimum, 62
lokales, 66, 93
Monotonie, 65

N

Newtons

Iterationsverfahren, 76
Nichtnegativitdtsbedingung, 126
Nullstellen

Funktion, 76
Nutzenfunktion, 98, 103

P
Parabel, 27, 35
Scheitelpunkt, 35
Koordinaten, 37
Pascalsches Dreieck, 18
Periode
Dezimalzahl, 10
Pol, 41
Polynom, 38
-division, 39
Linearfaktor, 40

Nullstellen, 39
Potenz

Basis, 13

Exponent, 13
Potenzfunktion, 42
Punktsymmetrie, 69
Pythagoras

Satz, 20

R
Restriktion, 96, 126

S
Sattelpunkt, 96
stationdre Stelle, 65, 91
Art, 67, 92
stationdre Verteilung, 119
Steigung, 450
Gerade, 34
Strahlensatz, 32

T

Tangente
an Funktionsfldche, 87
an Funktionsgraph, 58
Gleichung, 58

Tangentialebene, 88, 89
Gleichung, 89
Umkehrfunktion, 47, 48
Potenzfunktion, 43
Tangens, 50

\%
Vektor, 115

W

Wachstum
exponentielles, 45, 70
Wendepunkt, 68
Winkelfunktionen, 49
Bogenmal, 74
Wurzel, 14
Wurzelfunktion, 42

V4

Zahlen
Dezimaldarstellung, 9
ganze, 7

irrationale, 9
natiirliche, 7
rationale, 7
reelle, 9

Download free eBooks at bookboon.com

134


http://bookboon.com/

Einfach lernen! Mathematik Index

Zahlengerade, 8
Zahlenpaar, 18
Zerfallskonstante, 71
Zielfunktion, 126

135





