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Vorwort

Vorwort
Weisst du, wieviel Sternlein stehen

an dem blauen Himmelszelt?
Weisst du, wieviel Wolken gehen

weit hinüber alle Welt?
Gott, der Herr, hat sie gezählet,
dass ihm auch nicht eines fehlet

an der ganzen grossen Zahl.

Kinderlied1

Die ganzen Zahlen hat der liebe Gott gemacht,
alles andere ist Menschenwerk

Grundlage der Mathematik2

Das Zählen von Gegenständen gleicher Art, die Suche also nach der Anzahl von Objekten eines bestimmten Typs, ist 
die elementarste mathematische Tätigkeit. Gezählt wird grundsätzlich mit natürlichen und ganzen Zahlen, auch wenn 
die Mathematik den Zahlbegriff zu allgemeineren algebraischen Strukturen erweitert hat, um Typen von Objekten unter 
vereinheitlichenden Gesichtspunkten behandeln zu können. Es gibt viele Zählprobleme, die auch heute noch nicht 
befriedigend gelöst werden können. Der momentane Entwicklungsstand der Mathematik und Informatik, so gewaltig 
er sein mag, reicht nicht aus, um alle kombinatorischen Probleme zu beherrschen. Dennoch hat sich inzwischen ein 
Grundkanon von Zähltechniken mit Hilfe von Gruppen, Ringen, Polynomen, Potenzreihen und Inzidenzalgebren 
herauskristallisiert, in den hier eingeführt werden soll.

Die klassische Kombinatorik ist motiviert durch die Frage, wieviele Objekte man erhalten kann, wenn man gewisse 
gegebene Grundbausteine in zulässiger Weise miteinander ”kombiniert“. Bei ihr steht deshalb die Frage nach der Anzahl 
im Vordergrund, die am liebsten aus einer geschickten Formel zu gewinnen wäre. Es hat sich jedoch immer mehr 
gezeigt, dass schon die Frage nach der Existenz oder der Konstruktion von (mindestens) einem Objekt mit vorgegebenen 
kombinatorischen Eigenschaften alles andere als trivial ist. Dieser Aspekt hat zur Entwicklung einer neuen Disziplin, 
der kombinatorischen (oder diskreten) Optimierung geführt, die neben die traditionelle Kombinatorik getreten ist, diese 
ergänzt und erweitert. Die beiden letzten Kapitel behandeln diskrete algorithmische Grundstrukturen auf der Basis des 
Modells von sog. Flüssen in Graphen (oder Netzwerken) und dem sog. Greedy-Algorithmus, den beiden grundlegenden 
algorithmischen Prinzipien der diskreten Mathematik und Informatik schlechthin.

Ein Wort zum Thema Graphen in der Kombinatorik. Viele Kombinatoriker betreiben Graphentheorie, d.h. sie untersuchen 
Eigenschaften abstrakter Graphen an sich. In der vorliegenden Einführung liefern Graphen vor allem eine mathematische 

1 W. HEY (1789-1854)
2 L. KRONECKER (1823-1891)
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Vorwort

Modellsprache, um kombinatorische Strukturen zu untersuchen. ”Reine Graphentheorie“ wird deshalb hier stiefmütterlich 
behandelt. Den diesbezüglich interessierten Leser verweisen wir auf die Fülle spezieller Lehrbücher zur Graphentheorie 
(z.B. die im Literaturverzeichnis genannten Texte [2] und [5]).

Beim Leser werden keine speziellen kombinatorischen Vorkenntnisse erwartet. Allerdings sollten mathematische 
Grundkenntnisse in der linearen Algebra und der reellen Analysis vorhanden sein. Ebenso sollte der Leser mit der 
mathematischen Standardnotation der Mengenlehre und der Vektor- und Matrixrechnung vertraut sein, da diese nicht 
extra erklärt wird.

Die mit ”EX.“ gekennzeichneten Abschnitte haben den Charakter von U¨ bungen und von Beispielen. Sie dienen dazu, 
den Stoff inhaltlich zu verdeutlichen und zu vertiefen. Generell ist die Darstellung in dieser Einführung so gehalten, dass 
sie vom Leser aktive Mitarbeit verlangt. Alle Argumente sind zwar (hoffentlich) vollständig. Die Ausarbeitung von Details 
wird aber oft dem Leser überlassen. Wer mehr (auch ausgearbeitete) U¨ bungsaufgaben sucht, der sei insbesondere auf das 
schöne Buch von Lovász [8] hingewiesen, das eine detaillierte und breite Einf ührung in die Kombinatorik zum aktiven 
Selbststudium bietet.

Vom Stoffumfang her entspricht diese Einführung einer einsemestrigen, vierstündigen mathematischen Vorlesung mit 
U¨ bungen, wie sie vom Autor an der Universit ät zu Köln angeboten wird.

Köln, Frühjar 2012  Ulrich Faigle
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Elementares Zählen

1 Elementares Zählen
Obwohl das Rechnen mit reellen und insbesondere rationalen und ganzen Zahlen dem Leser als bekannt voraussetzt wird, 
wird nochmals auf die natürlichen und ganzen Zahlen eingegangen, die nicht nur die Grundlage aller Zahlbereiche und 
allen Zählens sondern auch allen mathematischen Argumentierens und Konstruierens schlechthin sind.

1 Die natürlichen Zahlen

1.1. Natürliche Induktion und Rekursion. Die Mathematik geht davon aus, dass es (mindestens) eine induktive Menge 
gibt, d.h. eine Menge U mit den Eigenschaften

(A) ∅ ∈ U ;
(S) Für jede Menge x gilt: x ∈ U =⇒ x ∪ {x} ∈ U .

Des Element 0 ist die leere Menge. Das Element succ(x) := x ∪ {x}  ist der sog. Nachfolger des Elements x in der 
induktiven Menge U. Die beiden Eigenschaften (A) („Induktionsanfang“) und (S) („Induktionsschritt“) formulieren das 
Prinzip der natürlichen Induktion. Jede induktive Menge U enthält zumindest die Elemente

∅, succ(∅) = ∅ ∪ {∅}, succ(succ(∅)) = ∅ ∪ {∅} ∪ {∅ ∪ {∅}}, . . .

Man definiert nun induktiv die natürlichen Zahlen

0 := 0
   n + 1 := succ(n):

Deren Menge N := {0, 1, . . . , n, n + 1, . . .} ist somit die kleinste induktiv geordnete Menge, die es gibt.

Induktionsbeweise. Die natürliche Induktion ist ein Beweisprinzip für die Gültigkeit einer Aussage A über natürliche 
Zahlen3:

A(0) ∧ (A(n) ⇒ A(n+ 1)) =⇒ {x ∈ N |A(x)} = N .

Das heisst in Worten:

•	 Trifft die Aussage A auf die natürliche Zahl 0 zu („A(0)“) und folgt allgemein A(n+1) aus A(n), dann trifft die 
Aussage A auf sämtliche natürlichen Zahlen zu.

Ein Induktionsbeweis bzgl. einer Aussage A geht deshalb so vor:

3 1das Symbol „^“ bezeichnet hier den logischen Operator „und“
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(0) Man beweist die Richtigkeit von A für die natürliche Zahl 0, d.h. man verifiziert die Aussage A(0).
(i)  Dann zeigt man, dass aus der Gültigkeit von A für eine Zahl n notwendigerweise auch die Gültigkeit von A für 

ihren Nachfolger n + 1 folgen würde (d.h. A(n) ) ⇒ A(n + 1)).
(ii) Man schliesst dann, dass die Aussage A auf jede natürliche Zahl zutrifft.

Rekursion. Mit dem Induktionsprinzip lassen sich Aussagen über natürliche Zahlen beweisen. Ebenso lassen sich mit 
dem Induktionsprinzip mathematische Operationen und Ausdrücke rekursiv definieren. Jede rekursive Definition ist von 
ihrer Natur her konstruktiv und gestattet es, einen so definierten Ausdruck in endlich vielen Rechenschritten explizit 
auszuwerten.

Zum Beispiel ist die Addition einer Zahl m ∈ N  mit einer Zahl n ∈ N  rekursiv folgendermassen erklärt:

(A) m+ 0 := m.
(S) m+ (n+ 1) := (m+ n) + 1.

Nach der Addition kann auch die Multiplikation rekursiv eingeführt werden:

(A) m · 0 := 0.
(S) m · (n+ 1) := (m · n) +m.

BEMERKUNG. Aus diesen Definitionen ergeben sich die üblichen Regeln für das Rechnen mit natürlichen Zahlen. Diese 
setzen wir allerdings, wie oben schon gesagt, als bekannt voraus und leiten sie deshalb hier nicht nochmals ab.

Der Ausdruck n! (ausgesprochen: „n fakultät“) ist so definiert:

(A) 0! := 1.
(S) n! := n · (n− 1)!.

Diese rekursive Definition beinhaltet die Rechenanweisung

n! = 1 · 2 · . . . · (n− 1)n (für n ≥ 1) .

Rekursiv lassen sich ebenso Ausdrücke definieren, die von mehreren Parametern abhängen. Die Binomialkoeffizienten (
n
k

)
 sind z.B. rekursiv so definiert:

(P1)
(
n
0

)
:= 1 und

(
n
n

)
:= 1 für alle n = 0, 1, 2, . . ..

(P2)
(
n
k

)
:=

(
n−1
k−1

)
+

(
n−1
k

)
für 1 ≤ k ≤ n− 1.

Die in (P1) und (P2) implizierte Rechenanweisung besagt, dass man zeilenweise das folgende Pascal4sche Dreieck aufbaut, 
bis man zu dem gewünschten Term 

(
n
k

)
 gekommen ist. Der Term in einer Zeile ergibt sich gema¨ss (P2) als die Summe 

dker beiden Terme direkt in der Zeile darüber:

4 B. PASCAL (1623-1662)
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1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
... · · ·(

n−1
0

) (
n−1
1

)
. . .

(
n−1
k−1

) (
n−1
k

)
. . .(

n
0

) (
n
1

)
. . .

(
n
k

)
. . .

„Per Induktion“ sieht man ausserdem:

(1)
(
n

k

)
=

n!

k!(n− k)!
=

(n− 1)!

(k − 1)!(n− k + 1)!
+

(n− 1)!

k!(n− 1− k)!
.

Denn die Ausdrücke links und rechts des Gleichheitszeichens genügen dem gleichen Rekursionsgesetz und sind deshalb 
gleich.

Wir halten das Rekursionsprinzip für Folgen natürlicher Zahlen fest:

LEMMA 1.1 (Rekursionsprinzip). Genügen die natürlichen Zahlen an (für n = 0, 1, . . .) derselben Rekursionsvorschrift wie 
die natürlichen Zahlen bn (für n = 0, 1, . . .), dann gilt

an = bn  für alle n = 0, 1, . . ..

2 Die fundamentalen Zählprinzipien

Die leere Menge  hat (per Definition) null5 Elemente: |∅| := 0 . Eine Menge M heisst endlich, wenn M entweder leer ist 
oder es ein natürliche Zahl n ≥ 1 gibt, die eine Bijektion (d.h. eine eineindeutige wechselseitige Zuordnung der Elemente)

f : {1, 2, . . . , n} → M

gestattet6. Mittels f zählen wir die Elemente aus M der Reihe nach ab. Mit der Notation mi = f(i) ergibt sich damit

M = {m1, . . . ,mn}.

|M | := n bezeichnet dann die Mächtigkeit bzw. Kardinalität (d.h. die Anzahl der Elemente) von M. Ist K eine weitere 
endliche Menge, die sich nicht mit M überschneidet, können wir f zu einer Bijektion

f : {1, . . . , n, n+ 1, . . . , n+ |K|} → M ∪K

5 nullum (lat.) keins
6 eine nicht endliche Menge M ist unendlich, was als |M | = ∞ notiert wird
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der Vereinigungsmenge fortsetzen, indem wir einfach weiterzählen. Für endliche Mengen M und K ergibt sich also das 
(wichtige!) Zählprinzip

(2) M ∩K = ∅ =⇒ |M ∪K| = |M |+ |K|.

Das direkte Produkt der Menge M mit einer (nichtleeren) endlichen Menge ist rekursiv so definiert:

(A) M × {k1} := {(m, k1) | m ∈ M}.
(S) M × {k1, k2} := (M × {k1}) ∪ (M × {k2}).

Aus (2) ergibt sich nun

|M × {k1, k2}| = |M × {k1}|+ |M × {k1}| = |M | · 2

und allgemein das Zählprinzip

(3) |M ×K| = |M | · |K|,

da die Rekursion des direkten Produkts ja mit der rekursiven Definition der Multiplikation natürlicher Zahlen 
übereinstimmt (vgl. Lemma 1.1).

http://bookboon.com/
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Per Induktion lassen sich diese Argumente ohneMühe auf disjunkte Vereinigungen oder direkte Produkte mehrerer 
Mengen verallgemeinern. Wir kommen auf diese Weise zu den fundamentalen Zählprinzipien:

(FZP1) Sind M1, . . . ,Mn endliche disjunkte Mengen, dann gilt:
|M1 ∪M2 ∪ . . . ∪Mn| = |M1|+ |M2|+ . . .+ |Mn|.

(FZP2) Sind M1, . . . ,Mn beliebige endliche Mengen, dann gilt:
|M1 ×M2 × . . .×Mn| = |M1| × |M2| × . . .× |Mn|.

Aus (FZP1) gewinnt man sofort ein abgeschwächtes (aber oft nützliches) Zählprinzip in folgender Situation: Wir nehmen 
an, dass eine Menge M von |M | ≥ 1 Objekten in r ≥ 1 nichtleere und paarweise disjunkte Teilmengen M1, . . .,Mr 
aufgeteilt wird. Dann gilt:

(4) Mindestens ein Mi ist so gross, dass r · |Mi| ≥ |M | erfüllt ist.

In der Tat erhielten wir ja sonst den Widerspruch

r|M | = r(|M1|+ . . .+ |Mr|) = r|M1|+ . . .+ r|Mr| < r|M |.

BEMERKUNG. Die Regel (4) ist als Schubfachprinzip bekannt. Man stellt sich vor, dass n Objekte in r Schubfächer abgelegt 
werden. Dann muss eines der Fächer mindestens n/r Objekte enthalten.

2.1. Gewichtetes und doppeltes Zählen. Die fundamentalen Zählprinzipien (FZP1) und (FZP2) lassen sich auf gewichtete 
Mengen erweiteren. Dabei verstehen wir unter einer Gewichtung der Menge M eine reellwertige Funktion

w : M → R,

die jedem i ∈ M  ein Gewicht w(i) zuweist. Um (FZP1) zu verallgemeinern, definieren wir

w(S) :=
∑

i∈S
w(i) für jede Teilmenge S ⊆ M .

Dann beobachtet man für beliebige S, T ⊆ M  die sog. modulare Gleichung

(5) w(S) + w(T ) = w(S ∪ T ) + w(S ∩ T ).

Man macht sich nämlich z.B.

w(S) =
∑

i∈S
w(i) =

∑

j∈S\T
w(j) +

∑

k∈S∩T
w(k) = w(S \ T ) + w(S ∩ T )

http://bookboon.com/
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leicht klar, da S \ T und S ∩ T  disjunkte Mengen sind. Daraus folgt dann

w(S) + w(T )− w(S ∩ T ) = w(S \ T ) + w(T ) = w(S ∪ T )

und somit die Gleichung (5). Bzgl. (FZP2) betrachten wirM = M1 × M2 und eine Gewichtung w : M → R. Da bei endlichen 
Summen die Summanden in beliebiger Reihenfolge addiert werden dürfen, ergibt sich

(6)
∑

i∈M1




∑

j∈M2

w(i, j)



 =
∑

(i,j)∈M
w(i, j) =

∑

j∈M2




∑

i∈M1

w(i, j)



 .

BEMERKUNG. In (6) wird die Summe w(M) aller Gewichte auf zwei verschiedene Arten ermittelt. Deshalb verkörpert 
(6) das sog. Prinzip des doppelten Zählens.

EX. 1.1. Man zeige:

a) Unter der speziellen Gewichtung w : M ∪ K → R mit w(i) = 1  für alle i ∈ M ∪K e erhält man (2) 
aus (5).

b) Unter der speziellen Gewichtung w : M × K → R mit w(i, j) = 1  für alle (i, j) ∈ M ×K  erhält man 
(3) aus (6).

2.2. Anwendungen der Zählprinzipien.Wir wollen die Zählprinzipien nun auf einige kombinatorische Grundstrukturen 
anwenden.

Abbildungen. Es seien R und M (beliebige) Mengen. Jede Abbildung (Funktion) f : M → R kann man als einen 
(möglicherweise unendlichen) Parametervektor mit den Komponenten fi = f(i) auffassen:

f ←→ (fi | i ∈ M).

Deshalb notiert man die Menge dieser Abbildungen auch als

RM := {f : M → R}.

Im Fall r = |R| < ∞ und n = |M | < ∞  hat man somit die Entsprechung

f ∈ RM ←→ (fi | i ∈ M) ∈ R× . . .×R = Rn

und folgert mit dem Zählprinzip (FZP2):
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(7) |RM | = |R||M | = rn .

Indikatorfunktionen. Im Fall R = {0, 1}  entspricht jede Funktion f ∈ RM  eineindeutig einer Teilmenge von M:

f ∈ {0, 1}M ←→ F = {i ∈ M | f(i) = 1}.

Man nennt f dann die Indikator- oder Inzidenzfunktion der Teilmenge F ⊆ M .  Ist n = |M | < ∞,  so besagt (7), 
dass es 2n Indikatorfunktionen gibt. Also findet man:

LEMMA 1.2. Eine endliche Menge M besitzt genau 2|M |  Teilmengen.

Permutationen. Eine Permutation7 der Menge M ist eine bijektive Abbildung π : M → M .  Im endlichen Fall 

M = {m1, . . . ,mn} schreiben wir abkürzend auch πi = π(mi) und stellen π durch seine (abgekürzte) Wertetafel dar:

(8)
π m1 m2 . . . mn

π1 π2 . . . πn
←→ π = π1π2 . . . πn.

Eine Permutation π bringt also die Elemente von M in eine andere Reihenfolge.

7 permutare (lat.) vertauschen
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Diese Definition ist vielleicht intuitiv einleuchtend – aber nicht rekursiv! Rekursiv kann man Permutationen endlicher 
Mengen so definieren:

(1) Im Fall M = ∅ ist π = ∅ eine Permutation.
(2) Im Fall |M | ≥ 1 ist das Paar π = (a, π′) eine Permutation, wenn a ein

(beliebiges) Element von M und π′ eine Permutation von M ′ = M \{a}
ist.

Aus der rekursiven Definition erhalten wir sofort die Anzahl P(n) aller Permutationen einer n-elementigen Menge über 
die Rekursion

(1) P (0) = 1 für n = 0.
(2) P (n) = nP (n− 1) für n = 1, 2, . . ..

Diese stimmt mit der Rekursion der Fakultäten überein. Also gilt:

P (n) = n! für alle n ∈ N.

NOTATION. Die Permutation π = (a, ) schreibt man π = a. Auch allgemeiner lässt man Klammern weg und schreibt 
statt π = (a, π′) einfach π = aπ′  und kommt dann zu einer Darstellung wie in (8).

BEMERKUNG. Permutationen unendlicher Mengen kann man nicht so einfach rekursiv definieren (und deshalb auch 
nicht so einfach zählen).

Zykeln. Eine Permutation π der (endlichen) n-elementigen Menge M heisst zyklisch, wenn zu jedem a Є M die Elemente

a, π(a), π2(a) = π(π(a)), . . . , πn−1(a) = π(πn−2(a))

alle verschieden sind. Ist z.B. für ein gewisses k die Zahl m > k minimal mit der Eigenschaft π
m(a) = πk(a),  dann ist

ζ = πk(a)πk+1(a) . . . πm−1(a)

eine zyklische Permutation der Menge

Mζ = {πk(a), . . . , πm−1(a)}

und heisst Zykel von π. Die Zahl �(ζ) = |Mζ | = m − k  ist die sog. Länge des Zykelsζ.

Die Einschränkung von π auf das Komplement M \Mζ ist wieder eine Permutation (von M \Mζ). Wenn man darauf 
wieder die obige Konstruktion anwendet und so fortfährt, findet man schliesslich:

http://bookboon.com/
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LEMMA 1.3. Sei π eine Permutation der endlichen Menge M ≠ θ. Dann zerfällt M in paarweise disjunkte nichtleere 
Teilmengen M1, . . . , Mk derart, dass die Einschr änkung von π auf Mi eine zyklische Permutation von Mi (d.h. ein Zykel 
von π) ist für alle i = 1, . . . , k.

BEMERKUNG. Ein Element a ∈ M mit π(a) = a  heisst Fixpunkt von π. Fixpunkte bilden also Zykeln der Länge 1.

Stirlingzahlen erster Art. Der Parameter s(n, k) bezeichnet die Anzahl aller Permutationen einer n-elementigen Menge 
mit genau k Zykeln und heisst Stirlingzahl 1. Art8. Wir erhalten (nach Definition und dem Zählprinzip (FZP1)):

n! = P (n) =

n∑

k=1

s(n, k) (n ≥ 1).

Allgemein hat man s(n, k) = 0 im Fall k > n (da eine n-elementige Menge nicht in mehr als n paarweise disjunkte 
nichtleere Teilmengen zerfallen kann). Daraus ergibt sich eine rekursive Berechnung dieser Stirlingzahlen analog zur Art 
des Pascalschen Dreiecks:

(1) s(0, 0) = 1.
(2) s(n, 0) = 0, wenn n ≥ 1.
(3) s(n, k) = s(n− 1, k − 1) + (n− 1)s(n− 1, k), wenn n, k ≥ 1.

Die ersten beiden dieser Regeln sind klar. Zum Beweis der dritten hält man ein a Є M fest und unterscheidet zwischen der 
Menge aller Permutationen bei denen a ein Fixpunkt ist und der Menge aller Permutationen, bei denen a kein Fixpunkt ist.

Dann gibt es in der ersten Menge s(n−1, k−1) Permutationen mit genau k Zykeln (inklusive a). Permutationen mit 
k Zykeln vom zweiten Typ konstruiert man so: Man wählt eine Permutation π′ mit k Zykeln bgzl. der Grundmenge 

M ′ = M \{a} und fügt nun a in einen Zyklus ein, indem man es vor ein Element des Zyklus stellt. Dafür gibt es 
|M ′| = n − 1  Möglichkeiten. Die Summe dieser Möglichkeiten kommt in (3) zum Ausdruck.

k-Permutationen. Wir verallgemeinern Permutationen und definieren k-Permutationen von Mengen M rekursiv so:

(1) π = ∅ ist eine 0-Permutation von M .
(2) Im Fall k ≥ 1 ist π = aπ′ eine k-Permutation von M , wenn a ∈ M gilt

und π′ eine (k − 1)-Permutation von M ′ = M \ {a} ist.

Analog zur Notation von Permutationen schreiben wir k-Permutationen in der Form

π = π1π2 . . . πk.

Sei P(n, k) die Anzahl von k-Permutationen einer n-elementigen Menge. Dann gilt rekursiv:

8 J. STIRLING (1692-1770)
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(1) P (n, k) = 0, wenn n < k;
(2) P (n, 0) = 1, für alle n;
(3) P (n, k) = nP (n− 1, k − 1) für 1 ≤ k �= n.

Daraus ergibt sich:

LEMMA 1.4. P (n, k) = n(n−1) . . . (n−k+1)  gilt für alle n, k ∈ N. Insbesondere ist

P (n, k) =
P (n)

P (n− k)
=

n!

(n− k)!
, wenn k ≤ n.

EX. 1.2 (Injektionen). Seien K,M Mengen mit |K| = k und |M | = n. Wir nehmen k ≤ n und K = {1, 2, . . . , k}  
an und betrachten die Menge Inj(K,M) aller injektiven Abbildungen π : K → M . Mit der Bezeichnung πi = π(i) sieht 
man leicht, dass jedes π ∈ Inj(K,M) einer k-Permutation entspricht. Also ist die Anzahl der injektiven Abbildungen:

|Inj(K,M)| = P (n, k) =
|M |!

(|M | − |K|)! .

EX. 1.3. Für jede endliche Menge M ist Inj(M,M) genau die Menge aller Bijektionen (bzw. Permutationen) von M.
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Faktorielle. Allgemein definiert man zu einer (beliebigen) reellen Zahl α ∈ R und natürlichen Zahl k ∈ N  die fallenden 
Faktoriellen als

(α)k := α(α− 1) . . . (α− k + 1) (mit (α)0 := 1).

Bei der Wahl α ∈ N  erhält man also (α)k = P (α, k). Analog sind die steigenden Faktoriellen definiert:

(α)k = α(α+ 1) . . . (α+ k − 1).

Zwischen den fallenden und den steigenden Faktoriellen besteht offenbar der folgende Zusammenhang:

(α)k = (−1)k(−α)k

Teilmengen. Sei Π(n, k) die Menge aller (n, k)-Permutationen der n-Menge M und S ⊆ M  eine k-elementige Teilmenge.

Mit ΠS(n, k) bezeichnen wir die Menge aller (n, k)-Permutationen, die nur Elemente aus S benutzen. Damit erhalten wir 
Π(n, k) als Vereinigung paarweise disjunkter Mengen:

Π(n, k) =
⋃

S⊆M

|S|=k

ΠS(n, k) .

Wegen |ΠS(n, k)| = P (k, k) = k!,  ergibt sich nach dem Zählprinzip (FZP1):

(9) (n)k = |Π(n, k)| =
∑

S⊆M

|S|=k

|ΠS(n, k)| =
∑

S⊆M

|S|=k

k! = k!
∑

S⊆M

|S|=k

1 = k!C(n.k),

wobei der Term

(10) C(n, k) =
∑

S⊆M

|S|=k

1

die k-elementigen Teilmengen von M zählt. Die Gleichung (9) kann man nun auflösen und erkennt die C(n, k) als die 
Biomialkoeffizienten, die man rekursiv aus dem Pascalschen Dreieck berechnet:

LEMMA 1.5. Die Anzahl aller k-elementigen Teilmengen einer n-elementigen Grundmenge M ist
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C(n, k) =
(n)k
k!

=
n!

(n− k)!k!
=

(
n

k

)

und man hat

2n =
n∑

k=0

C(n, k) =
n∑

k=0

(
n

k

)
.

Urnenmodelle. Wir nehmen k verschiedene Urnen U1, . . . ,Uk als gegeben an. U¨ ber diese seien n Kugeln zu verteilen. 
Ist ui die Anzahl der Kugeln in Ui , dann haben wir

n = u1 + u2 + . . .+ uk.

Wieviele Möglichkeiten gibt es, n so in k natürliche Zahlen ui aufzuteilen?

1. VARIANTE: Alle Urnen enthalten mindestens eine Kugel (d.h. ui ≥ 1).

Es muss n ≥ k ≥ 1 gelten. Wir reihen die Kugeln nebeneinander und verteilen k - 1 Trennstäbe auf die n - 1 Lücken:

©© . . .© | © . . .©© | . . . | ©© . . .©©.

Urne U1 enthält die Kugelmenge bis zum ersten Trennstab. U2 die Kugeln zwischen dem ersten und dem zweiten Trennstab 
usw. Also ist die gesuchte Anzahl der Möglichkeiten gleich der, unter den n - 1 Lücken eine Teilmenge von k - 1 Lücken 
auszuwählten, d.h.

(
n− 1

k − 1

)
=

(n− 1)!

(k − 1)!(n− k)!
.

2. VARIANTE: Es darf auch leere Urnen geben (d.h. ui ≥ 0).

Wir verteilen n + k Kugeln gemäss Variante 1:

n+ k = u′1 + u′2 + . . .+ u′k (u′i ≥ 1)

und setzen ui = u′i − 1 für i = 1, . . . , k.  Dann erhalten wir eine Verteilung nach Variante 2:

n = u1 + u2 + . . .+ uk (ui ≥ 0).
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Die Zuordnung gilt auch umgekehrt. Also ist die Anzahl der Verteilungen nach Variante 2:

(
n+ k − 1

k − 1

)
=

(n+ k − 1)!

(k − 1)!n!
.

Partitionen. Unter einer k-Partition der Menge M versteht man eine Familie Π = {B1, . . . , Bk} von k nichtleeren 
und paarweise disjunkten Mengen Bi, die M überdecken:

(1) Bi �= ∅ für i = 1, . . . , k;
(2) Bi ∩Bj = ∅ für i �= j;
(3) M = B1 ∪ . . . ∪Bk.

Wird k nicht spezifiziert, so redet man einfach von einer Partition Π. Die Mengen Bi sind die Blöcke von Π. Zum Beispiel 
induzieren die Zykeln ζ einer Permutation eine Partition der Grundmenge M in die Blöcke Mζ .

Stirlingzahlen zweiter Art und Bellzahlen. Die Anzahl aller k-Partitionen einer n-Menge wird mit S(n; k) bezeichnet 
und heisst Stirlingzahl 2. Art. Die Gesamtzahl aller Partitionen ist die sog. Bellzahl9

(11) B(n) =

n∑

k=0

S(n, k),

9 E.T. BELL (1883-1960)
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wobei wir B(0) = S(0; 0) := 1 setzen. Rekursiv kann man die Stirlingzahlen 2. Art so berechnen:

(1) S(0, 0) := 1;
(2) S(n, 0) = 0 für n ≥ 1;
(3) S(0, k) = 0 für k ≥ 1;
(4) S(n, k) = S(n− 1, k − 1) + kS(n− 1, k) sonst.

Auf die Gleichung (4) kommt man, wenn man ein festes Element a Є M betrachtet und die k-Partitionen danach 
unterscheidet, ob { a } ein Block ist oder nicht:

Es gibt S(n — 1, k — 1) k-Partitionen, bei denen { a } ein Block ist. Die übrigen k-Partitionen ergeben sich, indem man 
eine k-Partition der (n — 1)-Menge M' = M\{ a } bildet und dann a in einen der k Blöcke einfügt. Also hat man kS(n—1; 
k) solcher k-Partitionen.

Surjektionen. Es seien K = {1, … , k} und M = {1, … , n} zwei endliche Mengen und f : M  K eine surjektive Abbildung. 
Dann sind die Urbilder f−1(i) = {j ∈ M | f(j) = i}  die Blöcke eine k-Partition von M:

Umgekehrt gibt es zu einer gegebenen k-Partition Π von M k! viele Surjektionen f = M → K mit Π(f) = Π,  da jede 
Permutation der k Bilder Surjektivität erhält. Also hat die Menge Surj(M;K) aller Surjektionen die Mächtigkeit

|Surj(M,K)| = k!S(n, k).

Mit n = |M | und r = |R| rechnet man nun allgemein:

(12)

rn = |RM | =
∑

K⊆R

|Surj(M,K)| =
r∑

k=0

∑

|K|=k

|Surj(M,K)|

=

r∑

k=0

(
r

k

)
k!S(n, k) =

n∑

k=0

S(n, k)(r)k,

da es im Fall k > n sicher keine k-Partition von M gibt.

Harmonische Zahlen. Wir illustrieren das Prinzip des doppelten Zählens anhand der sog. harmonischen Zahlen. Sei tn 
die Anzahl der Teiler der natürlichen Zahl n ≥ 1. Eine einfache Formel für tn ist schwierig aufzustellen, da tn sehr vom 
Typ von n abhängt und z.B. keinesfalls monoton in n ist (vgl. Ex. 1.4).

EX. 1.4. Bekanntlich lässt sich jede natürliche Zahl n ≥ 1 als ein Produkt paarweise verschiedener Primzahlen pj mit Potenzen 
ej ausdrücken:

n = pe11 pe22 . . . pekk .

Man zeige: tn = (e1 + 1)(e2 + 1) . . . (ek + 1)
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Insbesondere hat man z.B. t8 = 4, t9 = 3, t10 = 4, t11 = 2, t12 = 6.

Wir suchen eine Formel für die durchschnittliche Anzahl

t(n) :=
t1 + t2 + . . .+ tn

n

der Teiler. Dazu definieren wir für alle 1 ≤ i, j ≤ n  die Gewichte

wij :=

{
1 i teilt j,
0 i teilt j nicht.

Damit haben wir

tj :=
n∑

i=1

wij = Anzahl der Teiler von j

vi :=
n∑

j=1

wij = Anzahl der Vielfachen ≤ n von i = �n/i� ,

wobei �a�  die grösste ganze Zahl ≤ a  bezeichne. Das Prinzip des doppelten Zählens führt auf 

n∑

j=1

tj =

n∑

j=1

( n∑

i=1

wij

)
=

n∑

i=1

( n∑

j=1

wij

)
=

n∑

i=1

vi

und somit auf

t(n) =
v1 + v2 + . . . vn

n
=

1

n
(�n/1�+ �n/2�+ . . .+ �n/n�) .

Wegen �n/i� ≤ n/i ≤ �n/i�+ 1  erhalten wir approximativ

(13) t(n) ∼ Hn bzw. |t(n)−Hn| ≤ 1 ,

wobei

(14) Hn := 1 + 1/2 + 1/3 + . . .+ 1/n

die sog. nte harmonische Zahl ist. (Hn ist im allgemeinen keine(!) natürliche Zahl.)
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BEMERKUNG. Aus der Annäherung des Integrals durch Riemannsche Summen gewinnt man die Approximation

Hn ∼
∫ n

1

1

x
dx = log n .

In diesem Sinn sagt man: „Im Durchschnitt“ hat eine natürliche Zahl n etwa log n viele Teiler. 

Ramseyzahlen. Wir beschreiben nun eine Anwendung des Schubfachprinzips. Mit dem kann man zwar keine genauen 
Anzahlen dingfest machen, weil man die Schubfächer, die viele Elemente enthalten, im allgemeinen im voraus nicht explizit 
kennt. Dennoch liefert dieses Prinzip oft überraschend einfache Nachweise der Existenz bestimmter kombinatorischer 
Strukturen.Wir illustrieren dies am Beispiel des Satzes von Ramsey10.

Dazu betrachten wir eine endliche Menge N mit n = |N |  Elementen und schreiben abkürzend für die Menge aller 
2-elementigen Teilmengen

En =

(
N

2

)
:= {e ⊆ N | |e| = 2} .

Unter einer (rot / blau)-Färbung der Menge En verstehen wir eine Abbildung

10 F.P. RAMSEY (1903-1930)

01001001 01010100 00100000 01010100 
01110010 01100001 01101001 01101110
01001001 01010100 00100000 01010100 
01110010 01100001 01101001 01101110
01001001 01010100 00100000 01010100 
01110010 01100001 01101001 01101110
01001001 01010100 00100000 01010100 
01110010 01100001 01101001 01101110

          Ziel: 

Du entwickelst 

unsere Zukunft.

Wir Deine.

IT-Traineeprogramm

In 18 Monaten durchläufst Du 
3 verschiedene Stationen, wirst 
von einer Führungskraft als 
Mentor betreut und profitierst 
von einem breiten Seminar-
angebot. Anschließend kannst 
Du eine Fach-  oder Führungs-
laufbahn einschlagen.
www.perspektiven.allianz.de

Allianz Karriere

http://bookboon.com/
http://bookboon.com/count/advert/e5a8ca2a-282c-4da4-a997-a4cf00eb3125


Download free eBooks at bookboon.com

Kombinatorische und diskrete Mathematik

24 

Elementares Zählen

c : En → {r, b}.

Wir nennen ein e ∈ En rot „bzw. „blau“ je nach dem, ob c(e) = r oder c(e) = b gilt. Wir nennen eine Teilmenge U ⊆ N  
rot (bzw. blau), wenn jede 2-elementige Teilmenge e ⊆ U  rot (bzw. blau) gefärbt ist.

Wir sagen, die natürliche Zahl n habe die Ramsey-Eigenschaft R(p, q), falls folgende Aussage richtig ist:

R(p, q):  Zu jeder Färbung c : En → {r, b}  existiert entweder eine rote Menge U ⊆ N  der Mächtigkeit |U | = p  
oder eine blaue Menge V ⊆ N  derMächtigkeit |V | = q  (oder beides).

Wir wollen beweisen:

SATZ 1.1 (Ramsey). Für alle natürlichen Zahlen p, q ≥ 2  gibt es eine kleinste Zahl r(p, q) ∈ N  mit der Eigenschaft

n ≥ r(p, q) =⇒ n besitzt die Eigenschaft R(p, q).

Die Zahl r(p, q) des Satzes 1.1 heisst Ramseyzahl. Man überzeugt sich leicht:

r(p, 2) = p und r(2, q) = q gilt für alle p, q ≥ 2.

Zur Untersuchung des allgemeinen Falls nehmen wir an, dass die Ramseyzahlen r(p — 1, q) und r(p, q — 1) existieren. 
Wir wählen

n ≥ 2 ·max{r(p− 1, q), r(p, q − 1)}

und ein Element a ∈ N .  Nach dem Schubfachprinzip enthält die Menge

Ea
n := {e ∈ En | a ∈ e}

entweder n/2 rote oder n/2 blaue Elemente. Nehmen wir an, dass n/2 Elemente rot sind (bei blau würden wir analog 
argumentieren) und setzen

Na := {u ∈ N \ {a} | c({a, u}) = r} .

Wegen |Na| ≥ r(p − 1, q)  gibt es entweder eine blaue Teilmenge V ⊆ Na  mit |V | = q oder eine rote Teilmenge 

U ′ ⊆ Na mit |U ′| = p−1 (sodass U = U ′∪{a}  eine rote Teilmenge von N mit |U | = p ist).  Auf jeden Fall 
haben wir somit erkannt:

r(p, q) ≤ 2 ·max{r(p− 1, q), r(p, q − 1)}
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BEMERKUNG. Man sieht leicht ein: r(3; 3) = 6. Im allgemeinen sind die exakten Werte der Ramseyzahlen r(p; q) nur in 
wenigen Fällen bekannt. Zum Beispiel kennt man für r(4; 6) und r(5; 5) nur die Schranken

35 ≤ r(4, 6) ≤ 41 bzw. 43 ≤ r(5, 5) ≤ 49.

EX. 1.5. In einer zufällig ausgewählten Gruppe von n ≥ 6 Menschen gibt es immer entweder (mindestens) 3 Leute, die sich 
gegenseitig kennen, oder (mindestens) 3 Leute, die sich gegenseitig unbekannt sind.

Das Spiel Sims. Beim Spiel SIMS auf der Menge N = {1; 2; 3; 4; 5; 6} gibt es 2 Spieler (”Rot“und ”Blau“), die alternierend 
die Elemente von E6 rot bzw. blau färben. Verloren hat der Spieler, der als erster eine 3-elementige Teilmenge U ⊆ N  in 
seiner Farbe produziert. (Wegen r(3; 3) = 6 wissen wir, dass das Spiel nicht unentschieden ausgehen kann.)

FRAGE: Würden Sie bei diesem Spiel lieber als anziehender Spieler beginnen oder als zweiter Spieler auftreten?

(Wer diese Frage als zu trivial empfindet, kann Sims natürlich leicht mit anderen Ramseyparametern verallgemeinern.)

2.3. Die symmetrische Gruppe. Die Menge SM aller Permutationen (Bijektionen) der endlichen Menge M trägt eine 
natürliche algebraische Struktur, da Bijektionen umkehrbar sind und Hintereinanderausführungen von Bijektionen wieder 
Bijektionen ergeben. In diesem Sinn ist SM eine Gruppe und heisst symmetrische Gruppe.

Der Stabilisator einer Teilmenge A ⊆ M  ist definiert als die Menge aller Bijektionen, die A festhalten (d.h. A auf sich 
selber abbilden):

S(A) := {π ∈ SM | π(A) = A}.

Wir bezeichnen mit π−1  die Umkehrabbildung von π und mit σ τ die Hintereinanderausf ührung der Bijektionen σ und 
τ . Dann haben wir

σ−1 ∈ S(A) und στ ∈ S(A) für alle σ, τ ∈ S(A).

In diesem Sinn ist auch S(A) eine Gruppe. Eine Permutation π ∈ S(A) entspricht einem Paar (π′, π′′) von Permutationen 

π′ ∈ SA  und π′′ ∈ SM\A, die auf A und M \ A unabhängig voneinander wirken. Also finden wir gemäss (FZP2):

(15) |S(A)| = |SA| · |SM\A| = |A|!(|M | − |A|)!

Die Bahn (in SM) einer Permutation ζ ∈ SM  unter S(A) ist die Menge

ζS(A) := {ζσ | σ ∈ S(A)} ⊆ SM .

Die Abbildung σ �→ ζσ  ist injektiv. Denn:
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ζσ = ζτ ⇐⇒ σ = ζ−1ζσ = ζ−1ζτ = τ.

Folglich gilt

|ζS(A)| = |S(A)| = |A|!(|M | − |A|)! für jedes ζ ∈ SM .

LEMMA 1.6. Für je zwei Permutationen ζ, ω ∈ SM  gilt

ζS(A) = ωS(A) ⇐⇒ ζS(A) ∩ ωS(A) �= ∅.

Beweis. Die Richtung 
”⇒“  ist klar. Umgekehrt schliessen wir im Fall ζσ = ωτ  mit σ, τ ∈ S(A):

τσ−1 ∈ S(A) =⇒ ζ = ωτσ−1 ∈ ωS(A)

und folglich (wegen der Gleichheit der Mengen S(A) = {τσ−1 | σ ∈ S(A)})

ωS(A) = {ωτσ−1 | τ ∈ S(A)} = {ζτ | τ ∈ S(A)} = ζS(A).

Wegen ζ ∈ ζS(A) liefern die Bahnen somit eine Partition von SM in
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(
n

k

)
=

n!

k!(n− k)!
(mit n = |M | und k = |A|)

verschiedene Blöcke der Mächtigkeit k!(n — k)!.

EX. 1.6. Sei M = {1, . . . , n}. Im Fall A =  oder A = M haben wir S(A) = SM und erhalten SM als die einzige Bahn bzgl. 
S(A). Im Fall A1 = {1}

i
 gibt es n Bahnen bzgl. S(A1). Wir betrachten die n zyklischen Permutationen

ρ0 = 123 . . . (n− 1)n

ρ1 = 234 . . . (n− 1)n1

ρ2 = 345 . . . (n− 1)n12

...
ρn−1 = n12 . . . (n− 2)(n− 1).

Dann sind die n verschiedenen Bahnen:

S(A1) = ρ0S(A1), ρ
1S(A1), . . . , ρ

n−1S(A1).

Spernertheorie. Sei M eine n-elementige Menge, die wir ohne Beschränkung der Allgemeinheit als M = {1, 2, . . . , n}  
annehmen. F  sei ein System von Teilmengen F ⊆ M . Dazu definieren wir die Teilsysteme

Fi := {F ∈ F | |F | = i} (i = 0, 1, . . . , n)

und setzen fi := |Fi|. Das Profil von F  ist dann der Kardinalitätenvektor 

f = (f0, f1, . . . , fn).

In der allgemeinen Spernertheorie11 interessiert man sich dafür, wie gross eine Mengenfamilie F  sein kann, wenn sie 
bestimmte Eigenschaften haben muss.

Zum Beispiel nennt man F  eine Spernerfamilie (oder Antikette), wenn F  die Eigenschaft hat, dass keine Menge eine 
andere echt enthält, d.h. dass für alle F,G ∈ F  die folgende Implikation gilt:

F ⊆ G =⇒ F = G.

Haben z.B. alle Mengen in F  die gleiche Mächtigkeit, dann ist F  eine Spernerfamilie (s. auch Satz 1.2).

11 E. SPERNER (1905-1980)
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Die allgemeine LYM-Ungleichung. Seien die Mengen Ai ⊆ M  definiert als

A0 = ∅ und Ai := {1, 2, . . . , i} (i = 1, . . . , n).

Wir schreiben allgemein kurz Si = S(Ai) und halten nun einen Parameter t mit 0 ≤ t ≤ n fest. Sei i irgendeine natürliche 
Zahl mit t ≤ i ≤ n. Wir betrachten die Bilder von Ai unter Permutationen, die At fixieren, d.h.

Wt
i := {σ(Ai) | σ ∈ St}

und ebenso die verschiedenen Bilder von At unter Permutationen, die Ai fixieren:

At
i := {τ(At) | τ ∈ Si}.

Wir finden:

wt
i := |Wt

i | =
(
n− t

i− t

)
und ati := |At

i| =
(
i

t

)
.

Sei R ⊆ SM eine Menge von Permutationen derart, dass

SM =
⋃

ρ∈R
ρSt .

Sei nun F  ein nichtleeres System von Teilmengen von M und (wie oben)

Fi = {F ∈ F | |F | = i} und fi := |Fi| .

Für jedes F ∈ Fi, ρ ∈ R und π ∈ SM  definieren wir den Inzidenzkoeffizienten

λ(F, ρ, π) :=

{
1 wenn F = π(ρ(Ai)),

0 sonst.

Sei t ≤ m ≤ n  beliebig (aber fest gewählt). Wir sagen, F  habe die Eigenschaft (Σt),  falls für jede Permutation 
π ∈ SM g gilt:

(Σt)
∑

ρ∈R

m∑

i=t

∑

F∈Fi

λ(F, ρ, π)

ati
≤ 1 .
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Nach dem Prinzip des doppelten Zählens (Summationsvertauschung) beobachten wir:

LEMMA 1.7. Für alle 0 ≤ t ≤ m ≤ n  gilt:

(Σt) =⇒
m∑

i=t

fi
wt
i

≤ 1

Beweis. Zu jedem F ∈ Fi und ρ ∈ R gibt es (n − i)!i!  viele Permutationen π ∈ SM  derart, dass λ(F, ρ, π) = 1.  Da 
SM von Bahnen ρSt mit ρ ∈ R  überdeckt wird, haben wir

|R| ≥
(
n

t

)
.

Wir schliessen somit aus (Σt), :

n! =
∑

π∈SM

1 ≥
∑

π∈SM

∑

ρ∈R

m∑

i=t

∑

F∈Fi

λ(F, ρ, π)

ati

≥
m∑

i=t

∑

F∈Fi

∑

ρ∈Fi

∑

π∈SM

λ(F, ρ, π)

ati

=

m∑

i=t

∑

F∈Fi

∑

ρ∈R

(n− i)!i!

ati

≥
m∑

i=t

∑

F∈Fi

(
n

t

)
(n− i)!i!

ati

=
m∑

i=t

(
n

t

)
fi(n− i)!i!

ati
= n!

m∑

i=t

fi
wt

i

.

Wir betrachten zwei Spezialfälle von Lemma 1.7. Bei t = 0 ist

w0
i =

(
n

i

)
und a0i = 1.

Es gibt nur die eine Bahn S0 = SM bzgl. t = 0 (vgl. Ex. 1.6).

PROPOSITION 1.1 (Lubell/Yamamoto/Meshalkin). Für jede beliebige Spernerfamilie F  gilt die sog. LYM-Ungleichung:

(16)
n∑

i=0

fi(
n
i

) ≤ 1 .
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Beweis. Wir beobachten, dass es zu jedem π ∈ SM  höchstens ein F ∈ F  geben kann mit j
λ(F, ρ0, π) = 1. Denn λ(F ′, ρ, π) = 1  bedeutet

F = π(Ai) und F ′ = π(Aj)

für geeignete Indices i, j. Denn wäre z.B. i < j und somit Ai ⊂ Aj ,  dann hätte man auch F ⊂ F ′,  was bei einer Sperner-
Familie aber nicht sein kann! Ebenso schliesst man j < i und folgert i = j. Also ist (Σt),  erfüllt. (16) folgt deshalb direkt 
aus Lemma 1.7.

SATZ 1.2 (Sperner). Ist F  eine Spernerfamilie mit einer n-elementigen Grundmenge M, dann gilt

|F| ≤
(

n

�n/2�

)
.

Insbesondere bildet die Menge aller Teilmengen F ⊆ M  der Kardinalität |F | = �n/2�  eine maximale Spernerfamilie.
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(
n

k+1

)
(
n
k

) =
n− k

k + 1

{
≥ 1 falls k < �n/2�,
≤ 1 falls k ≥ �n/2�.

Die Binomialkoeffizienten wachsen also mit k bis k = �n/2�  und fallen dann. Also schliessen wir aus der LYM-
Ungleichung:

|F| = f0 + f1 + . . .+ fn ≤ w�n/2�(f0/w0 + f1/w1 + fn/wn) ≤ w�n/2� .

w�n/2�  ist also eine Obergrenze der Mächtigkeit einer Spernerfamilie. Sie wir von der Familie der Teilmengen 
F ⊆ M der Kardinalität |F | = �n/2�  erreicht.

Der Satz von Erdös, Ko und Rado. Sei F  eine Spernerfamilie mit der zusätzlichen Eigenschaft

F, F ′ ∈ F =⇒ |F ∩ F ′| ≥ 1 und |F |, |F ′| ≤ n/2 .

Wir betrachten t = 1 und wählen m = �n/2�. Dann ergibt sich

w1
k =

(
n− 1

i− 1

)
und ‖a1i ‖ = i .

Für ein Repräsentantensystem R  bzgl. der S1-Bahnen wählen wir die zyklischen Permutationen ρk  aus Ex. 1.6.

Wieviele Paare (F, ρ) mit λ(F, ρ, π) = 1 kann es zu einer festen Permutation π geben? Um die Frage zu beantworten, 
können wir π als die identische Permutation ι  annehmen. Denn sonst betrachten wir einfach die äquivalente Spernerfamilie

Fπ = {π−1(F ) | F ∈ F}

mit der Eigenschaft

λ(F, ρ, π) = 1 ⇐⇒ λ(π−1(F ), ρ, ι) = 1.

Unter der Annahme π = ι interessieren wir uns für die Mächtigkeit der Menge

Aλ := {F ∈ F | ∃ρ ∈ R : λ(F, ρ, ι) = 1}
= {F ∈ F | F = ρ(Ai) für ein ρ ∈ R und 1 ≤ i ≤ �n/2� }.

Sei iλ := min{|F | | F ∈ Aλ}. Wir behaupten
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(17) |Aλ| ≤ iλ .

Um dies einzusehen, stelle man sich die Menge M = {1, . . . , n}  im Kreis angeordnet vor. Die Teilmengen der Form 

F = ρ(Ai)  sind nun Kreisintervalle der Länge 
g

i ≤ n/2. Da Aλ ⊆ F  selber eine Spernerfamilie ist, überlappen sich 
alle Intervalle in 

/
Aλ und besitzen folglich einen gemeinsamen Punkt

a ∈
⋂

{F ∈ Aλ}.

Ausserdem ist jedes Intervall schon durch seinen linken (und ebenso durch seinen rechten) Endpunkt eindeutig bestimmt 
(sonst wäre mindestes ein F ∈ Aλ  in einem anderen F ′ ∈ Aλ  enthalten!).

Sei F ∈ Aλ  minimal (d.h. |F | = iλ). Jedes andere Kreisintervall F ∈ Aλ  hat entweder genau den linken oder 
genau den rechten Endpunkt in F . Dieser liegt entweder links von a ∈ F  oder rechts von a. Also gibt es höchstens 

 solcher Intervalle, wie in (17) behauptet.

Aus der Eigenschaft (17) folgt nun sofort

m∑

i=1

∑

F∈Fi

λ(F, ρ, π)

ati
≤

n∑

i=1

∑

F∈F

λ(F, ρj , σ)

iλ
=

|Aλ|
iλ

≤ 1 .

und damit die Ungleichung von Bollobás12:

(18)
�n/2�∑

i=1

fi(
n−1
i−1

) ≤ 1

Der Spezialfall F = Fk (d.h. |F| = fk)  liefert daraus:

SATZ 1.3 (Erdös-Ko-Rado13 ). Sei F  eine Familie von k-elementigen Teilmengen der n-elementigen Menge M derart, dass 
 und

Dann gilt

12 B. BOLLOBáS (*1943)
13 P. ERDö S (1913-1996), CH. KO (1910-2002), R. RADO (1906-1989)
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|F| ≤
(
n− 1

k − 1

)
.

Eine im Sinne von Satz 1.3 extremale Mengenfamilie F  kann man leicht angeben: Man halte ein beliebiges Element 
 fest und wähle F  als die Menge aller Teilmengen  der Kardinalität k  n=2, die a enthalten. F  ist 

eine Spernerfamilie von sich paarweise überschneidenden Mengen, deren Kardinalität  die Schranke von Erdös, Ko 
und Rado erreicht.

BEMERKUNG. Die klassische LYM-Ungleichung (16) lässt sich leicht auf Spernerfamilien F  linearer Unterräume eines 
endlichen Vektorraums verallgemeinern, wenn man das Profil so definiert:

fi := Anzahl der Teilräume F mit dim F = i.

In wieweit die Bollobás-Ungleichung (18) und Satz 1.3 entsprechend verallgemeinert werden kann, ist eine offene Frage.
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2 Polynomalgebra
Unter einer (reellen) Polynom14funktion in den Variablen x1, . . . , xk  versteht man eine Funktion f : Rk → R  der Form

(19) f(x1, . . . , xk) =
∑

0≤i1,...,ik≤n

ai1...ikx
i1
1 . . . xikk

mit n ∈ N  und den Koeffizienten ai1...ik ∈ R. . Polynomfunktionen kann man addieren und miteinander 
multiplizieren, ohne den Bereich der Polynomfunktionen zu verlassen. In diesem Sinn sind Polynombereiche algebraische 
Verallgemeinerungen von Zahlbereichen. Zusätzlich können Polynome aber auch als Funktionen gesehen werden, die 
nach Substitutionen von reellen Zahlenwerten ξi ∈ R  in die Variablen xi des Polynomns dann konkrete reelle Zahlen

f(ξ1, . . . , ξk) =
∑

0≤i1,...,ik≤n

ai1...ikξ
i1
1 . . . ξikk

produzieren. Ausserdem kann man noch ausnutzen, dass alle Ableitungen von Polynomfunktionen existieren (und selber 
wieder Polynomfunktionen sind).

Das Zusammenspiel der algebraischen und funktionellen Sichtweise von Polynomen führt oft zu eleganten Ableitungen 
von kombinatorischen Identitäten, d.h. funktionellen Beziehungen (bzw. ”Formeln“) für kombinatorische Zählgrössen.

1 Der Binomialsatz

Zu der MengeM = {1, . . . , n}  gesellen wir (reelle) Polynomfunktionen in den 2n Variablen x1, . . . , xn, y1, . . . , yn.  
Unter einem Binom15 verstehen wir ein Polynom der speziellen Form b(xi, yi) = xi + yi.  Fundamental für die 
kombinatorische Zähltheorie ist der folgende Binomialsatz, der eigentlich nichts anders tut als das Produkt aller Binome 
ausmultiplizieren. Dabei benutzen wie die Kurzschreibweise für Produkte von Variablen zu beliebigen Indexteilmengen 

S ⊆ M :

xS :=

{
1 (S = ∅)∏

i∈S xi (S �= ∅)

yS :=

{
1 (S = ∅)∏

j∈S yj (S �= ∅).

SATZ 2.1 (Binomialsatz). Es gilt die sog. Binomialidentität

14 poly (griech.) Vorsilbe für „viele“
15 bi lat. Vorsilbe für „zwei“
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(20)
∏

i∈M
(xi + yi) =

∑

S⊆M

xSyN\S .

Beweis. Wir argumentieren per Induktion über n = |M |  und stellen sofort fest, dass die behauptete Identität für 
n = 0 (d.h. M = ∅)  trivialerweise richtig ist. Für den Induktionsschritt rechnet man:

(xn + yn)
n−1∏

i=1

(xi + yi) = (xn + yn)
∑

S ��n

xSyM\(S∪n)

=
∑

S ��n

xnxSyM\(S∪n) +
∑

S ��n

xSyM\(S∪n)yn

=
∑

S�n

xSyM\S +
∑

S ��n

xSyM\S

=
∑

S⊆M

xSyM\S .

1.1. Kombinatorische Identitäten. Durch Substitution reeller Zahlen in einige der Variablen xi und yi ergibt sich eine 
Fülle kombinatorischer Identitäten.

Beispiele. y1 = . . . = yn = 1, x1 = . . . = xn = x  und somit

xS = x|S| und yS = 1 für alle S ⊆ M .

Fasst man nach dieser Substitution in dem Summenausdruck der Binomialidentität (20) die Terme nach Potenzen von x 
zusammen, so ergibt sich die Identität

(x+ 1)n =
∑

S⊆M

x|S| =
n∑

k=0

C(n, k)xk =
n∑

k=0

(
n

k

)
xk .

Daraus gewinnen wir mit x = 1 eine uns schon bekannte Identität:

2n =

n∑

k=0

(
n

k

)
=

n∑

k=0

C(n, k)

Die Wahl x = —1 führt auf

0 =
n∑

k=0

(−1)kC(n, k) bzw.:
∑

k ungerade
C(n, k) =

∑

k gerade
C(n, k) .
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Das heisst:

•	 Es gibt genausoviele Teilmengen mit ungerader Mächtigkeit wie mit gerader Mächtigkeit.

Durch Ableiten der reellen differenzierbaren Funktion

f(x) = (x+ 1)n =

n∑

i=0

C(n, i)xi

erhalten wir auch sofort eine explizte Formel für die Binomialkoeffizienten. Die k ten Ableitungen der beiden Seiten

(
d

dx

)k

(x+ 1)n = n(n− 1) . . . (n− k + 1)(x+ 1)n−k

(
d

dx

)k n∑

i=0

C(n, i)xi =
n∑

i=k

i(i− 1) . . . (i− k + 1)C(n, i)xi−k

sind natürlich gleich. Für x = 0 bleibt im Summenausdruck der kten Ableitung nur der Term mit i = k übrig. Das ergibt 
die Gleichheit
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n(n− 1) . . . (n− k + 1) = k(k − 1) . . . (k − k + 1)(C(n, k)

und somit

C(n, k) =
(n)k
k!

=
n!

k!(n− k)!
.

1.2. Das Cauchy-Produkt. Die Multiplikation zweier Polynomfunktionen in der Variablen x ergibt wieder eine 
Polynomfunktion in der Variablen x:

(p0 + p1x+ . . .+ pnx
n)(q0 + q1x+ . . .+ qmxm)

= p0q0 + (p0q1 + p1q0)x+ (p0q2 + p1q1 + p2q0)x
2 + . . .

= r0 + r1x+ r2x
2 + . . .+ rn+mxn+m.

Das Ausmultiplizieren und Zusammenfassen nach Potenzen von x zeigt sofort:

(21) rj =
∑

i+k=j

piqk (j = 0, 1, . . . , n+m)

Der nach der Polynommultiplikationsregel (21) berechnete Koeffizientenvektor

(r0, r1, . . . , rn+m) = (p0, p1, . . . , pn) ∗ (q0, q1, . . . , qm)

ist als das Cauchy16-Produkt der Vektoren (p0, . . . , pn) und (q0, . . . , qm)  bekannt.

Die Vandermondesche Identität. Aus der Produktregel (21) ergibt sich z.B. die Vandermonde17sche Identität (22). Seien 
nämlich a, b ∈ N  beliebige natürliche Zahlen und n = a+ b. Dann schliessen wir aus dem Binomialsatz:

a+b∑

k=0

(
a+ b

k

)
xk = (x+ 1)a+b = (x+ 1)a(x+ 1)b

=

(
a∑

i=0

(
a

i

)
xi

)
·




n∑

j=0

(
b

j

)
xj



 .

Das Cauchy-Produkt besagt in diesem Fall:

16 A.L. CAUCHY (1789-1857)
17 A. VANDERMONDE (1735-1796)
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(22)
(
a+ b

k

)
=

k∑

i=0

(
a

i

)(
b

k − i

)

BEMERKUNG. Die Vandermondsche Identität (22) kann man kombinatorisch so interpretieren: Man teilt die n-elementige 
Menge M in disjunkte Teilmengen Ma mit |Ma| = a und Mb mit |Mb| = b  auf. Eine k-elementige Teilmenge von M 
konstruiert man dann, indem man i Elemente aus Ma und k — i Elemente aus Mb wählt.

Die elementarsymmetrischen Funktionen. Der Binomialsatz besagt bei der Variablensubstitution 
x1 = . . . = xn = x und y1 = −x1, . . . , yn = −xn:

(x− x1) . . . (x− xn) = σ0x
n − σ1x

n−1 + σ2x
n−2 + . . .+ (−1)nσn

mit

σ0 := 1

σ1 := x1 + x2 + . . .+ xn

σ2 := x1x2 + . . .+ x2x3 + . . .+ xn−1xn

σ3 := x1x2x3 + x1x2x4 + . . .
...

σn := x1x2 . . . xn.

Die σ0, σ1, . . . , σn  sind die sog. elementarsymmetrischen Funktionen bzgl. der Unbestimmten x1, . . . , xn  (und 
entsprechen einfach einer Auflistung sämtlicher Teilmengen der Indexmenge {1, 2, . . . , n} nach ihren Kardinalitäten).

Substituieren wir ferner x1 = ξ2, . . . , xn = ξn,  so berechnet man aus den elementarsymmetrischen Funktionen σi per

an−i := (−1)iσi(ξ1, . . . , ξn)

genau die Koeffizienten an−i  des reellen Polynoms in der Variablen x mit den Nullstellen ξ1, . . . , ξn:

(x− ξ1) . . . (x− ξn) = xn + an−1x
n−1 + . . .+ a1x+ a0 .

1.3. Polynomvektorräume. Sei R[x]  die Menge aller reeller Polynomfunktionen in einer Variablen x. Bzgl. der Addition 
und Multiplikation mit reellen Skalaren erweist sich R[x]  als Vektrorraum über dem Skalarkörper R.  Die sog. 
Standardbasis von R[x]  besteht aus den Elementen

1, x, x2, . . . , xn, . . .
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und ist ein Erzeugendensystem, aus dem sich jede Polynomfunktion in R[x]  als (endliche) Linearkombination 
konstruieren lässt. Aber auch sehr viele andere Erzeugendensysteme existieren.

LEMMA 2.1. Jede beliebige Folge b(0)(x), b(1)(x), . . . , b(n)(x), . . .
( ) ( )

 von reellen Polynomfunktionen 

b(n)(x) =
∑n

i=0 b
(n)
i xi mit b(n)n �= 0 f für alle n ∈ N  ergibt ein Erzeugendensystem für R[x] .

Beweis. Wir zeigen per Induktion, dass sich jedes xn als Linearkombination von Funktionen vom Typ b(n)(x)  darstellen 
lässt. Für n = 0 ist das klar, da (wegen b(0)0 �= 0  die Polynomfunktion b(0)(x) einen konstanten Wert b0 �= 0 annimmt 
und somit

x0 = 1 = b−1
0 b(0)(x)

ergibt. Sei  Dann haben wir

xn = b−1
n

(
b(n)(x)−

n−1∑

k=0

bkx
k
)
= b−1

n b(n)(x) +

n−1∑

k=0

(−b−1
n bk)x

k.

Nach Induktionsvoraussetzung sind alle xk mit k ≤ n−1 als Linearkombinationen gewisser b(j)(x) darstellbar. Also 
auch xn.
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Binomialkoeffizienten. Vom Standpunkt der Polynomalgebra aus kann man viele kombinatorische Identitäten als 
Umrechnungsformeln interpretieren, die ein lineares Erzeugendensystem von R[x]  in ein anderes überführen. Zum 
Beispiel weist die Identität

(x+ 1)n =

n∑

k=0

(
n

k

)
xk

die Binomialkoeffizienten als die Umrechnungskoeffizienten aus, um die Polynomfunktionen

1, x+ 1, (x+ 1)2, . . . , (x+ 1)n, . . .

mittels der Standardbasis auszudrücken.

EX. 2.1. Man bestimme Koeffizienten a0, . . . , an ∈ R  R mit der Eigenschaft

xn =

n∑

k=0

ak(x+ 1)n.

(Hinweis: Man wende den Binomialsatz auf (x− 1)n  an.)

Stirlingzahlen. Nach Lemma 2.1 bilden die Polynome

(x)n = x(x− 1) . . . (x− n+ 1) (n = 0, 1, 2, . . .)

ein Erzeugendensystem von R[x] . Analoges gilt für die Polynome

(x)n = x(x+ 1) . . . (x+ n− 1) = (−1)n(−x)n.

LEMMA 2.2. xn =

n∑

k=0

S(n, k)(x)k.

Beweis. Wir erinnern an die Identität (12) bzgl. der Stirlingzahlen zweiter Art:

rn −
n∑

k=0

S(n, k)(r)k = 0 für alle r ∈ N.

Das bedeutet, dass das reelle Polynom
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p(x) = xn −
n∑

k=0

S(n, k)(x)k

unendlich viele Nullstellen besitzt. Also muss p(x) das Nullpolynom sein (vgl. Lemma 2.4 in Abschnitt 2.1).

LEMMA 2.3. (x)n =

n∑

k=0

(−1)n−ks(n, k)xk.

Beweis. Wir beweisen die äquivalente Aussage

(x)n =

n∑

k=0

s(n, k)xk

per Induktion. Gemäss der Rekursion der Stirlingzahlen erster Art rechnen wir

(x)n = (x+ n− 1)(x)n−1

=

n−1∑

k=0

s(n− 1, k)xk+1 +

n−1∑

k=0

(n− 1)s(n− 1, k)xk

=

n∑

k=0

s(n− 1, k − 1)xk +

n∑

k=0

(n− 1)s(n− 1, k)xk

=

n∑

k=0

[s(n− 1, k) + (n− 1)s(n− 1, k)]xk

=

n∑

k=0

s(n, k)xk.

BEMERKUNG. Aufgrund der obigen Lemmata sagt man, die Koeffizienten S(n, k) und (−1)n−ks(n, k)  seien zueinander 
reziprok. Die Zahlen (−1)n−ks(n, k)  heissen auch signierte Stirlingzahlen 1. Art.

2 Division mit Rest

Zu je zwei Zahlen m,n ∈ N mit n ≥ 1,  gibt es bekanntlich eindeutig bestimmte Zahlen d, r ∈ N  mit der Eigenschaft

m = dn+ r und r < n.

Dabei ist d = �m/n� die grösste natürliche Zahl  ≤ m/n. ist der sog. Rest der Division von m durch n.

Eine völlig analoge Eigenschaft beobachtet man in R[x] , wenn man die „Grösse“ eines Polynoms durch seinen Grad misst.

BEMERKUNG. Der Grad des Polynoms p(x) =
∑n

i=0 aix
i  ist der Parameter
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(23) G(p) :=

{
−∞ wenn a0 = . . . = an = 0;

max{i | ai �= 0} sonst.

SATZ 2.2. Zu je zwei Polynomen q(x), p(x) ∈ R[x] mit G(q) ≥ 1  gibt es Polynome d(x), r(x) ∈ R[x]  mit der 
Eigenschaft

q(x) = d(x)p(x) + r(x) und G(r) < G(p) .

Die Gültigkeit von Satz 2.2 ist mit der folgdenden algorithmischen Konstruktion18 leicht einzusehen. Sei z.B.

q(x) =

m∑

i=0

qix
i.

DIVIONSALGORITHMUS:

•	 Im Fall G(q) < G(p) nimmt man d(x) ≡ 0  und r(x) = q(x).
•	 Im Fall G(q) ≥ G(p) subtrahiert man ein Vielfaches von p(x), nämlich

18 das Verfahren geht zurück auf EUKLID (ca. 300 v. Chr.)
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qmxm−np(x),

von q(x). Ist der Grad danach immer noch ≥ G(p), bringt man wieder den höchsten Koeffizienten zum Verschwinden 
und fährt fort, bis man den Grad des Restes unter G(p) gedrückt hat.

2.1. Nullstellen und Eindeutigkeit. Sei q(x) =
∑n

k=0 qkx
k ∈ R[x] ein Polynom und ξ0 ∈ R  eine beliebige reelle 

Zahl. Dann liefert der Divisionsalgorithmus bzgl. p(x) = x− ξ  die Darstellung

q(x) = d(x)(x− ξ0) + r(x) mit G(r) ≤ 0.

Das Restpolynom r(x) ist also konstant mitWert r(ξ0) = q(ξ0).. Im Fall q(ξ0) = 0  ergibt sich somit die Faktordarstellung

q(x) = d(x)(x− ξ0) ⇐⇒ q(ξ0) = 0.

Sind ξ0, ξ1, . . . , ξk  alle Nullstellen von q(x), dann sind ξ1, . . . , ξk  alle Nullstellen von d(x). Wir können also d(x) 
faktorisieren usw. und erhalten die Darstellung

(24) q(x) = d(x)(x− ξ0)(x− ξ1) . . . (x− ξk).

Daraus erschliesst man eine wichtige Eigenschaft:

LEMMA 2.4. Sei q(x) ∈ R[x]  ein Polynom mit k ≥ G(q) + 1 verschiedenen Nullstellen. Dann ist q(x) das Nullpolynom.

Beweis. Im Fall k ≥ G(q) und G(d) ≥ 0,,ergäbe sich aus dem Produkt der rechten Seite von (24) ein Polynom vom Grad 
mindestens k +1 > G(q) und somit ein Widerspruch zur Annahme. Also gilt d(x) ≡ 0 und folglich auch q(x) ≡ 0..

Aus Lemma 2.4 ergibt sich ausserdem, dass jede Polynomfunktion p(x) ∈ R[x]  eine eindeutige Darstellung hat:

(25)
n∑

i=0

aix
i = p(x) =

n∑

i=0

bix
i =⇒ ai = bi (i = 0, 1, . . . , n).

In der Tat hat das Differenzpolynom q(x) =
∑n

i=0(ai − bi)x
i  unendlich viele Nullstellen und folglich Grad 

G(q) = −∞, d.h. ai — bi = 0 gilt für alle i = 0, . . . ,n.

BEMERKUNG. Natürlich kann man auch Polynomfunktionen über anderen Zahlbereichen als R  (z.B. Ringe oder 
endliche Körper) betrachten (s. Kapitel 3). Die Eindeutigkeit der Darstellung ist dann aber nicht unbedingt gewährleistet.
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3 Ringe
Bekanntlich erweitert man den Rechenbereich N  der natürlichen Zahlen durch Hinzunahme der negativen Zahlen zum 
Bereich der ganzen Zahlen

Z = {. . . ,−n, . . . ,−1, 0,+1, . . . , n, . . .},

aus dem der Bereich Q = {a/b | a, b ∈ Z, b �= 0}  der rationalen Zahlen als Brüche ganzer Zahlen entsteht. Durch 
Limesüberlegungen wird Q  schliesslich zum Bereich R  reellen Zahlen ergänzt. Das Rechnen in diesen Bereichen, die 
Addition und Multiplikation, kann zu einem noch abstrakteren Rechnen verallgemeinert werden, das zu kombinatorischer 
Analyse nützlich sein kann, wie wir schon in Kapitel 2 gesehen haben. Wir gehen hier auf diese algebraischen Aspekte 
nochmals allgemein ein.

1 Halbgruppen und Ringe

Sei G eine Menge mit einer binäre Operation ◦,  d.h. einer Abbildung

◦ : G×G → G.

Der Einfachheit halber schreibt man ”a ◦ b“  anstelle des etwas umständlichen (aber eigentlich korrekten) ”◦(a, b)“.  
Ein Neutralelement der algebraischen Struktur (G, ◦) ist ein Element e ∈ G  mit der Eigenschaft

g ◦ e = e ◦ g = g für alle g ∈ G .

G = (G, ◦) ist eine Halbgruppe, wenn G ein Neutralelement besitzt und zusätzlich G assoziativ ist in dem Sinn

a ◦ (b ◦ c) = (a ◦ b) ◦ c für alle a, b, c ∈ G.

Diese Assoziativitätseigenschaft besagt: Elemente von G dürfen beim Rechnen beliebig „zusammengefasst“ werden. Wir 
können somit auf das Setzen von Klammern verzichten, ohne Widersprüche befürchten zu müssen. Zum Beispiel:

a ◦ (b ◦ c ◦ d) = a ◦ ((b ◦ c) ◦ d) = (a ◦ (b ◦ c)) ◦ d = (a ◦ b ◦ c) ◦ d
= a ◦ b ◦ c ◦ d .

Die Halbgruppe G ist eine Gruppe, wenn es zu jedem Element g ∈ G ein sog. inverses Element gibt, d.h. eine Element 

f ∈ G mit der Eigenschaft

f ◦ g = e .
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Die Halbgruppe G = (G, ◦) ist kommutativ (oder abelsch), wenn beim Rechnen die Reihenfolge der Elemente 
unmassgeblich ist, d.h. wenn für alle a, b ∈ G gilt:

a ◦ b = b ◦ a .

BEMERKUNG. Binäre Operationen in Halbgruppen werden auch mit einem Additionssymbol oder mit einem 
Multiplikationssymbol notiert. Das zu a inverse Element wird bei additiver Schreibweise als 

”−a“  und bei multiplikativer 
Schreibweise als 

”a
−1“ notiert.

EX. 3.1. Die Menge MM aller Abbildungen f : M → M  bildet eine Halbgruppe (MM , ◦) bzgl. der Operation der 
Hintereinanderausführung

(f ◦ g)(m) := g(f(m) für alle f, g ∈ MM und m ∈ M .

Neutralelement ist die identische Abbildung ι : M → M mit ι(m) = m.

EX. 3.2. Die „symmetrische Gruppe“ SM ist ein Gruppe. Genau im Fall |M | ≤ 2 ist SM kommutativ.

EX. 3.3. Die natürlichen Zahlen bilden die kommutative Halbgruppe (N,+) mit Neutralelement 0. (Z,+) ist eine 
kommutative Gruppe mit (—n) als inverses Element von n ∈ Z.
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(Z \ {0}, ·)  ist eine (abelsche) Halbgruppe bzgl. der Multiplikation mit Neutralelement 1, aber keine Gruppe, da Division 
(d.h. die inverse Operation) nicht uneingeschr änkt durchführbar ist. (Q \ {0}, ·)  ist eine abelsche Gruppe.

Division auf f Q \ {0} ist eine binäre Operation, die weder assoziativ noch kommutativ ist.

Sei nun R = (R,+, ·) eine Menge, auf der zwei kommutative Operationen definiert sind, die wir als „Addition“ und 
„Multiplikation“ bezeichnen. Ausserdem gebe es zwei spezielle Elemente 0, 1 ∈ R.

Wir sagen R = (R,+, ·) ist ein (kommutativer) Halbring, falls

(R.1) (R,+) ist eine kommutative Halbgruppe mit Neutralelement 0.
(R.2) (R \ {0}, ·) ist eine (kommutative) Halbgruppe mit Neutralelement 1.
(R.3) Für alle a, b, c ∈ R gilt: a · (b+ c) = (a · b) + (a · c) .

BEMERKUNG. Mit der üblichen Verabredung, dass Multiplikation stärker bindet als Addition, wird das sog. Distributivgesetz 
(R.3) auch einfach so notiert:

a(b+ c) = ab+ ac.

Der Halbring R ist ein Ring, wenn (R,+)  eine Gruppe ist, und ein Körper, wenn (R,+)  und (R \ {0}, ·) Gruppen sind.

EX. 3.4. (N,+, ·) ist ein Halbring aber kein Ring. (Z,+, ·) ist ein Ring aber kein Körper. (Q,+, ·) und (R,+, ·)  sind 
Körper. R[x]  ist ein Ring.

1.1. Boolesche Algebra. Die Boolesche Algebra B2 = ({0, 1},⊕,�) ist ein 2-elementiger Halbring (aber kein Körper) 
mit Addition und Multiplikation wie folgt:

⊕ 0 1
0 0 1
1 1 1

� 0 1
0 0 0
1 0 1

.

Man denkt sich B2  zusätzlich mit der Negationsoperation x → x  ausgestattet, wobei

x = 1 :⇐⇒ x = 0.

Auf Bn = {0, 1}nkann man nun komponentenweise gemäss B2  rechnen:

(x1, . . . , xn)⊕ (y1, . . . , yn) := (x1 ⊕ y1, . . . , xn ⊕ yn)

(x1, . . . , xn)� (y1, . . . , yn) := (x1 � y1, . . . , xn � yn)

(x1, . . . , xn) := (x1, . . . , xn).
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EX. 3.5. Interpretiert man einen Vektor x ∈ {0, 1}n  als Indikator einer Teilmenge 
p

X ⊆ N := {1, . . . , n}, so entspricht 
die Addition in Bn mengentheoretisch der Vereinigung und die Multiplikation in Bn dem Durchschnitt. Die Negation 
entspricht der Komplementbildung:

x ←→ N \X.

Also bildet die Potenzmenge (d.h. die Familie aller Teilmengen) von N im Sinne der Booleschen Algebra einen Halbring mit 
Negationsoperation.

1.2. Binäre Vektorräume. Rechnet man auf der Menge {0, 1}  additiv und mulitplikativ wie folgt:

+ 0 1
0 0 1
1 1 0

· 0 1
0 0 0
1 0 1

,

dann erhält man den 

Z2 = ({0, 1},+, ·). Folglich kann man {0, 1}n auch als den n-dimensionalen Vektorraum Zn
2  über Z2  auffassen.

VORSICHT: Addition in Bn und Addition in Zn
2  sind verschieden!

EX. 3.6. Sei n ≥ 2. Definiert man in Zn
2  eine Multiplikation analog zu Bn,

(x1, . . . , xn) · (y1, . . . , yn) := (x1 · y1, . . . , xn · yn),

dann erhält man den Ring (Zn
2 ,+, ·)– aber keinen Körper!

EX. 3.7. Man kann das Rechnen in B2  durch Z2  imitieren:

a⊕ b = a+ b+ (a · b) und a = a+ 1.

Umgekehrt kann man Rechnungen bzgl. Z2  in B2  nachbilden:

a+ b = (a� b)⊕ (a� b).

1.3. Entfernungen. Sei R := R ∪ {∞} der erweiterte reelle Zahlbereich mit der zusätzlichen Rechenregel

a+∞ := ∞ für alle a ∈ R.
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EX. 3.8. (R,⊕,�)  ist ein Halbring mit den algebraischen Operationen

a⊕ b := min{a, b} und a� b := a+ b.

Hier ist ∞  das Nullelement von (R,⊕). Einselement in (R,�) ist die reelle Zahl 0 ∈ R.

Der Halbring (R,⊕,�)  tritt z.B. in folgendem Zusammenhang auf:

Sei S = {s1, . . . , sn} eine Menge von n „Städten“. Eine Distanzmatrix bzgl. S ist eine Matrix D ∈ RS×S  mit 
(nichtnegativen) Einträgen d(s, t) ≥ 0 derart, dass

d(s, s) = 0 für alle s ∈ S.

Der Parameter d(s, t) kann als die „direkte Entfernung“ von s nach t gesehen werden. Ein k-Weg von s nach t ist eine 
Folge w = (v0, . . . , vk)  von (nicht notwendigerweise paarweise verschiedenen) „Städten“ vj ∈ S  mit s = v0 und t = 
vk. Die Länge des Weges ω ist

�(w) := d(v0, v1) + d(v2, v2) + . . .+ d(vk−1, vk).

Verwirklichen, worauf es ankommt –  
mit einer Karriere bei Siemens.
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Wir definieren die Entfernungsparameter

d(k)(s, t) := min{�(w) | w ist k-Weg von s nach t}.

Dann gilt offenbar die Bellman19-Rekursion für alle s, t ∈ N :

(26)
(B1) d(1)(s, t) = d(s, t)

(B2) d(k+1)(s, t) = min{d(k)(s, u) + d(u, t) | u ∈ S}

Denn man gelangt auf einem (k+1)-Weg von s nach t, indem man sich auf einem k-Weg von s zu einem u und dann von 
u auf einem 1-Weg nach t bewegt.

LEMMA 3.1. d(n)(s, t) ist die Länge eines kürzesten Weges von s nach t bzgl. derDistanzmatrix D.

Beweis. Sei w = (v0, v1, . . . , vk)  ein kürzester Weg von s = v0 nach t = vk. Im Fall k > n, durchläuft ω einen Kreis K. 
Denn da es ja nur n Städte gibt, muss nach dem Schubfachprinzip mindestens eine Stadt zweimal auftreten. Wir können 
auf das Durchlaufen von K verzichten und erhalten einen Weg ω' von s nach t, der sicherlich nicht länger ist. Also dürfen 
wir ohne Beschränkung der Allgemeinheit annehmen, dass ω kreisfrei ist und folglich k ≤ n gilt.

Andererseits können wir im Fall k < n, den Weg ω „künstlich“ zu einem n-Weg w′′  gleicher Länge �(w′′) = �(w) erweitern:

w′′ = (v0, . . . , vk, vk+1, . . . , vn) mit vk = vk+1 = . . . = vn = t.

Denn nach Voraussetzung gilt ja d(vk, vk+1) = . . . = d(t, t) = 0.  Also dürfen wir auch k = n annehmen. Das Argument 
zeigt:

Die Länge d(n)(s, t) ist die Länge eines kürzesten n-Weges von s nach t ist auch die Länge eines kürzesten Weges von s 
nach t schlechthin.

Bzgl. des Halbrings R  lässt sich der Rekursionsschritt (B2) algebraisch so ausdr ücken:

(27) d(k+1)(s, t) = (d(k)(s, s1)� d(s1, t))⊕ . . .⊕ (d(k)(s, sn)� d(sn, t)).

Dies bedeutet: Berechnen wir der Reihe nach die Potenzen D2, D3, . . . ,Dn der Matrix D nach den algebraischen Regeln 
des Halbrings R , d.h.

Dk+1 = Dk �D (k = 1, 2, . . . , n− 1),

19 R. BELLMAN (1920-1984)
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dann folgt aus (27), dass die k-Entfernungen leicht mit Hilfe der Matrixrechnung ermittelt werden können:

Die Elemente der Matrix Dk+1 sind genau
die Entfernungskoeffizienten d(k+1)(s, t).

Insbesondere ist Dn die Matrix der kürzesten Entfernungen.

EX. 3.9. Sei m ∈ N  so gross, dass n ≤ 2m (d.h. log2 n ≤ m). Dann braucht man nur m Matrixmultiplikationen, um Dn zu 
ermitteln:

D �D = D2, D2 �D2 = D4, . . . ,D2m−1 �D2m−1
= D2m = Dn.

Also: Zur Berechnung von Dn reichen �log2 n�  Matrixmultiplikationen aus.

1.4. K¨ urzesteWege. Dn ist die Matrix der kürzesten Entfernungen zwischen allen Städtepaaren bzgl. der Distanzmatrix 
D. Ist Dn bekannt, kann man leicht einen konkreten kürzesten Weg z.B. zwischen den Städten s und t konstruieren:

Wähle ein t1 ∈ S \ {t} mit d(n)(s, t) = d(n)(s, t1) + d(t1, t).

Wähle ein t2 ∈ S \ {t, t1} mit d(n)(s, t) = d(n)(s, t2) + d(t2, t1).

Wähle ein t3 ∈ S \ {t, t1, t2} mit d(n)(s, t) = d(n)(s, t3) + d(t3, t2).
usw.

Ein t1 der geforderten Art muss existieren, da es ja einen kürzestenWeg von s nach t gibt. t1 ist die Stadt vor dem Erreichen 
von t. Natürlich muss dann auch der Weg von s nach t1 minimale Länge haben. t2 ist die Stadt vort1 auf einem kürzesten 
Weg von s nach t1 usw. So erhält man schliesslich einen kürzesten Weg:

s → . . . → t3 → t2 → t1 → t.

2 Restklassen und endliche Körper

Wir betrachten zuerst N  und halten eine natürliche Zahl n ≥ 1 fest. Mit m  bezeichnen wir den Rest von m ∈ N  nach 
Division durch n:

m := m− �m/n�.

Nun kann man leicht nachrechnen, dass die folgenden Operationen wohldefiniert sind (d.h. nur von den jeweiligen 
Resten abhängen):
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m1 +m2 := m1 +m2

m1 ·m2 := m1 ·m2

Die n-elementige Menge Zn = {0, 1, . . . , n − 1}  aller möglichen Reste m  modulo n trägt die algebraische Struktur 
(Zn,+, ·).. Diese bildet einen Ring, den sog. Restklassenring. Zum Beispiel rechnen wir in 

)
(Zn,+, ·)  mit a, b ∈ Zn:

a+ b = a+ b

a+ (n− a) = n = 0

(d.h. (n− a) = −a (bzgl. der abelschen Gruppe (Zn,+))

a · b = ab

usw.

LEMMA 3.2. Der Restklassenring 
)
(Zn,+, ·)  modulo n ≥ 1 ist ein Körper genau dann, wenn n eine Primzahl ist.

Beweis. Ist n = pq das Produkt von Zahlen 1 ≤ p, q ≤ n — 1, dann finden wir

pq = pq = n = 0.

Wäre Zn  ein Körper, so besässen die Elemente p, q ∈ Zn \ {0} (multiplikativ) inverse Elemente p-1, q-1, die einen 
Widerspruch ergäben:
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1 = p−1pqq−1 = p−1q−1 · pq = p−1q−1 · n = p−1q−1 · 0 = 0.

Ist umgekehrt n eine Primzahl und 1 ≤ p ≤ n — 1, so betrachten wir die Abbildung f : Zn → Zn  mit f(x) = px. f ist 
injektiv. Denn sonst gäbe es Elemente 1 ≤ x < y ≤ n — 1 mit der Eigenschaft

f(x) = f(y) und folglich (y − x)p = 0,

d.h.: die Primzahl n teilt entweder (y—x) oder p. Das kann aber nicht sein, da beide Zahlen kleiner als n sind.

Da f injektiv (und Zn  endlich) ist, ist f sogar surjektiv. Also existiert ein p′ ∈ Zn  mit f(p′) = 1 und somit der 
Inverseneigenschaft:

p′ · p = f(p) = 1.

2.1. Endliche Körper. Im vorherigen Abschnitt wurde gezeigt, wie man aus dem Ring Z  und einer Primzahl p ∈ Z  den 
Körper Zp erhält. Genau die gleichen Konstruktionen und Argumente gestatten es, weitere endliche Körper zu gewinnen. 
Dazu definieren wir (analog zu R[x])) die Menge K[x] aller Polynome

p(x) = a0 + a1x+ . . .+ anx
n mit a0, . . . , an ∈ K.

Genauso wie bei R[x]) kann man in K[x] addieren, multiplizieren und Divisionen mit Rest durchführen. Insbesondere 
ist K[x] ein Ring.

Analog zum Begriff einer Primzahl nennen wir ein Polynom p(x) ∈ K[x]
[ ]

 vom Grad G(p) ≥ 1 prim,  prim, wenn 
für alle Polynome q1(x), q2(x) ∈ K[x]  mit Grad G(q1) ≥ 1 und G(q2) ≥ 1 gilt:

p(x) = q1(x)q2(x) =⇒ p(x) = q1(x) oder p(x) = q2(x).

Sei nun p(x) ∈ K[x] mit Gd(p) = n ≥ 1 f fest gewählt. Mit q(x)
)

 bezeichnen wir das Restpolynom, das man nach 
Division von q(x) durch p(x) erhält. Die möglichen Restpolynome haben die Form

r(x) = r0 + r1x+ . . .+ rn−1x
n−1 mit ri ∈ K beliebig.

Der Ring K[x]/p(x)  aller möglichen Reste hat also (nach dem zweiten fundamentalen Zählprinzip) die Kardinalität

|K[x]/p(x)| = |K| × |K| × . . .× |K| = |K|n.

Ganz genau wie das Lemma 3.2 beweist man nun
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LEMMA 3.3. Der Ring K[x]/p(x) ist ein Körper genau dann, wenn p(x) ein Primpolynom ist.

Damit hat man ein einfaches Rezept zur Konstruktion endlicher Körper:

(1) Man wählt eine beliebige Primzahl p ∈ N und dazu ein beliebiges
Primpolynom p(x) ∈ Zp[x] vom Grad G(p) = n ≥ 1.

(2) Dann ist GF (pn) := Zp[x]/p(x) ein Körper mit pn Elementen.

BEMERKUNG. Ein endlicher Körper vom Typ GF (pn) := Zp[x]/p(x) heisst auch Galois20- Körper. In der Algebra 
kann man zeigen:

•	 Jeder endliche Körper ist isomorph zu einem Galois-Körper.
•	 Zu jeder Primzahl p ∈ N  und jedem n ≥ 1 gibt es ein Primpolynom p(x) ∈ Zp[x] vom Grad Gd(p) = n.

Also existiert ein endlicher Körper K  der Kardinalität |K| = q  genau dann, wenn q eine Primzahlpotenz ist.

Als Beispiel konstruieren wir den 4-elementigen Körper GF(22) aus GF (2) = Z2.

Die einzigen Polynome über Z2
 vom Grad 1 sind x und x + 1. Das Polynom p(x) = x2 + x + 1 hat Grad 2 und ist prim 

in Z2[x]  (denn p(x) ist weder ein Vielfaches von x noch von x + 1).

Also erhalten wir GF (4) = Z2[x]/(x
2 + x + 1) als Körper und können (nach den Regeln des Rechnens mit Resten) 

die Additions- und die Multiplikationstafel aufstellen:

+ 0 1 x x+ 1
0 0 1 x x+ 1
1 1 0 x+ 1 x
x x x+ 1 1 1

x+ 1 x+ 1 x 1 0

· 1 x x+ 1
1 1 x x+ 1
x x x+ 1 1

x+ 1 x+ 1 1 x

Zur U¨ berpru¨fung der Richtigkeit der Tabellen rechnen wir z.B.

(x+ 1)2 = x2 + x+ x+ 1

= x+ p(x)

d.h. (x+ 1)2 = x ( in Z2[x]/p(x) ) .

Schreiben wir abkürzend a := x und b := x+ 1,  dann erhalten wir die Additionsund Multiplikationstafel des Körpers 

GF (4) = {0, 1, a, b}  als

20 É. GALOIS (1811-1832)
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+ 0 1 a b
0 0 1 a b
1 1 0 b a
a a b 1 1
b b a 1 0

· 1 a b
1 1 a b
a a b 1
b b 1 a

NOTA BENE: Der 4-elementige Körper GF(4) ist nicht zu verwechseln mit dem 4-elementigen Ring Z4  !!!

BEMERKUNG. Es gibt Tabellen, in denen man Primpolynome (bzgl. dem für die Praxis besonders interessanten Körper 
Z2) für alle praktischen Zwecke nachschlagen kann. Beispiele:

p5(x) = x5 + x3 + 1 oder p9689(x) = x9689 + x84 + 1 ∈ Z2[x] .

2.2. Lateinische und magische Quadrate. Ein lateinisches Quadrat über der n-elementigen Menge M ist eine (n × n)-
Matrix L derart, dass jeder Zeilenund jeder Spaltenvektor von L eine Permutation der Elemente von M ist. Die Zahl n ist 
die sog. Ordnung von L. Lateinische Quadrate kann man zu jeder Ordnung n leicht konstruieren:

1 2 3 . . . n− 1 n
2 3 4 . . . n 1
3 4 5 . . . 1 2
...

...
...

...
...

n 1 2 . . . n− 2 n− 1

Interessanter ist die Frage, zu welcher Ordnung sog. orthogonale lateinische Quadrate existieren. Dabei nennt man die 
lateinischen Quadrate L1,L2 orthogonal21, wenn man sie so erhalten kann: Man ordnet die n2 verschiedenen Elemente der 
Menge M × M aller Paare so zu einer quadratischen Matrix L an, dass L1 genau aus den ersten Komponenten und L2 aus 
den zweiten Komponenten der Elemente von L erwächst. Zum Beispiel:

(0, 0) (1, 1) (2, 2) (3, 3) (4, 4)
(1, 2) (2, 3) (3, 4) (4, 0) (0, 1)
(2, 4) (3, 0) (4, 1) (0, 2) (1, 3)
(3, 1) (4, 2) (0, 3) (1, 4) (2, 0)
(4, 3) (0, 4) (1, 0) (2, 1) (3, 2)

Orthogonale lateinische Quadrate kann man z.B. so konstruieren:

Man nehme einen n-elementigen Körper GF(n) = (M,+, ) mit der Grundmenge M = {a0 = 0, a1, . . . , an−1}  und 
definiere zu jedem h ∈ {1, . . . , n − 1} das lateinische Quadrat Lh mit den Koeffizienten

21  auch oft graeco-lateinische Quadrate, weil man die Elemente von M gerne einmal mit griechischen und einmal 
mit lateinischen Buchstaben notiert

http://bookboon.com/


Download free eBooks at bookboon.com

Click on the ad to read more

Kombinatorische und diskrete Mathematik

55 

Ringe

Lh(i, j) := ah · ai + aj (i, j = 0, . . . , n− 1).

BEMERKUNG. Die jte Spalte von Lh entspricht genau den Werten der diskreten Geradenfunktion 
f : GF (n) → GF (n) mit f(x) = ahx+ aj .

Man überprüft ohne grosse Mühe, dass Lh tatsächlich ein lateinisches Quadrat ist und dass je zwei dieser n — 1 so 
konstruierten lateinischen Quadrate orthogonal sind.

Anzahl paarweise orthogonaler Quadrate. Es bezeichne N(n) die maximale Anzahl paarweise orthogonaler lateinischer 
Quadrate der Ordnung n. Da man zu jeder Primzahlpotenz n = pk den Körper GF(n) mit n Elementen konstruieren kann, 
finden wir

N(n) ≥ n — 1 , falls n Primzahlpotenz ist.

Andererseits gilt allgemein die obere Schranke:

SATZ 3.1. N(n) ≤ n — 1.

Beweis. Es seien L1,L2, . . . ,Lt t paarweise orthogonale lateinische Quadrate. Wir beobachten zuerst, dass die Orthogonalität 
erhalten bleibt, wenn wir die Spalten in jedem Quadrat so permutieren, dass in der ersten Zeile die Elemente in der 
Reihenfolge
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123 . . . n

stehen. Wir betrachten nun die Elemente an der Position (2, 1) in Lk, k = 1, . . . , t. Keines darf 1 sein, da 1 ja schon in 
der ersten Spalte an Position (1, 1) vorkommt. Ausserdem mu¨ssen alle verschieden sein (sonst wu¨rde z.B. das Paar (i, 
i) beim U¨ bereinanderlegen der entsprechenden Quadrate sowohl in der ersten wie in der zweiten Zeile auftreten, was 
der Orthogonalität der Quadrate widerspräche). Also gilt t ≤ n — 1.

SATZ 3.2. N(n1n2) ≥ min{N(n1), N(n2)}.

Beweis. Sei t = N(n1) ≤ N(n2). Wir betrachten die Menge aller n1n2 geordneten Paare

M = {ii′ | 1 ≤ i ≤ n1, 1 ≤ i′ ≤ n2} .

Nach Annahme gibt es jeweils t lateinische Quadrate L(1)
k bzw. L(2)

k
 auf den Mengen M1 = {1, 2, . . . , n1} bzw. 

M2 = {1, 2, . . . , n2}. . Wir bilden daraus t lateinische Quadrate Lk auf M:

Lk(ii
′, jj′) := (L

(1)
k (i, j), L

(2)
k (i′, j′)) , k = 1, . . . , t .

Man verifiziert nun, dass die Lk tatsächlich lateinische Quadrate und paarweise orthogonal sind.

Wir haben oben festgestellt, dass für Primzahlpotenzen n = pk gilt:

N(pk) = pk − 1 .

Ist n eine allgemeine ungerade natürliche Zahl, so folgern wir aus Satz 3.2:

N(n) ≥ N(3) = 2 :

Da der 4-elementige Körper GF(4) existiert, finden wir allgemeiner

N(n) ≥ 2 für alle n �≡ 2 mod 4 ,

da in diesen Fällen n ungerade ist oder 4 als Teiler besitzt. (Für den Fall n ≡  2 mod 4 beachte man die folgenden 
Anmerkungen.) Dabei benutzt man die Notation
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n ≡ k mod m :⇐⇒ n− k ist duch m ohne Rest teilbar.

HISTORISCHE ANMERKUNGEN:

Aus der Relation 6 ≡  2 mod 4 ergibt sich das kleinste (interessante) lateinische Quadrat mit n = 6. Hier hatte schon Euler22 
vermutet, dass kein Paar orthogonaler lateinischer Quadrate existiert, was durch Tarry um 1900 (durch vollständiges 
Enumerieren aller potentiellen Kandidaten) bestätigt wurde. Euler hatte allerdings die Nichtexistenz auch in allen andern 
Fällen n = 10; 14; 18, … usw. vermutet. Bose, Shrikhande und Parker konnten jedoch 1960 für alle diese Ordnungen 
paarweise orthogonale Quadrate konstruieren!

Die meisten übrigen konkreten Fragen um orthogonale lateinische Quadrate sind offen. Zum Beispiel konnten bisher 
noch keine 3 paarweise orthogonalen lateinischen Quadrate der Ordnung n = 10 konstruiert werden.

Magische Quadrate. Eine mit n2 verschiedenen natürlichen Zahlen gefüllte (n × n)-Matrix M ist ein magisches Quadrat, 
wenn alle Zeilen, Spalten und Diagonalen dieselbe Summe ergeben. Das Quadrat ist halbmagisch, wenn diese Eigenschaft 
nur für die Zeilen und Spalten gefordert wird. Zum Beispiel23:

16 3 2 13
5 10 11 8
9 6 7 12
4 15 14 1

Wie schon Euler feststellte, kann man halbmagische Quadrate M einfach konstruieren, wenn man von zwei orthogonalen 
Quadraten L1 und L2 mit den jeweiligen Einträgen 0, 1, . . . , n− 1 ausgeht: Man setzt

M(i, j) := 1 + L1(ij) + n · L2(ij) (i, j,= 1, . . . n) .

M ist ein magisches Quadrat, wenn L1 und L2 die „lateinische“ Bedingung (alle Elemente sind paarweise verschieden) 
auch auf den Diagonalen erfüllen.

22 L. EULER (1707-1783)
23  von A. Dürer auf seinem Stich MELENCOLIA im Jahr 1514 festgehalten und z.B. im Kölner Wallraf-Richartz-

Museum zu besichtigen
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4 Potenzreihen
Potenzreihen sind allgemeiner als Polynome und gestatten dennoch, dass man mit ihnen genauso rechnet: Man addiert 
koeffizientenweise und multipliziert nach den Regeln der Cauchy-Multiplikation. Ausserdem sind Potenzreihen oft 
multiplikativ invertierbar (was Polynome ausser in Trivialfällen nicht(!) sind). Das lässt sich beim kombinatorischen 
Zählen vorteilhaft nutzen.

Der Nachteil von Potenzreihen besteht darin, dass sie nicht immer Funktionen definieren, da Substitutionen zu 
möglicherweise divergenten Reihen führen. Im Fall von Konvergenz kann man mit Potenzreihen allerdings ebenso 
umgehen wie mit Polynomen.

1 Formale Potenzreihen

Wir betrachten die Menge RN  aller Abbildungen a : N → R  Rin den Ring (R,+, ·), die wir auch als unendliche 
Koeffizientenvektoren auffassen können:

a = (a0, a1, . . . , an, . . .) (an ∈ R).

Um eine algebraische Struktur auf RN  sichtbar zu machen, ist es praktisch, sich a als den Koeffizientenvektor einer 
formalen (unendlichen) Summe vom Typ
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(28) a(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + . . . =

∞∑

n=0

anx
n

vorzustellen. In diesem Fall nennen wir den Ausdruck (28) eine formale Potenzreihe und bezeichnen mit R∞[x] die 
Menge aller formalen Potenzreihen. R∞[x] stellt also einfach eine gewisse Sichtweise auf RN  dar.

Wir rechnen mit (formalen) Potenzreihen ganz genauso wie mit Polynomen, nämlich mit der komponentenweise 
genommenen Addition und dem Cauchy-Produkt:

∞∑

n=0

anx
n +

∞∑

n=0

bnx
n :=

∞∑

n=0

(an + bn)x
n

∞∑

i=0

aix
i ∗

∞∑

j=0

bjx
j :=

∞∑

n=0

cnx
n mit cn =

∑

i+j=n

aibj .

Damit ist (R∞[x],+, ∗) ein Ring mit dem multiplikativen Einselelement

(1, 0, . . . , 0, . . .) ←→ 1 + 0x+ 0x2 + . . .+ 0xn + . . . .

EX. 4.1. Es gibt noch andereMöglichkeiten, „sinnvoll“ Produkte von Potenzreihen einzuführen. Zum Beispiel:

∞∑

n=0

anx
n ◦

∞∑

n=0

bnx
n :=

∞∑

n=0

(an · bn)xn.

Auch (R∞[x],+, ◦) ist ein Ring und hat die geometrische Reihe (s. Ex. 4.2) als sein multiplikatives Einselement:

1 + x+ x2 + . . .+ xn + . . . ←→
∞∑

n=0

xn.

(Für Zählprobleme erweist sich das Cauchy-Produkt jedoch oft als fruchtbarer).

1.1. Skalare und Polynome als Potenzreihen. Wir identifizieren ein Polynom mit einer Potenzreihe,

n∑

i=0

pix
i ←→

∞∑

i=0

pix
i wobei pn+1 = pn+2 = . . . = 0.

Insbesondere können wir Skalare (Ringelemente) r ∈ R  als Potenzreihen
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r ←→ r + 0x+ 0x2 + . . .+ 0xn + . . .

auffassen. Damit ist z.B. das Element 1 ∈ R  auch das multiplikative Einselement von R∞[x].

BEMERKUNG. Während ein Polynom p(x) =
∑n

i=0 pix
i

i
 auch immer eine Funktion p : R → R  definiert vermöge 

der Substitution

ξ �→ p(ξ) :=

n∑

i=0

piξ
i,

ist das bei Potenzreihen im allgemeinen nicht(!) so, da unendliche Summen in Ringen (oder Körpern) nicht immer sinnvoll 
definiert sind. Wenn eine Potenzreihe zufällig auch eine Funktion definiert, kann das oft in der kombinatorischen Analyse 
ausgenutzt werden. (Beispiele dazu finden sich in Abschnitt 2.)

1.2. Potenzreiheninversion. Eine wichtige Eigenschaft, die den Potenzreihenring R∞[x] vor dem Polynomring R[x]  
auszeichnet, ist die Tatsache, dass viele Potenzreihen (multiplikativ) invertierbar sind:

PROPOSITION 4.1. Sei a(x) =
∑∞

i=0 aix
i mit a0 = 1.. Dann existiert eine eindeutig bestimmte Potenzreihe 

i 0

b(x) =
∑∞

j=0 bjx
j  mit der Eigenschaft

a(x) ∗ b(x) = 1.

Beweis. Wir müssen haben:

a0b0 = 1
a0b1 + a1b0 = 0

a0b2 + a1b1 + a2b0 = 0
...∑n

i=0 aibn−i = 0
...

bzw.

b0 = 1
b1 = −a1b0
b2 = −(a1b1 + a2b0)

...
bn = −

∑n
i=1 aibn−i

...

Die Koeffizienten bn berechnen sich also der Reihe nach aus den zuvor berechneten Koeffizienten bj mit j ≤ n — 1 und 
den (gegebenen) ai und die so berechnete Reihe b(x) ist invers zu a(x).

Im Fall a(x) ∗ b(x) = 1 schreibt man

b(x) = a−1(x) oder b(x) =
1

a(x)
.
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EX. 4.2 (Die geometrische Reihe). Das Polynom p(x) = 1 − x ist in R∞[x]  invertierbar:

(1− x) ∗ (1 + x+ . . .+ xn + . . .) = 1 .

Die zu 1 — x inverse Reihe ist die sog. geometrische Reihe

(29) (1− x)−1 =
1

1− x
= 1 + x+ . . .+ xn + . . . =

∞∑

n=0

xn .

EX. 4.3 (Die geometrische Summe). Das Produkt

(1− x) ∗ (1 + x+ . . .+ xn) = 1− xn−1

führt auf die geometrische Summationsformel

(30) 1 + x+ . . .+ xn =
1− xn+1

1− x
.

Ist ξ ∈ R  R ein Ringelement derart, dass (1 − ξ)−1  in R existiert, dann ist die Substitution ξ �→ x  sinnvoll und ergibt
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1 + ξ + . . .+ ξn =
1− ξn+1

1− ξ
∈ R .

2 Erzeugende Funktionen

Im Fall des Skalarbereichs R = R  (oder auch R  = Körper C  der komplexen Zahlen) ist es sinnvoll, bei einer 
Potenzreihe a(x) zu fragen, für welche z ∈ R die Reihe

a(z) = a0 + a1z + a2z
z + . . . =

∞∑

n=0

anz
n

konvergiert. Wie man aus der Analysis weiss, ist dann die Funktion z �→ a(z)  im Inneren des Konvergenzkreises Ka 
wohldefiniert und unendlich oft differenzierbar. An der Stelle z = 0 ergeben sich die Ableitungen

a(n)(0) = n! an bzw. an =
a(n)(0)

n!
(n = 0, 1, 2, . . .).

Liegt z zudem im Inneren des Konvergenzkreises Kb der Potenzreihe b(x), so gilt

(a ∗ b)(z) = a(z) · b(z) .

NOTA BENE: Die (Cauchy-)Multiplikation von konvergenten Potenzreihen ist mit der Substitution z �→ x verträglich.

Erzeugende Funktionen. Man sagt, dass die Funktion a : Ka → R  die Koeffizienten a0, a1, a2, . . .  erzeugt. In etwas 
allgemeinerer Sprechweise nennt man jedoch schon die formale Potenzreihe a(x) ∈ R∞[x]  (unabhängig von etwaiger 
Konvergenz) die erzeugende Funktion für die Koeffizientenfolge a0, a1, a2, . . .  und überträgt die für konvergente 
Potenzreihen bekannten linearen Operatoren der Differentiation und Integration auf allgemeine formale Potenzreihen:

a′(x) := a1 + 2a2x+ 3a3x
2 + . . . =

∞∑

n=1

nan+1x
n−1

∫
a(x) := a0x+

a1
2
x2 +

a3
3
x3 + . . . =

∞∑

n=0

an
n+ 1

xn+1.

2.1. Beispiele erzeugender Funktionen. Die Reihenentwicklungen bekannter (reeller oder komplexer) Funktionen geben 
sofort Beipiele von erzeugenden Funktionen für gewisse Koeffizientenfolgen:
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ex = 1 +
1

1!
x+

1

2!
x2 +

1

3!
x3 + . . .

ln

(
1

1− x

)
= x+

1

2
x2 +

1

3
x3 +

1

4
x4 + . . .

cosx = 1− 1

2!
x2 +

1

4!
x4 − 1

6!
x6 + . . .

sinx = x− 1

3!
x3 +

1

5!
x5 − 1

7!
x7 + . . .

tanx = x+
1

3
x3 + 16

2

5
x5 +

17

315
x7 + . . .

...

Es gelten natürlich die bekannten Zusammenhänge wie z.B.

sin2 x+ cos2 x = 1

(tanx) ∗ (cosx) = sinx.

Als weiteres Beispiel betrachten wir die differenzierbare reelle Funktion

f(z) = (1 + z)a (mit festem a ∈ R)

und erhalten über

f ′(z) = a(1 + z)a−1

f ′′(z) = a(a− 1)(1 + z)a−2

...
f (n) = (a)n(1 + z)a−n ,

eine Potenzreihendarstellung von f(z) als Taylorreihe:

(1 + z)a =
∞∑

n=0

f (n)(0)

n!
zn =

∞∑

n=0

(a)n
n!

zn .

Beispielsweise ergibt sich im Fall a = −1/2:

(−1/2)n = −1

2
(−1

2
− 1) . . . (−1

2
− (n− 1))

=
(−1)n

2n
1 · 3 · . . . · (2n− 1) =

(−1)n

4n
· (2n)!

n!
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und deshalb

1√
1 + z

=
∞∑

n=0

(−1)n

4n
(2n)!

n!n!
zn =

∞∑

n=0

(−1)n

4n

(
2n

n

)
zn .

BEMERKUNG. Die sog. Binomialreihe ist die (formale) Potenzreihe

(31) (1 + x)a =

∞∑

n=0

(a)n
n!

xn =

∞∑

n=0

(
a

n

)
xn mit

(
a

n

)
:=

(a)n
n!

.

Ist a eine natürliche Zahl, so ist die Reihe endlich.

3 Rekursionen

In der Kombinatorik werden charakteristische Parameter grundsätzlich rekursiv definiert (vgl. Kapitel 1). Wir untersuchen 
hier die Frage, wie man nun aus einer gegebenen Rekursion explizite „Formeln“ für die Parameter gewinnen kann. R  
bezeichnet immer den zugrunde liegenden Ring.

3.1. Lineare Rekursionen. Man sagt, die Folge f0, f1, . . . , fn, . . .  . von Koeffizienten fn ∈ R erfüllt eine lineare 
Rekursion der Länge k, wenn es Koeffizienten a1, . . . , ak ∈ R  gibt mit der Eigenschaft
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(32) fn = a1fn−1 + a2fn−2 + . . . akfn−k

für alle n = k, k + 1, k + 2, . . ..In diesem Fall ist f durch seine Anfangsglieder f0, f1, . . . , fk−1  und die Rekursion 
(32) festgelegt und die Koeffizienten fn können iterativ berechnet werden.

Für die zugeordnete Potenzreihe f(x) =
∑∞

n=0 fnx
n fnxn bedeutet die Rekursion:

∞∑

n=k

fnx
n = a1x

∞∑

n=k

fn−1x
n−1+a2x

2
∞∑

n=k

fn−2x
n−2+ . . .+akx

k
∞∑

n=k

fn−kx
n−k.

Mit den Polynomen pj(x) =
∑j

i=0 fix
i für j ≥ 0,  hat man somit:

f(x)− pk−1(x) = akx
kf(x) +

k−1∑

j=1

ajx
j [f(x)− pk−1−j(x)]

bzw.

f(x)− akx
kf(x)−

k−1∑

j=1

ajx
jf(x) = pk−1(x)−

k−1∑

j=1

ajx
jpk−1−j(x).

Daraus ergibt sich

(1− a1x− . . .− akx
k) ∗ f(x) = pk−1(x)− a1xpk−2(x)− . . .− ak−1x

k−1p0(x).

Das Polynom 1− a1x− . . . akx
k  ist (als formale Potenzreihe betrachtet) invertierbar. Also erhalten wir eine Darstellung 

von f(x) als Quotient zweier Polynome:

(33) f(x) =
pk−1(x)− a1xpk−2(x)− . . .− ak−1p0x

k−1

1− a1x− . . .− akxk

Wir betrachten einige Beispiele.

Fibonacci-Zahlen. Die Fibonacci24-Zahlen F0, F1, F2, . . . sind rekursiv so definiert:

F0 = F1 = 1 und Fn = Fn−1 + Fn−2 (n ≥ 2).

24 L. FIBONACCI (ca. 1170-1250)
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Die Rekursion ist linear von Länge k = 2 mit a1 = a2 = 1. Damit ist

pk−1(x)− . . .− ak−1x
k−1p0(x) = 1 + x− x = 1

und folglich

F (x) =
∞∑

n=0

Fnx
n =

1

1− x− x2
.

Im Fall R = R  zerfällt das Polynom im Nenner in ein Produkt:

x2 + x− 1 = (x− τ1) ∗ (x− τ2) mit τ1 =
1

2
(−1 +

√
5), τ2 =

1

2
(−1−

√
5).

Mit τ1τ2 = −1 berechnet man nun

√
5

1− x− x2
=

1

τ1 − x
− 1

τ2 − x

=
−τ2

1− (−τ2x)
− −τ1

1− (−τ1x)

= −τ2

∞∑

n=0

(−τ2)
nxn(−τ1)

∞∑

n=0

(−τ1)
nxn

=
∑

n=0

[(−τ2)
n+1 − (−τ1)

n+1]xn.

Also:

Fn =
1√
5

(
1 +

√
5

2

)n+1

− 1√
5

(
1−

√
5

2

)n+1

Der zweite Term des Ausdrucks für Fn ist im Absolutbetrag immer echt kleiner als 1/2. Bezeichnen wir mit [r] die der 
reellen Zahl r ∈ R  nächstgelegene ganze Zahl, so finden wir im Fall R = R :

PROPOSITION 4.2. Fn =



 1√
5

(
1 +

√
5

2

)n+1


 für alle n = 0, 1, . . ..

BEMERKUNG. Unter dem sog. goldenen Schnitt versteht man die reelle Zahl
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τ∗ =
1 +

√
5

2
(= −τ2).

BEMERKUNG. Die explizite Darstellung von Fn  gemäss Proposition 4.2 ist theoretisch befriedigend. In der rechnerischen 
Praxis wird man aber z.B. F100 lieber rekursiv ausrechnen als nach dieser Formel, um Rundungsfehlern des Computers 
besser zu begegen. (Der Leser möchte das vielleicht selber überprüfen?)

Catalan-Zahlen. Die Catalan25-Zahlen Cn sind definiert über eine nichtlineare(!) Rekursion

(1) C0 = 0 und C1 = 1;

(2) Cn = C1Cn−1 + C2Cn−2 + . . .+ Cn−1C1 =
n−1∑

k=1

CkCn−k (n ≥ 2)

Eine explizite Formel für Cn kann man über die Potenzreihen

C(x) =
∞∑

n=1

Cnx
n bzw. C(x)− x =

∞∑

n=2

Cnx
n

gewinnen. Aus der Rekursion sehen wir im Fall R = R  sofort

25 É. CATALAN (1814-1894)
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C(x) = x+
∞∑

n=2

( n−1∑

k=1

CkCn−k

)
xn = x+ [C(x)]2

d.h h [C(x)]2 − C(x)− x = 0,  und folglich

C(x) =
1±

√
1− 4x

2
.

Wegen C(0) = 0 ist klar, dass hier vor der Wurzel das Minuszeichen gelten muss. Aus der Ableitung berechnen wir nun

∑

n=1

nCnx
n−1 = C ′(x) =

1√
1− 4x

=
∞∑

n=0

(
2n

n

)
xn =

∞∑

n=1

(
2n− 2

n− 1

)
xn−1

und erhalten durch Koeffizientenvergleich

(34) Cn =
1

n

(
2n− 2

n− 1

)

und daraus die etwas einfachere (aber immer noch nichtlineare!) Rekursion

(35) Cn =

(
4− 6

n

)
Cn−1 .

Klammerungen. Wir betrachten Strukturen von Klammern „(“ und „)“ und definieren eine reguläre Klammerung induktiv 
wie folgt:

(1) () ist eine reguläre Klammerung.
(2) Sind Γ1 und Γ2 reguläre Klammerung, dann sind auch ( Γ1) und Γ1 Γ2 reguläre Klammerungen.

Die regulären Klammerungen sind also:

()
(()) ()()

((())) (()()) (())() ()(()) ()()()
usw.

Aus der Gleichheit der Rekursionen sieht man sofort:
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LEMMA 4.1. Die Catalan-Zahl Cn+1 ist die Anzahl der regulären Klammerungen, die man aus n Paaren von Klammern () 
konstruieren kann.

Dyck-Pfade. Ein Dyck-Pfad P durchläuft nichtnegative ganzzahlige Gitterpunkte (x, y) ∈ N × N  der euklidischen Ebene 

R2 vom Ursprung (0; 0) zu einem Punkt (xP , 0) ∈ N× N auf der x-Achse nach der folgenden Regel:

(DP) (x, y) ∈ P =⇒ (x+ 1, y + 1) ∈ P oder (x+ 1, y − 1) ∈ P .

Der Parameter |P | = xP  ist die Länge des Dyckpfads P.

LEMMA 4.2. Die Länge |P | des Dyckpfades P ist eine gerade Zahl. Die Anzahl der Dyckpfade der Länge 2n ist durch die 
Catalanzahl Cn+1 gegeben.

Beweis. P macht den Schritt y → (y + 1) genau so oft wie den Schritt y → (y — 1). |P | ist Summe dieser Zahlen, also 
eine gerade Zahl. Man macht sich ausserdem leicht klar, dass Dyckpfade die gleiche rekursive Konstruktionseigenschaft 
aufweisen wie reguläre Klammerungen.

3.2. Urnenbelegungen. Wählen wir in der binomischen Reihe den Parameter a als negative ganze Zahl, d.h. als a = —k 
mit k ∈ N,  so ergibt sich

1

(1− x)k
= (1 + (−x))−k =

∞∑

n=0

(−k)n
n!

(−1)nxn =
∞∑

n=0

(k)n

n!
xn

=

∞∑

n=0

(
k + n− 1

n

)
xn.

Andererseits gilt nach der Cauchyschen Multiplikationsregel

1

(1− x)k
= (1 + x+ x2 + . . .)k =

∞∑

n=0

cnx
n mit cn :=

∑

0≤i1,...,ik≤n

i1+...+ik=n

1 .

cn ist genau die Anzahl der Möglichkeiten, n Kugeln über k Urnen zu verteilen. Per Koeffizientenvergleich erhalten wir 
aus den Reihen die (uns schon bekannte) Formel:

cn =

(
k + n− 1

n

)
=

(
n+ k − 1

k − 1

)
.

Weiterhin rechnen wir:
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xk

(1− x)k
=

∞∑

n=0

(
n+ k − 1

k − 1

)
xn+k =

∞∑

n=k

(
n− 1

k − 1

)
xn =

∞∑

n=k

cxn.

Multiplikation und Koeffizientenvergleich führt nun aus der Produktdarstellung

xk

(1− x)k
=

x

1− x
∗ x

1− x
∗ . . . ∗ x

1− x

= (x+ x2 + . . .) ∗ (x+ x2 + . . .) ∗ . . . ∗ (x+ x2 + . . .)

direkt zu der Formel für die Anzahl der Möglichkeiten, n Kugeln so über k Urnen zu verteilen, dass keine Urne leer bleibt:

(
n− 1

k − 1

)
= cn =

∑

1≤i1,...,ik≤n

i1+...+ik=n

1.

EX. 4.4. Wieviele verschiedene ganzzahlige Lösungen hat

Sie sind einzigartig? Wir auch!
einzigartige Lösungen

einzigartiger Auftrag einzigartiger Arbeitgeber

einzigartige  Ideen
einzigartige Vielfalt

Wir suchen

Ingenieure/innen der Elektro- und Informationstechnik
Informatiker/innen

mit den Abschlüssen FH/Bachelor

Mehr Informationen zum Thema Karriere beim BND unter 
www.bundesnachrichtendienst.de (Karriere)
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x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6 + x7 = n

2 ≤ x1, x2, x3, x4, x5, x5, x7 ≤ 6 ?

Sei an diese Anzahl und f(x) =
∑∞

n=0 anx
n.  Dann haben wir

f(x) = (x2 + x3 + x4 + x5 + x6)7 = x14(1 + x+ x2 + x3 + x4)7

= x14
(1− x5

1− x

)7
= x14(1− x5)7

1

(1− x)7
(1− x5)7

= x14
7∑

i=0

(−1)i
(
7

i

)
x5i

∞∑

k=0

(
k + 6

k

)
xk .

Daraus erhalten wir zum Beispiel für n = 25:

a25 = (−1)0
(
7

0

)(
11 + 6

11

)
+ (−1)1

(
7

1

)(
6 + 6

6

)
(−1)2

(
7

2

)(
1 + 6

1

)

=

(
17

11

)
− 7 · 7 +

(
7

2

)
· 7 = 12.474 .

3.3. Summationsformeln. Sei A(x) =
∑∞

i=0 aix
i  die erzeugende Funktion für die Koeffizentenfolge a0, a1, . . .: und

S(x) =

∞∑

n=0

snx
n =

( ∞∑

i=0

aix
i

)
∗




∞∑

j=0

xj



 =
A(x)

1− x
.

Nach der Multiplikationsregel haben wir:

sn = a0 + a1 + . . .+ an (n = 0, 1, . . .)

Mit anderen Worten:

•	 S(x) ist die erzeugende Funktion für die Partialsummen sn der Koeffizienten ai.

Betrachten wir z.B. die Funktion

f(x) = (1− x)−1 =

∞∑

k=0

xk
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mit den Ableitungen

(1− x)−2 = f ′(x) =
∞∑

k=0

(k + 1)xk

2(1− x)−3 = f ′′(x) =
∞∑

k=0

(k + 1)(k + 2)xk

6(1− x)−4 = f ′′′(x) =

∞∑

k=0

(k + 1)(k + 2)(k + 3)xk

...

Im Fall

∞∑

n=0

s(1)n xn = S(1)(x) =
f ′(x)

1− x
= (1− x)−3

ergibt sich dann die Summationsformel

1 + 2 + . . .+ n = s
(1)
n−1 =

(n+ 1)n

2

Im Fall

∞∑

n=0

s(2)n xn = S(2)(x) =
f ′′(x)

1− x
= 2(1− x)−4

finden wir

∞∑

n=0

s(2)n xn = S(2)(x) =
f ′′(x)

1− x
= 2(1− x)−4

usw.

Daraus kann man neue Formeln gewinnen. Zum Beispiel so:

n∑

k=1

k2 =
n∑

k=1

k(k + 1)−
n∑

k=1

k = s
(2)
n−1 − s

(1)
n−1
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ergibt:

1 + 22 + 32 + . . .+ n2 = n(n+ 1)(n/3 + 1/6)

usw.

3.4. Typen erzeugender Funktionen. Sei f0, f1, . . .  eine Folge von Koeffizienten. Dann ist

f(z) =
∞∑

n=0

fnz
n

eine erzeugende Funktion vom sog. Standardtyp. Eine Funktion der Form

f(z) =
∞∑

n=0

fn
n!

zn

ist eine erzeugende Funktion vom exponentiellen Typ. Eine erzeugende Funktion vom Dirichlet26 schen Typ für die 
Koeffizienten a1, a2, …ist

26 P.G. LEJEUNE DIRICHLET (1805-1859)
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f̃(z) =
a1
1z

+
a2
2z

+
a3
3z

+ . . . =

∞∑

n=1

an
zn

.

Zum Beispiel ist die Riemann27sche  ζ -Funktion

ζ(z) =

∞∑

n=1

1

nz

eine erzeugende Funktion vom Dirichletschen Typ für die Koeffizienten an = 1 (n ≥ 1).

Die verschiedenen Darstellungstypen sind deshalb von Interesse, weil sie zu verschiedenen Produktdarstellungen führen. 
Sei z.B.

( ∞∑

i=0

fi
i!
zi
)
∗
( ∞∑

j=0

gj
j!
zj
)

=

∞∑

n=0

hn
n!

zn

Dann gilt

hn
n!

=

n∑

i=0

fi
i!

· gn−i

(n− i)!
d.h. hn =

n∑

i=0

(
n

i

)
fign−i.

Beim Dirichletschen Typ führt die Multiplikation

( ∞∑

i=1

ai
iz
)
∗
( ∞∑

j=1

bj
jz

)
=

∞∑

n=1

cn
nz

auf das Ergebnis

cn
nz

=
∑

i·j=n

ai
iz

· bj
jz

d.h. cn =
∑

d|n
adbn/d,

wobei ”d|n“  bedeutet, dass d ∈ N ein Teiler von n ∈ N  ist.

27 B. RIEMANN (1826-1866)
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Dérangements. Als Anwendung betrachten wir folgende Situation:Wir haben Strukturtypen A und B, die auf Mengen 
gegeben sein können. Mit an bzw. bn bezeichnen wir die Anzahl aller Konfigurationen vom Typ A bzw. vom Typ B auf 
einer n-Menge. Dann ist

(
n

k

)
akbn−k

die Anzahl aller zusammengesetzten Konfigurationen auf einer n-Menge derart, dass eine k-elementige Teilmenge eine 
Konfiguration vom Typ A und deren Komplement eine (n — k)-elementige Konfiguration vom Typ B darstellt. Die Anzahl 
aller zusammengesetzten Konfigurationen ist folglich

(36) cn =
n∑

k=0

(
n

k

)
akbn−k = n!

n∑

k=0

ak
k!

· bn−k

(n− k)!
.

Die Beziehung (36) drückt aber gerade die Multiplikation der entsprechenden erzeugenden Funktionen vom exponentiellen 
Typ aus:

∞∑

n=0

cn
n!

xn =
( ∞∑

k=0

ak
k!

xk
)
·
( ∞∑

j=0

bj
j!
xj
)
.

Wir illustrieren diese Situation konkret anhand von Permutationen:

Sei M = {1, . . . , n} eine Menge und Potenzreihen eine Permutation von M . i ∈ M  ist ein Fixpunk von Potenzreihen, wenn 
i = π(i) gilt. Hat π genau k Fixpunkte, so bewirkt π auf den übrigen n — k Elementen ein sog. Dérangement, d.h. eine 
fixpunktfreie Permutation. Für die Anzahl dn aller Dérangements einer n-Menge gilt offenbar

Gemäss (36) bedeutet dies für die entsprechenden Potenzreihen:

1

1− x
=

∞∑

n=0

xn =
( ∞∑

k=0

1

k!
xk

)
∗
( ∞∑

j=0

dj
j!
xj
)
= ex ∗D(x) .

Da die Potenzreihe ex die Inverse e-x besitzt, können wir nach D(x) aufösen und erhalten
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D(x) =

∞∑

n=0

dn
n!

xn =
e−x

1− x
=

( ∞∑

k=0

(−1)k

k!
xk

)
∗
( ∞∑

j=0

xj
)

und somit (mit R = R  und e als der Eulerschen Zahl) eine explizite Formel für die Dérangementanzahlen dn:

dn = n!
n∑

k=0

(−1)k

k!
d.h.

∣∣∣∣dn − n!

e

∣∣∣∣ ≤ 1

(n+ 1)!
.

4 Asymptotische Eigenschaften

Man nennt zwei Funktionen f, g ∈ RN  asymptotisch gleich, wenn der folgende Limes existiert:

lim
n→∞

f(n)

g(n)
= 1 .

Man notiert asymptotische Gleichheit auch mit f(n) ∼ g(n) und sagt, dass f und g die gleiche Wachstumsrate haben. 
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lim
n→∞

f(n)

g(n)
= 0 .

EX. 4.5 (Fibonaccizahlen). Für Fn = 1√
5

(
1+

√
5

2

)n+1
− 1√

5

(
1−

√
5

2

)n+1
 findet man sofort

Fn ∼ 1√
5

(
1 +

√
5

2

)n+1

.

EX. 4.6 (Dérangements). Bei den Dérangementanzahlen dn hat man

lim
n→∞

dn
n!/e

=
1

e

(
lim
n→∞

n∑

k=0

(−1)k

k!

)
= 1

und somit dn ∼ n!/e .

4.1 Asymptotik der Binomialkoeffizienten.

LEMMA 4.3. Seien a0, a1,…positive reelle Zahlen an > 0 derart, dass es Konstanten α, β gibt mit der Eigenschaft

an+1

an
=

n+ α

n+ β
=

1 + α/n

1 + β/n
(n = 0, 1, 2, . . .).

Dann existiert eine Konstante c mit der Eigenschaft

an ∼ c · nα−β .

Beweis. Wir setzen zur Abkürzung γ = α − β.  Wir zeigen, dass der folgende Limes existiert:

K = lim
n→∞

ln
an
nγ

= lim
n→∞

(ln an − γ lnn).

(Die Konstante c = e-K hat dann die gewünschte Eigenschaft.) Wir wollen mit dem Cauchy-Kriterium zeigen, dass die Folge

ãn = ln an − γ lnn

konvergiert. Dazu betrachten wir die in einer Umgebung von t0 = 0 zweimal stetig differenzierbare Funktion
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f(t) = ln

(
1 + αt

1 + βt

)
.

Zu f existiert eine Konstante F derart, dass bei genügend kleinem |t| gilt:

|f(t)− f(0)− f ′(0)t| ≤ Ft2.

Wegen f(0) = 0 und f(0) = 0 und f ′(0) = (α − β) = γ   gibt es somit ein N ∈ N  derart, dass für alle n ≥ N (bzw. t = 
1/n) gilt:

| ln an+1 − ln an − γ/n| = | ln(an+1/an)− γ/n| ≤ F/n2.

Nach der Dreiecksungleichung ergibt sich daraus für alle m > 0:

∣∣∣∣∣ln an+m − ln an − γ

m−1∑

k=0

1

n+ k

∣∣∣∣∣ ≤
m−1∑

k=0

| ln an+(k+1) − ln an+k − γ/(n+ k)|

≤ F

m−1∑

k=0

1

(n+ k)2
≤ F

∞∑

j=N

1

j2
< ∞.

Da 
∑∞

j=1 1/j
2

d d
 konvergiert, kann zu jedem vorgegebenen ε > 0 das N so gross gewählt werden, dass

∣∣∣∣∣ln an+m − ln an − γ

m−1∑

k=0

1

n+ k

∣∣∣∣∣ < ε/2 für alle n+m ≥ n ≥ N.

Folglich finden wir (wieder mit der Dreiecksungleichung)

|ãn+m − ãn|

= | ln an+m − ln an − γ ln
n+m

n
|

≤
∣∣∣∣∣ln an+m − ln an − γ

m−1∑

k=0

1

n+ k

∣∣∣∣∣+ |γ| ·
∣∣∣∣∣

m−1∑

k=0

1

n+ k
− ln

n+m

n

∣∣∣∣∣

< ε/2 + |γ| ·

∣∣∣∣∣∣

n+m−1∑

j=n

1

j
− ln(n+m) + lnn

∣∣∣∣∣∣
.

Nun muss man sich noch davon überzeugen, dass der letztere Ausdruck beliebig klein (d.h. < ε/2)  gemacht werden 
kann. Das ist aber klar, wenn man sich an die harmonischen Zahlen
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Hn =

n∑

j=1

1

j
∼ lnn

erinnert. Denn wir haben

∣∣∣∣∣∣

n+m−1∑

j=n

1

j
− ln(n+m) + lnn

∣∣∣∣∣∣
= |Hn+m−1 − ln(n+m) + (lnn−Hn−1)|

≤ |Hm+n − ln(n+m)|+ | lnn−Hn−1| .

(Die Details der letzten Behauptung seien dem Leser überlassen!)

Betrachten wir nun (zu einem gegebenen r ∈ R) die Binomialkoeffizienten

bn =

(
r

n

)
=

(r)n
n!

=
r(r − 1) . . . (r − n+ 1)

n!
(n = 0, 1, . . .).

Gilt r ∈ N,  dann ist die Folge der bn endlich (und hat deshalb keine interessante asymptotische Eigenschaft). Sei z.B. r 
> 0 eine nicht-natürliche reelle Zahl. Dann hat man
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an = (−1)n−�r+1�bn > 0 für grosse n

und

an+1

an
=

n− r

n+ 1
.

Lemma 4.3 garantiert somit die Existenz einer Konstanten c mit der Eigenschaft  Daraus ergibt sich

(
r

n

)
∼ (−1)n−�r+1�cn−(r+1)

EX. 4.7 (Catalanzahlen). Für die Zahlen an = Cn+1/4
n gilt

an+1

an
=

Cn+2

4Cn+1
= 1− 6

4(n+ 2)
=

n+ 1/2

n+ 2

und somit γ = 1/2− 2 = −3/2. Also hat man

Das heisst: Die fn wachsen langsamer als “n. 

an ∼ cn−3/2 bzw. Cn+1 ∼ c
4n√
n3

.

4.2. Langsames Wachstum. Sei f(x) =
∑

n=0 fnx
n  eine Potenzreihe mit Konvergenzradius ρ und reellen Koeffizienten 

fn ≥ 0 und ε > 0 beliebig. Dann ergibt sich im Fall 0 < 1/ε < ρ die konvergente Reihe

f(1/ε) =
∞∑

n=0

fn
εn

und folglich lim
n→∞

fn
εn

= 0.

Das heisst: Die fn wachsen langsamer als εn.

Zum Beispiel wachsen im Fall ρ = ∞  die Koeffizienten fn langsamer als jede beliebige Folge der Form εn mit ε > 0.
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5 Inzidenzalgebra
Man kann das Modell (formaler) Potenzreihen verallgemeinern, indem man eine zusätzliche „azyklische“ Grundstuktur, 
die gewisse Ordnungsbeziehungen zwischen Elementen der Grundmenge festhält, in die Betrachtungen mit einbezieht. 
Dadurch ist man in der Lage, mit Potenzreihentechniken auch ordnungstheoretische Strukturaspekte kombinatorisch zu 
erfassen. Diese Idee wurde zuerst von Rota28 klar formuliert. Wir beschreiben zunächst das allgemeine algebraische Modell.

Sei P = (M,≺) eine (nicht notwendigerweise endliche) Menge mit einer binären Relation ”≺“.. Wir nehmen an, dass  

≺  azyklisch ist, d.h. es gibt keine Elemente x0, x1 . . . , xk ∈ M  derart, dass

(AZ) x0 ≺ x2 ≺ . . . ≺ xk ≺ x0.

Wir schreiben x � y  für den Fall x ≺ y  oder x = y. Unter einem Intervall (bzgl. P) verstehen wir eine Teilmenge vom Typ

[x, y] := {z ∈ M | x � z � y}.

Um Summation (und insbesondere das Faltungsprodukt (37) unten) im Kontext P = (M,≺) als wohldefiniert zu 
garantieren, setzen wir zusätzlich voraus, dass P lokal endlich ist, d.h. dass alle Intervalle endlich sind:

(LE)
∣∣[x, y]

∣∣ < ∞ für alle x, y ∈ M .

BEMERKUNG (Transitivität). P = (M,≺) ist transitiv ist, falls für alle x, y, z ∈ M  gilt:

(T) Wenn x ≺  y und y ≺  z, dann auch x ≺  z.

Sehr viele azyklische Relationen von kombinatorischem Interesse sind auch transitiv. Für die allgemeine Theorie der 
Inzidenzalgebra genügt jedoch die Voraussetzung einer azyklischen Grundstruktur.

Die Inzidenzalgebra ist die P = (M,≺) zugeordnete Menge von Funktionen

A(P ) := {f : M ×M → R | f(x, y) = 0 falls x �� y}.

A(P ) ist offenbar ein Vektorraum über dem Körper R  der reellen Zahlen. Ausserdem ist auf A(P ) das sog. 
Faltungsprodukt h = f ✳ g definiert, wobei

(37) h(x, y) :=

{ ∑
x≤z�y f(x, z)g(z, y), wenn x � y

0 sonst.

MAN BEACHTE: Das Faltungsprodukt in A(P ) ist nicht notwendigerweise kommutativ (s. Ex. 5.3).

28 G.-C. ROTA (1932-1999)
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EX. 5.1 (Dirac-Funktion). Die Dirac29-Funktion δ ∈ A(P ) ist definiert als

δ(x, y) :=

{
1 wenn x = y
0 wenn x �= y.

Es gilt: δ ∗ f = f ∗ δ für alle f ∈ A(P ) für alle f ∈ A(P ) (d.h. δ ist das multiplikative Neutralelement).

EX. 5.2. Alle beliebigen f, g, h ∈ A(P ) erfüllen das Assoziativgesetz

f ∗ (g ∗ h) = (f ∗ g) ∗ h

und die Distributivgesetze:

f ∗ (g + h) = f ∗ g + f ∗ h und (f + g) ∗ h = f ∗ h+ g ∗ h.

EX. 5.3 (Matrixmultiplikation). Sei M = {1, . . . , n} und P = (M,<) die natürliche Ordnung 1 < 2 < . . . < n  auf 
M. Die reelle Funktion f : M × M → R  entspricht dann der (n×n)-Matrix F mit den Koeffizienten fij := f(i, j). 
Im Fall f ∈ A(P ) besteht die zusätzliche Eigenschaft

29 P. DIRAC (1902-1984)
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f(i, j) = 0 wenn i �≤ j,

welche bedeutet, dass F eine (obere) Dreiecksmatrix ist. Das Faltungsprodukt f ✳ g entspricht dem Produkt FG der zugeordneten 
Matrizen. Insbesondere is f ∈ A(P ) genau dann invertierbar, wenn 

g
f(i, i) �= 0 für alle i ∈ M  gilt.

EX. 5.4 (Cauchyprodukt und Faltung). Sei P = (N, <) die natürlich geordnete Menge der nichtnegativen ganzen Zahlen. 
Jeder Funktion (bzw. formalen Potenzreihe) f : N → R  ordnen wir eine Funktion f̃ ∈ A(P ) zu mit der Eigenschaft 

f̃(x, y) := 0,  wenn x > y, und

f̃(x, y) := f(y − x), wenn x ≤ y.

Insbesondere hat man f(x) = f̃(0, x) für alle x ∈ N  und es gilt:

•	 Dem Cauchyprodukt f ✳ g zweier Funktionen f, g : N → R  ist die Faltung f̃ ∗ g̃  zugeordnet.

1 Möbiusfunktion und -Funktion

Eine Kette der Länge k von x nach y in P = (M,≺) ist eine (k + 1)-Permutation π = x0x1 . . . xk−1xk  von M mit 
der Eigenschaft

x = x0 ≺ x1 ≺ . . . ≺ xk−1 ≺ xk = y.

Wir betrachten nun die Indikatorfunktion κ ∈ A(P )  mit der Eigenschaft

κ(x, y) = 1 :⇐⇒ x ≺ y

und deren rekursiv definierte Potenzen

κ0 := δ, κ1 := κ, . . . und allgemein κk := κk−1 ∗ κ.

Nach Definition der Faltung hat man

κk(x, y) =
∑

x�z�y

κk−1(x, z)κ(z, y)

und sieht somit (per Induktion) sofort:

•	 kk(x, y) = Anzahl der Ketten der Länge k von x nach y.
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Im Fall x � y  ist die alternierende Summe

µ(x, y) := κ0(x, y)− κ1(x, y) + κ2(x, y)− . . . =

∞∑

k=0

(−1)kκk(x, y)

wohldefiniert, da (wegen der Endlichkeit des Intervalls [x, y]) ja nur endlich viele Summanden von 0 verschieden sind. 
Damit ergibt sich die sog. Möbius30-Funktion der Inzidenzalgebra A(P ) als

(38) µ := κ0 − κ1 + κ2 − . . . =
∞∑

k=0

(−1)kκk.

Die Funktion ζ := δ + κ ∈ A(P ) ist die sog. ζ -Funktion. Sie ist die Indikatorfunktion der binären Relation �:

ζ(x, y) = 1 ⇐⇒ x � y.

Wir finden:

ζ ∗ µ = δ ∗ µ+ κ ∗ µ =

∞∑

k=0

(−1)kκk +

∞∑

k=0

(−1)kκk+1 = κ0 = δ.

Mit anderen Worten:

(39)
Die Möbiusfunktion µ und die ζ-Funktion ζ sind zueinander
inverse Funktionen in A(P ). D.h. µ = ζ−1 und ζ = µ−1.

1.1. Der Gitterverband. Als Beispiel betrachten wir die Menge M = Zn  aller n-dimensionaler Vektoren 

n x = (x1, . . . , xn)  mit ganzzahligen Komponenten xi. Sei y = (y1, . . . , yn) ∈ Zn  ein weiterer solcher Vektor. Dann 
setzen wir

x ≺ y :⇐⇒ x �= y und yi − xi ≥ 0 ∀i = 1, . . . n.

P = (Zn,≺)ist der n-dimensionale Gitterverband. Offenbar gilt dann in der Inzidenzalgebra A(P ) mit 

0 := (0, 0, . . . , 0):

κ(x,y) = κ(0,y − x)

und folglich

30 A.F. MöBIUS (1790-1868)

http://bookboon.com/


Download free eBooks at bookboon.com

Click on the ad to read more

Kombinatorische und diskrete Mathematik

85 

Inzidenzalgebra

µ(x,y) = µ(0,y − x) und ζ(x,y) = ζ(0,y − x).

Wir beschränken uns deshalb auf die Menge Zn
+ ⊆ Zn aller nichtnegativer Vektoren und schreiben die Möbiusfunktion 

und die ζ -Funktion abkürzend als

µ(d) := µ(0,d) (d ∈ Zn
+).

Wir betrachten zuerst den Fall n = 1 und behaupten, dass für jedes d ∈ Z+ gilt:

(40) µ(d) =






+1 falls d = 0
−1 falls d = 1
0 falls d ≥ 2.

Das folgt aber sofort aus Ex. 5.5 (was nachzurechnen dem Leser überlassen sei).

EX. 5.5. Es gilt ζ (0, d) = 1 für alle d ∈ Z+. Für die zu ζ inverse Funktion μ muss gelten:
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δ(0, d) =

d∑

k=0

ζ(0, k)µ(k, d) =

d∑

k=0

µ(d− k) =

d∑

k=0

µ(k).

Die durch (40) definierte Funktion hat offenbar genau diese Eigenschaft. Also ist sie die Möbiusfunktion.

Die Möbiusfunktion ist nun auch im allgemeinen Fall n ≥ 2 mit Hilfe von (40) leicht zu bestimmen:

PROPOSITION 5.1. Sei d = (d1, d2, . . . , dn) ∈ Zn
+  beliebig. Dann gilt die Produktformel

(41) µ(d) = µ(d1) · µ(d2) · · ·µ(dn).

Beweis. Wir argumentieren mit Hilfe von Ex. 5.5 bzgl. der Produktformel:

∑

0�k≺d

µ(k) =

d1∑

k1=0

d2∑

k2=0

. . .

dn∑

kn=0

µ(k1)µ(k2) · · ·µ(kn)

=
( d1∑

k1=0

µ(k1) ·
( dn∑

k2=0

. . .

dn∑

kn=0

µ(k2) · · ·µ(kn)
)

=
( d1∑

k1=0

µ(k1)
)
·
( d2∑

k2=0

µ(k2)
)
· · ·

( dn∑

kn=0

µ(kn)
)

= δ(0, d1) · · · δ(0, dn−1) · δ(0, dn)
= δ(0,d).

Das bedeutet t ζ ∗ µ = δ  und folglich µ = ζ−1,  wie behauptet.

BEMERKUNG. Unter einem Verband versteht man in der diskreten Mathematik generell eine azyklische und transitive 
Struktur (V,≺) derart, dass es zu je zwei Elementen x, y ∈ V  eindeutig bestimmte Elemente x ∧ y, x ∨ y ∈ V  gibt mit 
der Eigenschaft:

(1) z �� x ∧ y =⇒ z �� x oder z �� y (für alle z ∈ V ).
(2) z �� x ∨ y =⇒ z �� x oder z �� y (für alle z ∈ V ).

x ∧ y  ist das Infimum und x ∧ y  das Supremum von x und y.

1.2. Der Teilerverband. Wir betrachten nun die Menge N1 = N \ {0}  aller positiven natürlichen Zahlen unter der 
binären und offenbar azyklischen Relation

m ≺ n : ⇐⇒ m ist ein echter Teiler von n.
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In diesem Kontext schreibt man oft m | n anstelle von m � n  und bezeichnet die Struktur T = (N1, |)  als den 
Teilerverband.

Bekanntlich können beliebige Zahlen m,n ∈ N1 als Produkte von Primzahlpotenzen ausgedrückt werden. Das heisst: 
Es gibt paarweise verschiedene Primzahlen p1, . . . , pk  und Vektoren x = (x1, . . . , xk),y = (y1, . . . , yk) ∈ Zk  
derart, dass

m = px1
1 px2

2 · · · pxk
k und m = py11 py22 · · · pykk ,

und es gilt

m|n :⇐⇒ xi ≤ yi ∀i = 1, . . . , k.

Das Intervall [m, n] hat folglich bzgl. T  die gleiche Kettenstruktur wie das Intervall [x, y] im Gitterverband Zk und 
somit auch den gleichenMöbiusfunktionswert. Damit erhalten wir die klassische Möbiusfunktion μ der Zahlentheorie 
und schliessen aus (40) und (41):

(42) µ(pe11 pe22 · · · pekk ) =

{
0 wenn ein ei ≥ 2 existiert

(−1)
∑k

i=1 ei sonst.

EX. 5.6 (Riemanns ζ -Funktion). Die klassische ζ -Funktion der Zahlentheorie ist definiert für komplexe Zahlen z als

ζ(z) :=

∞∑

n=1

1

nz

Da die Möbiusfunktion des Teilerverbandes zur Inzidenzfunktion des Teilerverbandes invers ist, ergeben die Rechenregeln 
(Cauchy-Multiplikation) formaler Potenzreihen:

1

ζ(z)
=

∞∑

n=1

µ(n)

nz
.

1.3. Potenzmengenverbände. Sei N = {1, 2, . . . , n} und M die Menge aller Teilmengen S ⊆ N .  Wir setzen

S ≺ T :⇐⇒ S ⊂ T (S, T ⊆ N).

Dann ist P = (M,⊂) der Potenzmengenverband von N. Stellen wir die Teilmengen S ⊆ N . durch ihre Indikatorvektoren 
in {0, 1}n ⊆ Zn  dar, so finden wir, dass die Möbiusfunktion auf P der Möbiusfunktion ihres Indikators im Gitterverband 
entspricht. Also gilt nach (40) und (41):
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(43) µ(S) = (−1)|S| für alle S ⊆ N .

2 Möbiusinversion und Siebformel

Sei nun A = A(M,≺) eine beliebige Inzidenzalgebra bzgl. der azyklischen Binärrelation ≺  auf M. Eine Funktion 
ϕ ∈ A  induziert auf A die Transformation

f �→ fϕ := ϕ ∗ f.

Ist ψ ∈ A  eine weitere Funktion der Inzidenzalgebra, so gilt wegen der Assoziativit ät der Faltung:

(fϕ)ψ = ψ ∗ (ϕ ∗ f) = (ψ ∗ ϕ) ∗ f = fψ∗ϕ.

Der Spezialfall der Wahl ϕ = ζ und ψ = µ  führt deshalb sofort auf die folgende, als Möbiusinversion bekannte, Identität 
für beliebige Funktionen f ∈ A:

(44) (f ζ)µ = f

2.1. Diskrete Integrale. Einer beliebigen Funktion f : M → R  können wir eine Art Integral in der Inzidenzalgebra 
A(M,≺) zuordnen, indem wir definieren
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F (x, y) :=
∑

x�z�y

f(z).

Interpretieren wir f ∈ RM als eine Funktion f ∈ A  der Inzidenzalgebra mit den Werten

f(x, y) :=

{
f(x) falls x � y
0 falls x �� y,

so finden wir

F (x, y) =
∑

x�z�y

ζ(x, z)f(z, y) = f
ζ
(x, y).

Möbiusinversion ergibt somit

(45) f(x) = f(x, y) = Fµ(x, y) =
∑

x�z�y

µ(x, z)F (z, y) .

BEMERKUNG. (45) kann man so interpretieren: Die Anwendung der Möbiusfunktion μ auf das Integral F ergibt den 
Integranden f als ”Ableitung“ zurück.

2.2. Die Siebformel. Sei M die Potenzmenge der endlichen Menge N und A = A(M,⊂)  die Inzidenzalgebra der 
Enthaltenseinsrelation. Ausserdem ordnen wir einer Funktion f : M → R  ihre summatorische Funktion F : M → R  
zu mit den Werten

F (S) :=
∑

T⊇S

f(T ) (S ⊆ N).

Aus der Möbiusinversionsformel (45) ergibt sich nun die sog. Siebformel

(46) f(S) =
∑

T⊇S

µ(S, T )F (T ) =
∑

T⊇S

(−1)|T |−|S|F (T ) (S ⊆ N) .

Der Spezialfall S =  liefert
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f(∅) =
∑

T⊆N

(−1)|T |F (T )

= F (∅)−
∑

i∈N
F ({i}) +

∑

{i,j}⊆N

F ({i, j})− . . .

BEMERKUNG. Die Siebformel ist auch als Prinzip von Inklusion-Exklusion bekannt.

Das Sieb des Eratosthenes. Sei G  eine endliche Menge von Gegenständen und E = {E1, . . . , En}  Eng eine Menge 
von Eigenschaften, die die Gegenstände aufweisen können. Wir definieren für i = 1, . . . , n:

Ai := {G ∈ G | G besitzt die Eigenschaft Ei}.

Für jede Teilmenge S ⊆ {1, . . . , n} ng sei

f(S) := |{G ∈ G | G hat genau die Eigenschaften Ei mit i ∈ S}| .

Die summatorische Funktion von f ist die Funktion

F (S) = |{G ∈ G | G ∈ Ai∀i ∈ S}|.

Also ergibt sich die Anzahl der Gegenstände, die keine der Eigenschaften in ε aufweisen nach der Siebformel (46) als

(47) f(∅) = |G| −
∑

i

|Ai|+
∑

i<j

|Ai ∩Aj | −
∑

i<i<k

|Ai ∩Aj ∩Ak|+ . . .

BEMERKUNG. Die Zählmethode gemäss (47) ist das sog. Sieb des Eratosthenes31 .

EX. 5.7. In einer Gruppe von 73 Leuten spielen 52 Klavier, 25 Geige, 20 Flöte, 17 Klavier und Geige, 12 Klavier und Flöte, 7 
Geige und Flöte. Genau eine Person beherrscht alle 3 Instrumente. Wieviel Personen spielen kein Instrument?

Um diese Frage zu beantworten, betrachten wir die Menge G = {kl, ge, f l}  und definieren für jedes T ⊆ G  den Wert 
F(T) als die Anzahl der Leute, die (mindestens) die Instrumente in T spielen. Dann haben wir

F (∅) = 73, F (kl) = 52, F (ge) = 25
F (fl) = 20, F (kl, ge) = 17, F (kl, fl) = 12

F (ge, fl) = 7, F (kl, ge, f l) = 1

und berechnen die gesuchte Zahl nach der Siebformel als

31 ERATOSTHENES (276-195 v.Chr.)
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f(∅) = 73− (52 + 25 + 20) + (17 + 12 + 7)− 1 = 11 .

Urnenbelegungen. Es werden n Kugeln über die r verschiedenen Urnen U1, U2,…, Ur „zufällig“ verteilt. Für jedes g
S ⊆ R = {1, . . . , r} sei P(S) die Wahrscheinlichkeit dafür, dass die Urnen Ui mit Index i ∈ S (und möglicherweise 
andere) leer bleiben. p(S) bezeichne dagegen dieWahrscheinlichkeit, dass genau die Urnen Ui mit Index i ∈ S  leer (und 
die übrigen nichtleer) sind. Dann ist P die summatorische Funktion von p:

P (S) =
∑

T⊇S

p(T ).

Folglich ergibt sich die Wahrscheinlichkeit dafür, dass keine Urne leer bleibt, nach der Siebformel als

p(∅) =
∑

S⊆R

(−1)|S|P (S).

Zum Beispiel gilt im Spezialfall, wo alle rn möglichen Verteilungen der Kugeln auf die Urnen gleichwahrscheinlich sind
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P (S) =
(r − |S|)n

rn

(
=

Anz. günstige Fälle
Anz. mögliche Fälle

)

und folglich

p(∅) =
r∑

k=0

(−1)k
(
r

k

)
(r − k)n

rn
=

1

rn

n∑

k=0

(−1)r−k

(
r

k

)
kn.

Dérangements. Werfen wir nochmals einen Blick auf Dérangements (s. Abschnitt 3.4) von der Warte der Siebformel. p(S) 
bezeichne die Wahrscheinlichkeit dafür, dass bei einer zufälligen Permutation π der Menge N = {1, . . . , n} genau S als 
die Menge der Fixpunkte auftritt. Dann ergibt sich als zugehörige summatorische Funktion

∑

T⊇S

p(T ) =: P (S) =
|N \ S|!

n!

und folglich dieWahrscheinlichkeit dafür, dass eine zufällig gewählte Permutation fixpunktfrei ist, als

p(∅) =
∑

S⊆N

(−1)|S|P (S) =

n∑

k=0

(
n

k

)
(−1)k

(n− k)!

n!
=

n∑

k=0

(−1)k

k!
.

Die Eulersche Ф -Funktion. Sei n ≥ 2 eine natürliche Zahl mit den k verschiedenen Primfaktoren p1, p2, . . . , pk.  Die 
Eulersche Ф -Funktion ist definiert über die Anzahl

Φ(n) := |{m | 1 ≤ m ≤ n, ggT(m,n) = 1}|

der zu n teilerfremden kleineren Zahlen m (d.h. die Zahlen m ≤ n, die 1 als grössten gemeinsamen Teiler mit n haben). 
Zur Untersuchen von Ф (n) betrachten wir die Menge

P = {p1, p2, . . . , pk}

und definieren für alle Teilmengen S ⊆ P  denWert f(S) als die Anzahl der Zahlen m ≤ n, die genau die Zahlen in S als 
Teiler haben. Die summatorische Funktion

F (S) =
∑

S⊆T

f(T )
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zählt dann die Anzahl der Vielfachen des Produktes, die kleiner oder gleich n sind. D.h.:

F (∅) = n und F (pi1 , . . . , pis) =
n

pi1 . . . pis

Daraus ergibt sich die Darstellung

Φ(n) = f(∅) = n− n(
1

p1
+

1

p2
+ . . .+

1

pk
) + n(

1

p1p2
+

1

p1p3
+ . . .)−

−n(
1

p1p2p3
+

1

p1p2p4
+ . . .) + n(

1

p1p2p3p4
+ . . .)− . . .

= n
(
1− 1

p1

)(
1− 1

p2

)
. . .

(
1− 1

pk

)
.

Ist d ≥ 1 ein Teiler von n mit einem (mindestens) quadratisch auftretenden Primfaktor, so verschwindet die Möbiusfunktion 
der Teilbarkeitsrelation: μ (d) = 0 (s. Abschnitt 1.2). Deshalb können wir die obige Darstellung auch so schreiben:

Φ(n) =
∑

d|n
µ(d)

n

d
=

∑

m|n
mµ

( n
m

)

Dies bedeutet, dass die Eulersche Funktion Ф (n) per Möbiusinversion aus der Funktion F(m, n) = n gewonnen wird. 
Folglich ist F die summatorische Funktion von Ф und es gilt

∑

d|n
φ(d) = n .

3 Eulercharakteristik und Kettenkomplexe

Sei X eine beliebige Menge. Unter einem Komplex verstehen wir eine endliche Familie F  endlicher Teilmengen F ⊆ X  
mit ∅ ∈ F . Die Mengen F ∈ F  gewichten wir mit

e(F ) :=

{
(−1)|F |−1 im Fall F �= ∅

0 im Fall F = ∅.

und definieren dann die Eulercharakteristik des Komplexes F  als den Parameter

(48) χ(F) :=
∑

F∈F
e(F ) =

∑

F∈F\{∅}
(−1)|F |−1.
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χ(F)  misst also im nichttrivialen Fall die Diskrepanz zwischen der Anzahl der nichtleeren Mengen F ∈ F  ungerader 
Kardinalität | F | und der Anzahl der nichtleeren Mengen F ′ ∈ F  gerader Kardinalität |F ′|:

χ(F) =
∑

|F | ungerade
(+1) +

∑

|F ′| gerade
(−1) =

∑

|F | ungerade
1 −

∑

|F ′| gerade
1.

EX. 5.8. Sei X endlich mit Potenzmenge F. Dann haben wir

∑

F∈F
(−1)|F | =

|X|∑

k=0

(−1)k
(
|X|
k

)
= 0

und folglich

χ(F) =

|X|∑

k=1

(−1)k−1

(
|X|
k

)
= 1.

Vereinigung und Durchschnitt zweier Komplexe F 1 und F 2 sind wieder Komplexe. Ausserdem macht man leicht sich 
das sog. modulare Gesetz klar:
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(49) χ(F1) + χ(F2) = χ(F1 ∪ F2) + χ(F1 ∩ F2).

Denn eine Teilmenge F trägt zur linken Seite von (49) denselben Wert bei wie zur rechten.

Sei nun P = (M,≺) eine transitive und azyklische Struktur und x, y, z ∈ M  Elemente mit x ≺ y . Wir ordnen dem 
offenen Interval

(x, y) := {z ∈ M | x ≺ z ≺ y}

die Menge C = C(x, y) aller Ketten C ⊆ (x, y) als seinen Kettenkomplex zu. Dann erhalten wir

fi := |{C ∈ C(x, y) | |C| = i}| = κi+1(x, y) (i = 1, 2, . . .)

und können somit die Eulercharakteristik des Kettenkomplexes C  mittels derMöbiusfunktion μ von P ausdrücken:

χ(C) = f1 − f2 + f3 ± . . . =
∞∑

i=1

(−1)i+1κi+1(x, y) = µ(x, y) + 1.

4 Planare Graphen

In diesem Abschnitt illustrieren wir Anwendungen der Eulercharakteristik auf planare Graphen. Der Einfachheit halber 
behandeln wir dabei die geometrisch-topologischen Aspekte von in der Ebene R2  gezeichneten Graphen etwas informell.

4.1. Kanten, Pfade und plane Graphen. Sei e : (0, 1) → R2  eine stetige injektive Abbildung vom offenen 
Einheitsintervall (0, 1) ⊆ R

2
 in die euklidische Ebene R2 . Wir identifizieren e mit seinem Bild 

( )
e(0, 1) ⊆ R2  und 

nennen e eine (geometrische) Kante, wenn es Punkte x,y ∈ R2 \ e  e gibt mit der Eigenschaft

x = lim
t→0

e(t) und y = lim
t→1

e(t).

x und y sind dann die Endpunkte der Kante e. Ein Pfad von x nach y ist eine Folge

P = x1e1x2e2x3 . . .x�e�x�+1

von endlich vielen paarweise disjunkten Kanten ei mit Endpunkten xi und xi+1 derart, dass x = x1 und xl`+1 = y. Im Fall x 
= y ist P geschlossen. Ein geschlossener Pfad mit mindestens einer Kante ist ein Kreis, wenn kein Endpunkt einer Kante 
mehr als einmal auftritt. Ein Kreis mit genau einer Kante ist eine Schlinge.

EX. 5.9 (Schlichter Pfad). Der Pfad P = x1e1x2e2x3 . . .x�e�x�+1  von x nach y heisst schlicht, wenn die Knoten 
x2, . . . ,x� p paarweise verschieden sind. In diesem Fall ist
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e = e1 ∪ {x2} ∪ e2 ∪ {x3} ∪ . . . ∪ {x�−1} ∪ e�

eine Kante mit den Endpunkten x und y. Ein Kreis ist ein geschlossener schlichter Pfad.

Ein planer Graph ist ein Paar G = (V, E), wobei ε eine endliche Menge von paarweise disjunkten Kanten und V ⊆ R2  
eine endliche Menge von Punkten ist, welche alle Endpunkte der Kanten e ∈ E  enthält. Die Punkte v ∈ V  sind die sog. 
Knoten des Graphen G. Wir benutzen die Notation

G := V ∪ E ⊆ R2 .

4.2. Zusammenhangskomponenten und Flächen. Bzgl. des planen Graphen G = (V, E), nennen wir zwei Punkte 

x,y ∈ G  äquivalent, wenn es einen Pfad P ⊆ G  von x nach y gibt. Man macht sich leicht klar, dass hier wirklich eine A¨ 
quivalenzrelation vorliegt. Die verschiedenen Klassen Gi äquivalenter Punkte von G  sind die Zusammenhangskomponenten 
von G . Also ergibt sich die Dekomposition

G = G1 ∪ G2 ∪ . . . mit Gi ∩ Gj = ∅ wenn i �= j.

Im Fall G = G1 gibt es genau eine Zusammenhangskomponente. G  wird dann zusammenhängend genannt.

Analog nennen wir zwei Punkte x,y ∈ R2 \ G a äquivalent, wenn es eine Kante e ⊆ R2 \ G  mit den Endpunkten 
x und y gibt. Wieder erkennt man leicht, dass auch hier eine A¨ quivalenzrelation vorliegt. Die A¨ quivalenzklassen Fs

bzgl. dieser Relation sind die Flächen von G  und ergeben die Dekomposition

R2 \ G = F1 ∪ F2 ∪ . . . mit Fs ∩ Ft = ∅ wenn i �= j.

Insgesamt liefert G  eine eindeutige Zerlegung der Ebene R2  in paarweise disjunkte Zusammenhangskomponenten und 
Flächen von G :

R2 = G1 ∪ G2 ∪ . . . ∪ F1 ∪ F2 ∪ . . . .

Ist z.B. G  ein Kreis, dann hat G  genau 2 Flächen, nämlich die von G  umgrenzte Innenfläche F1  und die (unendliche) 
Aussenfläche

F2 = R2 \ (G ∪ F1).

4.3. Eulersche Formel und Eulercharakteristik. Sei f1 = |V|  die Anzahl der Knoten, f2 = |E| die Anzahl der Kanten, 
f3 die Anzahl der Flächen und k die Anzahl der Zusammenhangskomponenten des planen Graphen G = (V, E).
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Wenn man sich vorstellt, dass G  aufgebaut wird, indem man Schritt für Schritt Kanten aus ε der Punktmenge V  hinzufügt, 
so hat man am Anfang der Prozedur f2 = 0, f3 = 1, und k = | V  |.

Wird dann eine Kante e mit zwei Endpunkten x,y ∈ V  zugefügt, so hat man f2 = 1, f3 = 1 und k = |V| − 1. 
Bildet e jedoch einen Schlinge, so ergibt sich f2 = 1, k = |V| und f3 = 2, da nun die Punkte im Inneren der Schlinge 
von den Punkten ausserhalb getrennt sind.

Für |E| ≤ 1 erkennen wir also die Gültigkeit der Eulerschen Formel

(50) f1 − f2 + f3 = 1 + k .

SATZ 5.1. Die Eulersche Formel (50) gilt für jeden planen Graphen.

Beweis. Wir nehmen an, (50) gelte für den planen Graphen G = (V, E). Wir fügen nun eine Kante e derart hinzu, dass 
der erweiterte Graph G′ = (V, E ∪ e) auch plan ist.

Ergibt e mit schon vorhandenen Kanten einen Kreis, so wird e einer Zusammenhangskomponente von G  zugefügt. Die 
Anzahl der Komponenten bleibt also gleich. Allerdings erhöht sich die Anzahl der Flächen um 1, da nun die Punkte 
innerhalb des neuen Kreises von den Punkten ausserhalb nicht mehr über Pfade P ⊆ R2 \ G′ erreichbar sind. Schliesst 
e keinen Kreis, so verbindet e zwei Zusammenhangskomponenten von G . Die Anzahl der Komponenten sinkt also um 
1, während die Anzahl der Flächen gleich bleibt. Auf jeden Fall gilt die Eulersche Formal auch G′ .
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BEMERKUNG. Das induktive Argument im vorangehenden Beweis zeigt insbesondere, dass ein planer Graph genau eine 
unbegrenzte Fläche hat, die sog. Aussenfläche. Die übrigen Flächen sind von Kreisen begrenzt.

Triangulierte Graphen. Der plane Graph G = (V, E). heisst trianguliert, wenn jede begrenzte Fläche von einem Kreis 
mit genau 3 Kanten begrenzt ist, d.h. ein „Dreieck“ darstellt.

Man kann G  z.B. folgendermassen triangulieren:

1) Man unterteilt jede Kante e ∈ E  in drei neue Kanten e′, e′′ und e′′′, indem man 2 Punkte x′,x′′ ∈ e  
wählt, die bisher noch nicht als Knoten auftreten, und als neue Knoten behandelt. So erhält man einen Graphen 

G′ = (V ′, E ′) mit G′ = G. Insbesondere ändern sich die Flächen nicht. Es ist jedoch sichergestellt, dass jede 
begrenzte Fläche F  bzgl. G′  von einem Kreis mit mindestens 3 Kanten begrenzt ist.

2) Jede Fläche F , die von einem Kreis mit c ≥ 4 Knoten umschlossen wird, kann nun durch eine durch F  
verlaufende neue Kante in zwei neue Flächen unterteilt werden, deren umschliessenden Kreise mindestens 
3, aber weniger als c, Knoten haben. Diese Unterteilung führt man fort, bis ein triangulierter Graph vorliegt.

EX. 5.10. Sei G̃ = (Ṽ, Ẽ) der nach dem obigen Verfahren aus G = (V, E). erhaltene triangulierte Graph. Dann hat G̃  
dieselbe Anzahl k von Zusammenhangskomponenten wie G .

Sei G = (V, E). ein triangulierter Graph und ∆ die Familie aller Teilmengen von Knoten, die entweder als Einzelknoten 
oder als Endknotenpaar einer Kante oder als Knotentripel eines eine Fläche begrenzenden Kreises auftreten, dann gilt 
nach der Eulerformel:

k = f1 − f2 + (f3 − 1) = χ(∆)

Denn bei χ(∆) wird die Aussenfläche von G  nicht mitgezählt. Somit finden wir:

PROPOSITION 5.2. Die Zusammenhangszahl k eines planen Graphen ist genau die Eulercharakteristik seiner Triangulierung.

4.4 Die Knoten-Kanten-Ungleichung.

PROPOSITION 5.3. Sei G = (V, E). ein planer Graph mit mindestens 3 Knoten derart, dass jeder Kreis mindestens 3 Kanten 
umfasst. Dann gilt die Knoten-Kanten- Ungleichung

(51) |E| ≤ 3|V| − 6.

Beweis. Wir dürfen annehmen, dass die Knoten, die auf dem Rand einer Fläche F  liegen, einen Kreis bilden. Sonst fügen 
wir zwischen zwei nicht benachbarten solchen Knoten x und y eine Kante e ⊆ F  mit den Endpunkten x und y ein. 
Dadurch entsteht wieder ein planarer Graph G′  mit derselben Knotenzahl und einer sogar noch höheren Kantenzahl. 
Ausserdem hat auch jeder Kreis von G′  mindestens 3 Kanten. Nun wiederholen wir diese Operation solange, bis diese 
Annahme erfüllt ist und weisen dann die Knoten-Kanten- Ungleichung für den Endgraphen nach.
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Ist unsere Annahme erfüllt, zählen wir die Kanten der Kreise, die Flächen beranden und erhalten die Ungleichung

3f3 ≤ 2f2,

weil eine Kante im Rand von höchstens 2 Flächen auftreten kann und deshalb höchstens doppelt gezählt wird. Wir 
schliessen darum aus der Eulerschen Formel (50):

6 ≤ 3(k + 1) = 3f1 − 3f2 + 3f3 ≤ 3f1 − f2

und somit |E| = f2 ≤ 3f1 − 6 = 3|V| − 6.

Als Folgerung der Knoten-Kanten-Ungleichung finden wir:

PROPOSITION 5.4. Sei G = (V, E). ein planer Graph, bei dem jeder Kreis mindestens 3 Kanten umfasst. Dann existiert 
ein Knoten v ∈ V ,  der Endpunkt von höchstens 5 Kanten ist.

Beweis. Hat G  weniger als 2 Knoten, ist die Behauptung trivialerweise richtig. Nehmen wir also an, G  habe mindestens 
3 Knoten, die Behauptung sei aber falsch und jeder Knoten sei Endpunkt von mindestens 6 Kanten.

Zählen wir nun die Kanten gemäss ihren Endpunkten, dann ergibt sich

6|V| ≤ 2|E|,

da jede Kante auf diese Weise doppelt gezählt wird. Das steht jedoch im Widerspruch zur Knoten-Kanten-Ungleichung, 
wonach gilt:

2|E| ≤ 2 · (3|V| − 6) = 6|V| − 12.

Damit ist die Annahme, die Behauptung sei falsch, ad absurdum geführt.

4.5. Färbungen. Unter einer p-Färbung des Graphen G = (V, E). versteht man eine Abbildung

c : V → {1, 2, . . . , p}

derart, dass es keine Kante gibt, deren Endpunkte x dieselbe „Farbe“ c(x) tragen.

PROPOSITION 5.5. Sei G = (V,E) ein beliebiger planer Graph ohne Schlingen. Dann gestattet G  eine 5-Färbung.

Beweis. Wir argumentieren per Induktion über die Grösse von G . Ohne Beschränkung der Allgemeinheit dürfen wir dabei 
annehmen, dass G  keine „parallen“ Kanten (d.h. Kreise mit 2 Kanten) hat. Denn sonst kann man eine Kante weglassen, ohne 
die Färbungseigenschaft zu verändern. Also können wir davon ausgehen, dass jeder Kreis in G  mindesten 3 Kanten umfasst.
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Folglich gibt es einen Knoten v, der Endpunkt von höchstens 5 Kanten ist (Proposition 5.4). Wir entfernen nun v und 
die Kanten, die v als Endpunkt haben. Per Induktion nehmen wir an, dass der Restgraph G′  5-färbbar ist. Treten nun 
unter den Kantennachbarn von v höchstens 4 verschiedene Farben auf, so geben wir v eine noch verfügbare Farbe und 
haben dann auch G  zulässig gefärbt.

Es bleibt also noch die folgende Situation zu analysieren: v hat Kantennachbarn v1 ,… , v5 (die wir uns im Kreis angeordnet 
denken), die sämtliche 5 Farben repräsentieren. Wir betrachten die Knoten v1 und v3. U bezeichne die Menge aller Knoten, 
die von v1 über Kantenpfade in G′  erreicht werden können die nur Knoten der Farben „1“ und „3“ durchlaufen. Wir 
unterscheiden nun zwei Fälle.

1. FALL: v3 /∈ U . Wir vertauschen dann die Farben 1 und 3 auf der Knotenmenge U. Daraus resultiert offenbar 
eine zulässige 5-Färbung von G′ , in der v1 aber nun die Farbe 3 trägt! Also steht nun die Farbe 1 nun zur 
Färbung von v zur Verfügung.

2. FALL: v3 ∈ U . Es gibt also einen Pfad P von v1 nach v3 in G′ , mit ausschliesslich den Farben 1 und 3. Dieser 
bildet mit dem Knoten v einen Kreis K in G und es gilt:

•	 v2 liegt im Inneren des Kreises K und v4 liegt im A¨ usseren von K.
Daraus folgt:

•	 Es kann in G′  keinen Pfad von v2 nach v4 geben, der nur die Farben 2 und 4 benutzt.

Wir können deshalb mit den Knoten v2 und v4 genauso wie zuvor mit v1 und v3 argumentieren – und sind dann aber mit 
dem FALL 1 schon fertig.
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BEMERKUNG. Tatsächlich sind plane Graphen sogar 4-färbbar (wenn man einem entsprechenden mit langen 
Computerberechnungen geführten Beweis glaubt). Ein elementarer Beweis für die 4-Färbbarkeit planer Graphen ist 
bisher jedoch noch nicht gelungen.

4.6. Planare Graphen. Ein abstrakter (kombinatorischer) Graph ist ein Tripel G = (V, E, I), wobei V und E endliche Mengen 
sind und I eine Abbildung

I : E → 2V so, dass 1 ≤ |I(e)| ≤ 2 ∀e ∈ E

ist. Wir nennen die Elemente von V Knoten und die Elemente von E Kanten von G. Die Menge I(e) enthält die Endpunkte 
der Kante e. Im Fall |I(e)| = 1 ist die Kante e ∈ E  vom Typ I(e) = {v} und heisst Schlinge von G.

BEMERKUNG. Wenn die Funktion I aus dem Kontext klar ist, notiert man den kombinatorischen Graphen G = (V, E,  
I) oft auch einfach als Paar G = (V, E) und identifiziert eine Kante e mit der Menge I(e) ihrer Endpunkte.

Der Graph G = (V, E, I) heisst planar (oder plättbar), wenn es einen planen Graphen G = (V, E). gibt, dessen 
Inzidenzstruktur bzgl. der Knoten und Kanten zu der von G isomorph ist. Das soll heissen:

•	 Es gibt Bijektionen ϕ : V → V und ψ : E → E  so, dass für jede Kante e ∈ E  mit den Endpunkten x und 
y gilt: I(ψ(e)) = {ϕ(x), ϕ(y)}..

Man sagt dann auch, G  sei eine Einbettung von G in R2. Natürlich muss ein planarer Graph z.B. ebenso die Knoten-
Kanten-Ungleichung erfüllen wie ein planer Graph. Damit kann man oft kombinatorisch beweisen, dass ein abstrakter 
Graph G nicht plättbar ist.

EX. 5.11 (Kuratowski-Graphen). Mit K5 bezeichnet man den abstrakten Graphen auf V = {1, 2, 3, 4, 5}, bei dem jedem 
Paar von Knoten genau eine Kante entspricht. K3;3 ist der Graph auf V = {1, 2, 3, 4, 5}, 6g, wobei genau die Paarmengen p
{v, v′} mit v ∈ {1, 2, 3} und v′ ∈ {4, 5, 6}  Kanten repräsentieren.

K5 kann wegen 3|V| − 6 = 9 < 10 = |E|  nicht planar sein. In K3,3 besteht jeder Kreis aus mindestens 4 Kanten. Gäbe es 
eine plane Einbettung K3,3, so hätte man 4f3 ≤ 2f2  und folglich 2f3 ≤ 9. Nach der Eulerformel muss aber gelten:

f3 = 2− f1 + f2 = 5.

Also sind weder K5 noch K3,3 planar.

BEMERKUNG. Kuratowski32 hat gezeigt, dass jeder nichtplanare Graph entweder K5 oder K3,3 enthält. Diese Graphen 
sind also die „minimalen“ nichtplanaren Graphen.

32 K. KURATOWSKI (1902-1980)
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6 Netzwerke
Das Modell abstrakter Graphen wird erweitert, wenn man mögliche Orientierungen der Kanten mitberücksichtigt. Damit 
erhält man nicht nur ein mathematisches Modell, das viele kombinatorische Strukturen „intuitiv“ sichtbar macht, sondern 
auch eine Grundlage zum praktischen Berechnen von Strukturen mit gewissen Optimalit ätseigenschaften.

Orientierungen. Sei G = (V, E, I) ein abstrakter Graph. Unter einer Orientierung einer Kante e ∈ E  mit zwei Endknoten 
versteht man einfach eine Anordnung (v, w) der Endknotenmenge I I(e) = {v, w},

+
 die einen „Durchlaufsinn“ der Kante 

festlegt. Wir schreiben dann e— = v und e+ = w und können uns e intuitiv als einen von v = e— nach w = e+ gerichteten 
Pfeil vorstellen:

v
e−→ w bzw. e−

e−→ e+.

G heisst orientiert (oder gerichtet), wenn jede Kante mit zwei Endpunkten orientiert ist33.

Inzidenzmatrix. Die Inzidenzmatrix des gerichteten Graphen G = (V, E, I) ist die Matrix A = [ave] ∈ RV×E ,  deren 
Zeilen den Knoten v ∈ V  und deren Spalten den Kanten e ∈ E  entsprechen, mit den Einträgen

ave :=






+1 wenn e keine Schlinge und v = e+,
−1 wenn e keine Schlinge und v = e−,
0 sonst.

Jede Spalte von A hat also entweder alle Koeffizienten “0“ oder genau einen Koeffizienten „+1“ und einen Koeffizienten 
„—1“ (und die übrigen „0“).

EX. 6.1 (Umorientierungen). Wird die Orientierung (v, w) der Kante e in (w, v) umgekehrt, dann erhält man die neue 
Inzidenzmatrix dadurch, dass man die e- Spalte der alten Inzidenzmatrix mit (—1) multipliziert.

Pfade und Kreise. Analog zur Begriffsbildung bei planen Graphen sprechen wir im (abstrakten) Graphen G = (V, E, 
I) von einem Pfad vom Knoten s ∈ V  zum Knoten t ∈ V  als einer alternierenden Folge von Knoten xi ∈ V  und 
Kanten ej ∈ E,

(52) P = x0e1x1e2x2 . . . xk−1ekxk,

wobei x0 = s, xk = t und I(ej) = {xj−1, xj} für alle j = 1, . . . , k.  Ein Teilpfad von P ist ein Pfad vom Typ

P ′ = xiei+1xi+1ei+1xi+1 . . . xj−1ejxj .

33 bei Schlingen interessieren mögliche Orientierungen im Kontext dieses Kapitels nicht
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Bzgl. einer gegebenen Orientierung heisst P gerichtet, wenn zusätzlich gilt

e−j = xj−1 und e+j = xj ∀j = 1, . . . , k.

Im Fall s = t ist der Pfad P geschlossen. P heisst schlicht, wenn P keinen geschlossenen echten Teilpfad enthält. Ein schlichter 
geschlossener Pfad ist ein Kreis.

Bezüglich einer gegebenen Orientierung des Graphen G können wir den (gerichteten oder ungerichteten) schlichten Pfad 
P durch seinen (Kanten-)Inzidenzvektor (oder Indikator) darstellen, den wir der Einfachheit halber selber auch mit „P“ 
bezeichnen. Der Pfad (52) entspricht dann dem Vektor P ∈ RE  mit den Komponenten

Pe :=






+1 wenn e = ej und e+ = xj
−1 wenn e = ej und e− = xj
0 sonst.

Im Fall Pe = +1 ist e eine sog. Vorwärtskante und im Fall Pe = —1 eine Rückwärtskante des Pfades P (bzgl. der gewählten 
Orientierung von G). Ein gerichteter schlichter Pfad umfasst also ausschliesslich Vorwärtskanten.

EX. 6.2. Sei P ein schlichter Pfad, der nur die Kante e enthält. Ist e eine Schlinge, so ist P = e (als Inzidenzvektor) der Nullvektor. 
Andernfalls ist P = e in Abhängigkeit von der Orientierung von e entweder ein positiver oder ein negativer Einheitsvektor in RE .
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Zirkulationen. Wir betrachten G mit einer festen Orientierung und der zugeh örigen Inzidenzmatrix A = [ave].. Ein 
(allgemeiner) Fluss auf G ist aus mathematischer Sicht nichts anderes als eine Abbildung x : E → R,die jeder Kante e 
einen Flusswert xe ∈ R  zuweist. Der Träger von x ist definiert als die Menge

tr (x) := {e ∈ E | xe �= 0}.

Der Durchfluss von x im Knoten v ist die Differenz zwischen dem Zufluss und Abfluss bzgl. x, d.h. der Parameter

(53) δv(x) :=
∑

e+=v

xe −
∑

e−=v

xe =
∑

e∈E
avexe.

In Matrixnotation ergibt sich der Vektor δ(x) ∈ RV  aller Durchflüsse somit als

δ(x) = Ax.

Wir nennen den Fluss x eine Zirkulation, wenn bei keinem Knoten etwas hinzugewonnen wird oder verloren geht, d.h. 
wenn für jedes v ∈ V  gilt

δv(x) = 0 bzw.
∑

e+=v

xe =
∑

e−=v

xe.

In der Sprache der linearen Algebra ist eine Zirkulation ein Vektor im Kern der Inzidenzmatrix A:

x ∈ RE ist Zirkulation ⇐⇒ Ax = 0 (d.h. x ∈ kerA).

EX. 6.3. Sei x der Inzidenzvektor eines Kreises K im Graphen G. Dann ist x eine Zirkulation. Folglich ergibt auch jede 
Linearkombination von Kreisen eine Zirkulation.

LEMMA 6.1 (Zirkulationslemma). Ein Fluss x ∈ RE  mit tr (x) �= ∅  ist eine Zirkulation genau dann, wenn x eine 
Linearkombination von (Inzidenzvektoren von) Kreisen ist.

Beweis. In Anbetracht von Ex. 6.3 bleibt zu zeigen, dass sich eine Zirkulation x mit tr (x) �= ∅  als Linearkombination 
von Kreisen darstellen lässt. Wir argumentieren per Induktion über die Mächtigkeit |tr (x)|  des Trägers.

Sei e1 ∈ tr (x) und v1 und v1 ein Endpunkt von e1. Ist e1 eine Schlinge, so ist xe1 ·e1 und folglich auch x x′ = x − xe1e1   
eine Zirkulation. Wegen |tr (x′)| ≤ |tr (x)| − 1  dürfen wir per Induktion annehmen, dass x´ entweder der Nullvektor 
ist oder sich als Linearkombination von Kreisen schreiben lässt. Also ist auch x = x′ + xe1e1 eine Linearkombination 
von Kreisen. Wir dürfen also im Weiteren ohne Beschränkung der Allgemeinheit annnehmen, dass tr (x) keine Schlingen 
enthält.
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Die Kante e1 ∈  tr (x) besitzt also einen weiteren Endpunkt v2. v2 muss Endpunkt einer weiteren Kante e2 ∈  tr (x) sein 
(denn sonst wäre δv2(x) �= 0 !). e2  ist nach unserer jetzigen Annahme keine Schlinge und besitzt somit einen weiteren 
Endpunkt x3. Auf diese Weise konstruieren wir schrittweise einen Pfad

v1e1v2e2v3 . . .

Da G nur endlich viele Knoten hat, wird nach endlich vielen Schritten ein Knoten durchlaufen werden, der schon vorher 
besucht worden war. Damit ist ein geschlossener Pfad P mit tr (P ) ⊆ t tr (x) gefunden. Der geschlossener Pfad P enthält 
(mindestens) einen Kreis K. Für diesen gilt tr (K) ⊆  tr (x).

Sei e ∈ tr (K) eine beliebige Kante. Dann ist xe �= 0  und xe K eine Zirkulation. Folglich ist x′ = x − xeK eine Zirkulation 
mit |tr (x′)| ≤ |tr (x)| − 1. Damit können wir mit der analogen Argumentation wie zuvor den Beweis per Induktion zu 
Ende führen.

Auf die folgende wichtige Folgerung des Kreislemmas werden wir später noch wiederholt zurückkommen.

SATZ 6.1. Sei G = (V, E) ein beliebig orientierter Graph mit Inzidenzmatrix A ∈ RV×E . Dann sind für jede Kantenmenge 
S ⊆ E  die folgenden Aussagen äquivalent:

1) S ist kreisfrei (d.h. Die Kantenmenge keines Kreises K von G ist ganz in S enthalten).
2) Die der Kantenmenge S entsprechende Spaltenteilmatrix AS von A hat Rang rg (AS) = |S| (d.h. die Spalten 

sind linear unabhängig).

Beweis. Seien die Spaltenvektoren in AS linear abhängig. Dann kann der Nullvektor 0 ∈ RE  als nichttriviale 
Linearkombination der Spaltenvektoren Ae in AS geschrieben werden, d.h.

0 =
∑

e∈S

xeA
e

mit mindestens einem xe �= 0.  x ergibt somit eine Zirkulation of G mit tr (x) ⊆  S. Also existiert nach dem 
Zirkulationslemma ein Kreis K ⊆  tr (x) ⊆  S. Gibt es umgekehrt einen Kreis C ⊆  S, dann gilt nach Ex. 6.3:

∑

e∈C

Ae = 0.

Also ist AC und somit auch die Obermenge AS ⊇ AC  linear abhängig.

1 Der Algorithmus von Ford und Fulkerson

Wir nehmen an, dass auf dem (orientierten) Graphen G = (V, E) jeder Kante e eine (nichtnegative) Kapazität ce 
ce ∈ R+ ∪ {+∞} zugeordnet ist.
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BEMERKUNG (Netzwerke). Ein orientierter Graph G, bezüglich welchem weitere Strukturparameter (wie z.B. 
Kantenkapazitäten) definiert sind, wird oft als Netzwerk bezeichnet.

Wir nennen eine Zirkulation x ∈ RE  zulässig, wenn gilt

0 ≤ xe ≤ ce für alle e ∈ E.

Man bemerke, dass zulässige Zirkulationen immer existieren (Beispiel: die triviale Nullzirkulation x = 0).

Das Fluss-Modell von Ford-Fulkerson. Sei f ∈ E  eine ausgezeichnete Kante mit cf = ∞  im orientierten Graphen 
G = (V, E) mit der Kapazität c. Eine zulässige Zirkulation x* heisst f-optimal, wenn gilt:

(54) x∗f = max{xf | x ist zulässige Zirkulation auf G}

Das Flussproblem von Ford und Fulkerson34 besteht darin, eine f-optimale zulässige Zirkulation zu konstruieren.

1.1. Schnitte und Augmentierungen. Wie erkennt man, ob eine gegebene zulässige Zirkulation f-optimal ist? Zur 
Untersuchung dieser Frage betrachten wir zu jeder Knotenmenge S ⊆  V die Menge

34 L.R. FORD (1927), R.D. FULKERSON (1924-1976)
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S− := {e ∈ E | e− ∈ S, e+ ∈ V \ S}

derjenigen Kanten, die von S in das Komplement V \S führen. Eine Kantenmenge vom Typ S— ist ein sog. Schnitt im 
Graphen G = (V, E). Wir nennen S— einen f-Schnitt, wenn f ∈ (V \ S)− gilt (d.h. wenn die Kante f von V \S zurück 
nach S weist).

Bzgl. eines beliebigen Vektors x ∈ RE  benutzen wir die Kurzschreibweise

x(S−) :=
∑

e∈S−

xe.

LEMMA 6.2. Sei x ∈ RE  eine beliebige Zirkulation auf dem orientierten Graphen G = (V, E). Dann gilt

(55) x(S−) = x(V \ S)− für alle S ⊆ V .

Beweis. Es genügt, die Behauptung für Kreise zu beweisen. Denn dann gilt sie offenbar auch für alle Linearkombinationen 
von Kreisen, d.h. alle Zirkulationen. Sei also x der Inzidenzvektor des Kreises K. Wenn wir nun K einmal durchlaufen, ist 
klar, dass wir genauso oft einen Schritt von S nach V \S machen wie von V \S nach S. Mit anderen Worten: K enthält 
genauso viele von S nach V \S gerichtete Kanten wie von V \S nach S. Das ist genau die Aussage von (55).

Wir nehmen nun die Kantenkapazität c : E → R+ ∪ {∞}  als gegeben an und definieren die Kapazität eines Schnittes 
S— als den aggregierten Kapazitätswert

(56) c(S−) :=
∑

e∈S−

ce.

LEMMA 6.3 (Schnittlemma). Sei x eine beliebige zulässige Zirkulation auf dem Netzwerk G = (V, E) mit Kapazität c. S  ⊆  
V sei eine beliebige Knotenmenge. Dann gilt für jede Kante f ∈ (V \ S)−:

xf ≤ c(S−).

Insbesondere ist x im Fall xf = c(S—) garantiert f-optimal.

Beweis. Da x zulässig und deshalb nichtnegativ ist, folgert man aus Lemma 6.2:

xf ≤ x((V \ S)−) = x(S−) ≤ c(S−).

1.2. Augmentierende Pfade. Wir wollen einsehen, dass die hinreichende Bedingung für f-Optimalität im Schnittlemma 
6.3 auch notwendig ist und folglich generell f-Optimalität charakterisiert. Dabei gehen wir von einer gegebenen zulässigen 
Zirkulation x und einer Kante f ∈  E aus und nennen einen schlichten Pfad
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P = se1v1e2 . . . ekvk mit s = f+

augmentierend (bzgl. x und f), wenn für jede Kante ej ∈  P folgende Aussage zutrifft:

(0) ej �= f .
(i) Ist ej eine Vorwärtskante in P , dann gilt xej < cej .

(ii) Ist ej eine Rückwärtskante in P , dann gilt xej > 0.

SATZ 6.2 (Ford-Fulkerson). Sei x eine zulässige Zirkulation auf dem orientierten Graphen G = (V, E) und f ∈  E eine Kante 
mit den beiden Endknoten s := f+ und t := f—. Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent:

1) x ist nicht f-optimal.
2) x gestattet einen augmentierenden Pfad P von s nach t.

Beweis. Wir nehmen zuerst an, dass es keinen augmentierenden Pfad von s nach t gibt, und betrachten die Menge S aller 
Knoten v, die von s über einen augmentierenden Pfad erreicht werden können. Dann gilt trivialerweise s ∈  S und t ∈  
V \S (nach Annahme). Folglich ist S— ein f-Schnitt.

Sei e ∈  S— eine beliebige Schnittkante mit dem Endpunkt e— ∈  S und dem andern Endpunkt e+ ∈  V \S. Dann muss 
xe = ce gelten, da sonst ein augmentierender Pfad von s nach e— mit e als Vorwärtskante nach e+ /∈  S fortgesetzt werden 
können, was aber der Definition von S widerspricht.

Genauso muss xe = 0 für jede Kante e ≠ f mit Endpunkten e+ ∈  S und e— /∈  S gelten. Denn sonst könnte man einen 
augementierenden Pfad von s nach e+ mit e als Rückwärtskante zum Knoten e— fortsetzen. Also ergibt sich insgesamt

xf = x((V \ S)−) = x(S−) = c(S−),

was nach dem Schnittlemma 6.3 die Zirkulation x als f-optimal erweist.

Wir nehmen jetzt umgekehrt an, dass x einen augmentierenden Pfad

P = se1v1e2 . . . ekt

von s nach t gestattet, und setzen ε := min{ε+, ε−} > 0,  wobei

ε+ := min{ce − xe | e ist Vorwärtskante in P} > 0

ε− := min{xe | e ist Rückwärtskante in P} > 0.

Wir modifizieren nun x zu einem neuen Fluss x´ mit den Kantenflusswerten
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(57) x′
e :=






xe + ε wenn e = f oder e Vorwärtskante in P .
xe − ε wenn e Rückwärtskante in P .
xe sonst.

Da f den Pfad P zu einem Kreis schliesst, ersieht man aus der Konstruktion leicht, dass x´ eine zulässige Zirkulation ist. 
Wegen x′

f = xf + ε > xf erkennt man, dass x nicht f-optimal war.

1.3. Der FF-Algorithmus. Man bemerke, dass der Beweis des Satzes 6.2 von Ford und Fulkerson im Prinzip algorithmisch 
konstruktiv ist. Um nach einer f-optimale Zirkulation zu suchen, kann man nach dem sog. Ford-Fulkerson- Algorithmus 
(„FF-Algorithmus“) vorgehen.

FF-ALGORITHMUS:

(FF0)  Beginne mit der trivialen zulässigen Zirkulation x = 0 und iteriere dann den folgenden Schritt (FF1) bis 
eine f-optimale Zirkulation vorliegt.

(FF1)  Ist die zulässige Zirkulation x schon konstruiert, nimm einen augmentierenden Pfad und modifiziere x 
zu einer zulässigen Zirkulation x mit x´f > xf gemäss der Vorschrift (57).

Die Frage erhebt sich allerdings, ob der FF-Algorithmus überhaupt nach endlich vielen Iterationsschritten zu einem Ende 
kommt. Wir betrachten zuerst einen Spezialfall und verschieben die Diskussion des Allgemeinfalles auf Abschnitt 2.4 
und den dortigen Satz 6.5.
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KOROLLAR 6.1. Sei G = (V, E) ein Netzwerk mit der ausgezeichneten Kante f und ganzzahliger Kantenkapazität 
c : E \ {f} → Z+.  Dann konstruiert der FFAlgorithmus in endlich vielen Iterationsschritten eine ganzzahlige zulässige 
Zirkulation x* und einen f-Schnitt S mit der Eigenschaft

x∗f = c(S−).

Insbesondere ist x* eine f-optimale zulässige Zirkulation.

Beweis. Wegen der Ganzzahligkeit von c konstruiert der FF-Algorithmus in jedem Stadium einen ganzzahligen Fluss x. 
Der Zielfunktionswert xf steigt bei jeder Augmentierung um mindestens +1. Andererseits sind auch alle Schnittkapazitäten 
ganze Zahlen. Also muss nach endlich vielen Schritten xf seine Obergrenze erreicht haben.

2 Anwendungen

Wir wollen ein paar kombinatorische Anwendungen der Theorie von Ford und Fulkerson geben.

BEMERKUNG. Interessanterweise wurden die Sachverhalte dieser Anwendungen unabh ängig von und z.T. lange vor der 
Netzwerkflusstheorie entdeckt. Sie lassen sich aber in diesem Rahmen besonders bequem ableiten.

2.1. Kantenüberdeckungen und Matchings. Der Graph G = (V, E) wird bipartit genannt, wenn V eine Partition V = V1 ∪  
V2 in disjunkte Mengen V1 und V2 gestattet derart, dass jede Kante einen Endknoten in V1 und einen Endknoten in V2 hat.

Der Einfachheit halber stellen wir uns in diesem Abschnitt die Kanten des bipartiten Graphen G = (V1 ∪  V2, E) als Paare 
e = (v1, v2) mit v1 ∈  V1 und v2 ∈  V2 vor, jeweils per (v1, v2)

— := v1 und (v1, v2)
+ := v2 orientiert.

Eine Kantenüberdeckung von G ist eine Knotenteilmenge C ⊆  V derart, dass jede Kante (mindestens) einen Endpunkt 
in C besitzt. Wir suchen eine Kantenüberdeckung mit möglichst wenigen Knoten.

Ein Matching M in G ist eine Menge von Kanten, von denen keine zwei einen Endknoten gemeinsam haben. Wir suchen 
ein Matching mit möglichst vielen Kanten. Man beobachtet sofort:

•	 Für jede Kantenüberdeckung C und jedes Matching M gilt:

|M | ≤ |C|.

Denn C muss ja insbesondere die Kanten in M abdecken. Folglich liegt im Gleichheitsfall |M | = |C| einerseits ein 
maximales Matching und andererseits eine minimale Kantenüberdeckung vor.

Um Matchings und Kantenüberdeckungen zu untersuchen, erweitern wir G zum Graphen G  mit den zusätzlichen Knoten 
s und t, der Kante f = (t, s) und den Kanten vom Typ
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(s, v1) und (v2, t) (v1 ∈ V1, v2 ∈ V2).

Als Kapazitäten auf G  wählen wir cf = +∞  und ce = 1 in allen anderen Fällen.

KOROLLAR 6.2 (König-Egerváry35). In jedem bipartiten Graphen G gilt:

max{|M | | M Matching} = min{|C| | C Kantenüberdeckung}

Beweis. Sei G = (V1 ∪  V2, E). Nach unseren Vorbemerkungen genügt es, ein Matching M und eine Kantenüberdeckung 
C mit |M | ≥ |C|zu konstruieren. Denn da a |M | ≤ |C|  ohnehin gilt, ergibt sich dann die Gleichheit |M | = |C|.

Dazu berechnen wir im zugeordneten Netzwerk G  eine f-optimale zulässige Zirkulation x nach dem FF-Algorithmus. 
Dann ist die Kantenmenge

M = {(v, w) ∈ E | v1 ∈ V1, v2 ∈ V2, x(v1, v2) = 1}

ein Matching und wir haben xf =|M|. Denn x ist gemäss Ford-Fulkerson konstruiert und hat deshalb einen ganzzahligen 
Flusswert xe ∈ {0, 1} auf jeder Kante e ≠ f. Hätten zwei Kanten aus M z.B. den Endknoten v2 ∈  V2 gemeinsam, dann 
würde x mindestens 2 Flusseinheiten nach v2 schicken. Es kann aber aus Kapazitätsgründen maximal nur eine Einheit 
aus v2 abfliessen. x wäre somit keine Zirkulation.

Es gibt also einen f-Schnitt S— in G  der Kapazität c(S−) = |M |. Wir setzen

C := {e+ | e ∈ S−}

und beobachten |C| = |S−| = |M |. Es bleibt jetzt nur noch einzusehen, dass C eine Kantenüberdeckung ist. Das 
ist aber klar. Denn gäbe es eine Kante (v′, w′), die von C nicht abgedeckt ist, dann wäre ja a s → v′ → w′ → t  ein x 
augmentierender Pfad und x somit nicht f-optimal.

2.2. Der Heiratssatz. Wir betrachten ein System A = (A1, . . . , An)  von (nicht notwendigerweise paarweise 
verschiedenen) endlichen Mengen Ai. Wir suchen ein Repräsentantensystem, d.h. eine Menge

R = {r1, . . . , rn} so, dass ri ∈ Ai ∀i = 1, . . . , n.

Unser Problem kann leicht als das Matchingproblem in dem bipartiten Graphen G = (V1 ∪  V2, E) erkannt werden, wobei

35 D. KöNIG (1884-1944), J. EGERVáRY (1891-1958)
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V1 = A1 ∪A2 ∪ . . . ∪An

V2 = A
(v,Ai) ∈ E ⇐⇒ v ∈ Ai.

Ein Matching M in G entspricht offensichtlich einem Repräsentantensystem für ein Teilsystem A′  von A  (und umgekehrt!):

(ri, Ai) ∈ M ←→ ri repräsentiert Ai.

Wir brauchen also einfach in G ein maximales Matching |M| konstruieren. Dann ist im Fall |M| = n ein (volles) 
Repräsentantensystem gefunden. Im Fall |M| < n existiert kein volles Repräsentantensystem.

Eine abstrakte Charakterisierung der Existenz voller Repräsentantensystem gibt der folgende Satz.

SATZ 6.3 („Heiratssatz“ von Hall36). Genau dann gestattet A = {A1, . . . , An}  ein Repräsentantensystem, wenn für alle 
J ⊆ {1, . . . , n} gilt:

(58)

∣∣∣∣∣∣

⋃

j∈J
Aj

∣∣∣∣∣∣
≥ |J |.

36 PH. HALL (1904-1982)
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Beweis. Die Hallsche Bedingung (58) ist sicherlich notwendig für die Existenz eines Repräsentantensystem, da eine 
Vereinigung von k Mengen Ai ja mindestens k Elemente zu Repräsentationszwecken enthalten muss. Wir zeigen umgekehrt, 
dass im zugeordneten bipartiten Graphen G ein Matching M mit |M| ≥ n existiert, wenn Halls Bedingung erfüllt ist. Das 
beweisen wir mit dem Argument, dass jede Kantenüberdeckung |C| mindestens n Knoten enthält, und setzen dazu

J = {j | Aj /∈ C} und C2 = {Ai ∈ A | Ai ∈ C}.

Wegen |
⋃

j∈J Aj | ≥ |J |  muss C noch mindestens |J | = n− |C2|  weitere Knoten aus V1 umfassen, um die von C2 noch 
nicht erfassten Kanten abzudecken. Folglich finden wir in der Tat

|C| ≥ |C2|+ |J | = n.

BEMERKUNG. Die Bezeichnung Heiratssatz leitet sich aus der Vorstellung ab, dass n Männer jeweils eine Frau suchen 
und dabei für Herrn i nur eine Dame aus der Menge Ai von Kandidatinnen in Frage kommt. Die Männer können unter 
diesen Umständen genau dann „verheiratet“ werden, wenn es ein Repräsentant(inn)ensystem für (A1, …, An) gibt.

Hinreichende Bedingungen. Oft kann man schon aus einfacheren Bedingungen ersehen, dass ein System 

A = (A1, . . . , An)  von Mengen Ai ⊆  X ein Repr äsentantensystem gestattet. Nennen wir z.B. A  ρ-regulär, wenn es 
eine Zahl ρ ≥ 1 gibt mit der Eigenschaft

1) Jedes Ai enthält mindestens ρ Elemente x ∈  X.
2) (2) Jedes x ∈  X liegt in höchstens ρ vielen Mengen Ai.

KOROLLAR 6.3. Ein ρ-reguläres Mengensystem A = (A1, . . . , An)  besitzt ein Repräsentantensystem.

Beweis. Wir zeigen, dass A  die Hallsche Bedingung (58) erfüllt. Dazu betrachten wir z.B.

A = A1 ∪ . . . ∪Ak.

Zum Nachweis von |A| ≥ k  wenden wir das Prinzip des doppelten Zählens auf die Menge

A = {(x,Ai) | x ∈ Ai, 1 ≤ i ≤ k}

an. Unter Berücksichtigung der Regularitätseigenschaften (1) und (2) finden wir

kρ ≤
k∑

i=1

|Ai| = |A| ≤
∑

m∈A

ρ = |A|ρ.

Division durch ρ ergibt nun k ≤ |A|, wie gewünscht.
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EX. 6.4 (Lateinische Rechtecke). Es sei A eine Matrix mit m Zeilen und n Spalten derart, dass jedes der n Symbole eines 
Alphabets Σ in jeder Zeile genau einmal, in jeder Spalte jedoch höchstens einmal auftritt. Eine solche Matrix A ist ein 
lateinisches Rechteck.

BEHAUPTUNG: Im Fall m < n kann man die Matrix A zu einem lateinischen Rechteck mit m+1 Zeilen erweitern. (Man 
erhält also nach n—m solchen Erweiterungen ein lateinisches Quadrat).

Zum Beweis ordnen wir jeder Spalte i genau die Menge Ai der Symbole zu, die in der bisherigen i-ten Spalte von A nicht(!) 
auftreten. Das System (A1, …, An) ist ρ- regulär mit ρ = n—m. Also existiert ein Repräsentantensystem R = (r1, …, rn), welches 
als neue Zeile das bisherige lateinische Rechteck A in zulässiger Weise erweitert.

2.3. Ketten und Antiketten. Wir gehen hier von einer sog. Halbordnung P = (V,≺)  aus (d.h.: die Relation ≺  ist 
azyklisch und transitiv auf V ). Zusätzlich zum schon eingeführten Kettenbegriff definieren wir nun eine Antikette in P 
als eine Menge A = {a1, . . . , ak} ⊆ V  derart, dass gilt:

ai �� aj für alle i �= j.

Anders gesagt ist eine Antikette eine Menge, die aus jeder Kette höchstens 1 Element enthält. Die Weite w(P) von P ist 
die maximal mögliche Mächigkeit einer Antikette:

w(P ) := max{|A| | A ⊆ M Antikette in P}.

Zum Beispiel hat eine Kette K ≠  die Weite w(K) = 1.

EX. 6.5. Sei V = 2N die Potenzmenge einer n-elementigen Menge N unter der Enthaltenseinsrelation P = (2N ,⊂).  Dann 
folgt aus dem Spernerschen Satz 1.2:

w(P ) =

(
n

�n/2�

)
.

Eine Kettenüberdeckung von P ist eine Menge K = {K1, . . . ,K�}  von Ketten in P mit der Eigenschaft

V =

�⋃

i=1

Ki .

Dann gilt sicherlich � ≥ w(P ),  da K ja insbesondere die Elemente einer maximalen Antikette überdecken muss. Wir 
suchen eine sog. Dilworthzerlegung von P, d.h. eine Kettenüberdeckung K = {K1, . . . ,K�}  mit möglichst wenig Ketten. 
Sicherlich dürfen wir die Ketten in K  als paarweise disjunkt annehmen, da das Entfernen eines redundanten Elementes 
aus einer Kette ja die Anzahl der Ketten nicht vergrössern würde.
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Um die Beziehung zum Matchingproblem deutlich zu machen, nehmen wir eine Menge K = {K1, . . . ,K�}  paarweise 
disjunkter Ketten als gegeben an und betrachten den P zugeordneten bipartiten Graphen G = (V ∪ V ′, E), wobei V 
´ eine disjunkte Kopie von V ist und die Kanten in E die Relation P widergeben:

(v, w′) ∈ E :⇐⇒ v ≺ w in P .

Eine Kette K = {v0 ≺ v1 . . . ≺ vh} ∈ K  entspricht nun den h paarweise disjunkten Kanten

(v0, v
′
1), (v1, v

′
2), . . . , (vh−1, v

′
h)

in G. Folglich lässt sich aus den ` �  Ketten von K  auf diese Weise ein Matching M in G konstruieren. Man macht sich 
leicht klar:

|V | = |K1 ∪ . . . ∪K�| = �+ |M |.

Umgekehrt gehen wir von einem Matching M in G aus und konstruieren daraus eine Kettenüberdeckung von P auf 
folgende Weise:

Die Matchingkanten (v, w′) ∈ M  ergeben |M| viele 2-elementige Ketten v ≺ w, von denen keine zwei denselben 
Anfangs- oder denselben Endpunkt haben. Diese Ketten sezten wir nun zusammen, um möglichst lange Ketten zu bauen:

Um mehr Information zu erhalten, gehe zu www.wageningenuniversity.eu

Bist du an einem Master auf dem Gebiet der innovativen 

Methoden und nachhaltigen Lösungen interessiert, um 

die Qualität unseres Lebensraumes zu verbessern? Dann 

denke an die Wageningen University. Hier findest du 

besondere Umweltstudien wie Nachhaltiger Tourismus, 

Sozialökonomische Entwicklung, Umwelt und Innovative 

Technologien. Diese multidisziplinäre Herangehensweise macht 

diese Masterstudiengänge einzigartig!

Willst du Einfluss auf EinEn 
gEsundEn lEbEnsraum habEn?
dann dEnkE an diE WagEningEn univErsity in dEn niEdErlandEn

http://bookboon.com/
http://bookboon.com/count/advert/47a3fd82-96d7-e011-adca-22a08ed629e5


Download free eBooks at bookboon.com

Kombinatorische und diskrete Mathematik

116 

Netzwerke

(59) v0 ≺ v1 ≺ . . . ≺ vh ←→ (vj−1, v
′
j) ∈ M für j = 1, . . . h.

Sei �̃  die Anzahl der Ketten, die man so am Ende erhält. Wir überlassen es dem Leser sich klarzumachen, dass diese 
paarweise disjunkt sind und zusammen

�̃+ |M |

Elemente der Grundmenge V überdecken. Diesen Ketten fügen wir noch alle 1- elementigen Ketten {v}  der Elemente 
v ∈  V hinzu, die in den bisherigen Ketten noch nicht vorkommen. So erhalten wir insgesamt eine Kettenüberdeckung 

K = {K1, . . . ,K�} , für welche gilt:

|V | = �+ |M | bzw. � = |V | − |M |.

Sei �∗ die Anzahl von Ketten einer minimalen U¨ berdeckung K  von P. Dann zeigen unsere bisherigen U¨ berlegungen:

(60) |V | −max{|M | | M Matching in G} = �∗ ≥ w(P ),

da eine Antikette aus jeder Kette ja höchstens 1 Element enthalten darf. Tatsächlich gilt in (60) sogar durchweg Gleichheit:

SATZ 6.4 (Dilworth37). P gestattet eine U¨ berdeckung mit w(P) paarweise disjunkten Ketten.

Beweis. Sei |M| ein maximales Matching im P zugeordneten bipartiten Graphen G = (V ∪V ′, E). Unter Berücksichtigung 
von (60) bleibt noch zu zeigen, dass P eine Antikette A mit 

)
|A| ≥ |V | − |M |  Elementen besitzt. Das ist aber leicht:

Denn Korollar 6.2 garantiert ja eine Kantenüberdeckung C1 ∪ C ′
2 ⊆ V ∪ V ′  in G mit |C1 ∪ C ′

2| = |M |  Knoten. Wir 
beobachten:

A := V \ (C1 ∪ C2) ist eine Antikette in P .

Gäbe es nämlich Elemente v, w ∈  A mit v ≺ w, dann wäre (v,w´) eine Kante in G, die durch C1 ∪ C ′
2  nicht abgedeckt 

wäre! Diese Antikette A leistet das Gewünschte:

|A| ≥ |V | − |C1 ∪ C ′
2| = |V | − |M |.

2.4. Konformität. Sei G = (V,E) ein orientierter Graph mit Inzidenzmatrix A = [ave] ∈ RV×E . Wir bewerten die 
Länge eines Flusses x : E → R  durch die Betragsnorm

37 R.P. DILWORTH (1912-1993)

http://bookboon.com/


Download free eBooks at bookboon.com

Kombinatorische und diskrete Mathematik

117 

Netzwerke

|x| :=
∑

e∈E
|xe|.

Die folgende einfache Beobachtung sei dem Leser überlassen:

LEMMA 6.4. Für alle Flüsse x, y ∈ RE  gilt die Dreiecksungleichung

|x+ y| ≤ |x|+ |y|.

Ausserdem hat man

|x+ y| = |x|+ |y| ⇐⇒ xe · ye ≥ 0 ∀e ∈ E.

Im Fall |x + y| = |x| + |y|  (bzw. xeye ≥ 0  für alle e ∈  E) nennen wir die Flüsse x und y konform. Wir 
konzentrieren uns nun vor allem auf Zirkulationen und erinneren daran, dass wir einen Kreis

K ←→ v0e1vee2 . . . ekv0,

mit seinem (Kanten-)Inzidenzvektor identifizieren, wobei die Komponenten gegeben sind als

Ke =






+1 wenn e Vorwärtskante
−1 wenn e Rückwärtskante
0 sonst.

Ganzzahlige Zirkulationen. Mit der Argumentation wie im Beweis des Zirkulationslemmas 6.1 kommen wir zu speziellen 
ganzzahligen Aussagen.

LEMMA 6.5. Sei E → Z  eine ganzzahlige Zirkulation mit tr (x) ≠ . Dann existiert ein zu x konformer Kreis K mit tr 
(K) ⊆  tr (x).

Beweis. Wir wählen eine Kante e0 ∈  tr (x). Ist e0 eine Schlinge, dann ist ein Kreis der gesuchten Art schon gefunden. Ist 
e0 keine Schlinge, setzen wir

v0 := e+0 und v1 := e−0 , wenn xe0 > 0

v0 := e−0 und v1 := e+0 , wenn xe0 < 0

und beginnen einen Pfad v0e0v1, bei dem e0 konform mit xe0 ist. Da x eine Zirkulation ist, muss v1 Endknoten einer Kante 
e1 ∈  tr (x) sein, bei der gilt
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entweder v1 = e−1 und xe1 > 0 oder v1 = e+1 und xe1 < 0.

Wir können also den Pfad über eine x-konforme Kante fortsetzen:

v0e0v1e1v2 . . . usw.

Nach endlich vielen Schritten wird so ein Knoten erreicht werden, der schon zuvor besucht wurde. Damit ist ein 
geschlossener Pfad P mit tr (P) ⊆  tr (x) gefunden, dessen Kanten konform mit x sind. P enthält (mindestens) einen 
Kreis K, der natürlich auch konform mit x ist.

LEMMA 6.6 (Tutte38). Sei x : E → R  eine Zirkulation mit tr (x) ≠ . Genau dann ist x ganzzahlig, wenn es konforme 
Kreise K(1), . . . ,K(�) gibt derart, dass

x =
�∑

i=1

K(i) und |x| =
�∑

i=1

|K(i)|.

Beweis. Eine Summe von Kreisen ergibt immer eine Zirkulation mit ganzzahligen Flusswerten auf den Kanten. Also ist 
die Bedingung hinreichend. Um die umgekehrte Richtung einzusehen, nehmen wir an, dass eine Zirkulation x : E → Z  
mit tr (x) ≠  existiert, die sich nicht in der behaupteten Art darstellen lässt. Sei x ein Gegenbeispiel mit Betragsnorm 
|x| so klein wie möglich.

38 W.T. TUTTE (1917-2002)
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Nach Lemma 6.5 existiert ein zu x konformer Kreis K mit tr (K) ⊆  tr (x). Dann ist x′ := x−K  eine ganzzahlige 
Zirkulation mit kleinerer Betragsnorm

|x′| < |x|.

Im Fall tr (x′) = ∅  haben wir x = K und erkennen, dass x kein Gegenbeispiel ist. Im Fall tr (x′) = ∅  gibt es (wegen 
der Betragsminimalität des Gegenbeispiels x) Kreise K(1), . . . ,K(�−1)  derart, dass

x′ =
�−1∑

i=1

K(i) und |x′| =
�−∑

i=1

|K(i)|.

Aber dann ergibt sich mit K� = K auch eine Darstellung von x der gesuchten Art:

|x| = |x′ +K| = |x′|+ |K| =
�∑

i=1

K(i).

Die Annahme der Existenz eines Gegenbeispiels ist damit ad absurdum geführt. Dass die behaupteten Kreise K(i) paarweise 
konform sind folgt aus der Betragsgleichheit in der Summendarstellung.

Pfadsysteme. Wir halten im orientierten Graphen G = (V,E) eine Kante f mit den zwei Endknoten s := f+ und t := f— fest 
und betrachten die Menge P  aller schlichten Pfade von s nach t, welche die Kante f nicht benutzen. Jeder solche Pfad P 
wird deshalb mit der Kante f von t zurück nach s zu einem Kreis P  ergänzt:

P ←→ se0v1e2v3 . . . vk−1ektfs.

LEMMA 6.7. Zu beliebigen nonkonformen Pfaden P,Q ∈  P existieren konforme Pfade P ∧Q,P ∨Q ∈ P  mit den 
folgenden Eigenschaften:

(1) tr (P ∧Q) ∪ tr (P ∨Q) ⊆ tr (P +Q).
(2a) Für alle e ∈ E mit (P ∧Q)e + (P ∨Q)e) ≥ 0 gilt

(P ∧Q)e + (P ∨Q)e) ≤ Pe +Qe.
(2b) Für alle e ∈ E mit (P ∧Q)e + (P ∨Q)e) ≤ 0 gilt

(P ∧Q)e + (P ∨Q)e) ≥ Pe +Qe.
(3) |P ∧Q|+ |P ∨Q| < |P |+ |Q|.

Die Summe x = P +Q  der von P und Q induzierten Kreise ist eine ganzzahlige Zirkulation mit xf = 2. Zudem haben wir

xe = (P +Q)e für alle Kanten e �= f .

Nach dem Tutte-Lemma 6.6 lässt sich x als Summe von konformen Kreisen ausdrücken. Zwei dieser Kreise, etwa K und 
K´, müssen wegen xf = 2 die Kante f enthalten. Weil P  und Q nicht konform sind, haben wir
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|K|+ |K ′| ≤ |x| < |P |+ |Q|.

Sei P ∧ Q  der (schlichte) Weg von s nach t entlang K und P ∨ Q  der Weg von s nach t entlang K´ (d.h. wir entfernen die 
Kante f aus den beiden Kreisen). Es ist nun leicht zu sehen, dass P ∧ Q  und P ∨ Q  die geforderten Eigenschaften haben.

BEMERKUNG. Mit den partiell erklärten binären Operationen ∧ und ∨ hat P  eine algebraische Struktur. Auf 
Ungleichungen vom Typ (2) in Lemma 6.7 kommen wir im Rahmen des Diskussion von Sub- und Supermodularität im 
nächsten Kapitel zurück.

Die Regel von Edmonds und Karp. Wir lassen nun zu, dass der orientierte Graph G = (V,E) mit der ausgezeichneten 
Kante f und den Knoten s = f+ und t = f— eine nicht notwendig ganzzahlige Kantenkapazität c : E → R+  hat. Wir 
wollen zeigen, dass der FF-Algorithmus nach endlich vielen Schritten ein Optimum erreicht, wenn wir Augmentierungen 
nach der verschärften Zusatzregel von Edmonds und Karp durchführen:

(EK)  Unter den möglichen augmentierenden Pfaden wähle man immer einen Pfad P mit möglichst kleiner 
Betragslänge |P|.

Zur Analyse dieser Regel bezeichnen wir zu jeder zulässigen Zirkulation x mit P x die Menge der x augmentierenden 
Pfade P ∈  P von s nach t mit minimal möglichen Betrag |P|.

LEMMA 6.8. Die Pfade in P x sind paarweise konform.

Beweis. Angenommen, es gäbe nicht konforme Pfade P,Q ∈ Px und folglich Pfade P ∧ Q  und P ∨ Q  wie in Lemma 
6.7. Wir behaupten, dass diese Pfade notwendigerweise auch augmentieren.

Denn wäre z.B.P ∧ Q  nicht x augmentierend, dann gäbe es eine Kante e mit (P∧Q)e = +1  und xe = ce oder 

(P ∧Q)e = −1 und xe = 0. Wir untersuchen beispielsweise den ersten Fall (der zweite Fall kann völlig analog abgehandelt 
werden). Da P ∨ Q  konform zu P ∧ Q  ist, muss auch (P ∨Q)e ≤ 0  gelten und deshalb (Eigenschaft (2b) in Lemma 6.7):

1 ≤ (P ∧Q)e + (P ∨Q)e ≤ Pe +Qe d.h. Pe = +1 oder Qe = +1.

Dann wäre aber (wegen xe = ce) entweder P oder Q nicht x-augmentierend!

Da P x nur betragsminimale augmentierende Pfade enthält, ergibt sich nun derWiderspruch

|P |+ |Q| ≤ |P ∧Q|+ |P ∨Q| < |P |+ |Q|,

der die Annahme, P und Q seien nicht konform, ad absurdum führt.

LEMMA 6.9. Sei P ∈ Pxund y die aus x gemäss P erhaltende zulässige Zirkulation. Dann gilt für jedes Q ∈ Py::
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(i) |Q| ≥ |P |.
(ii) |Q| = |P | ⇐⇒ Q ∈ Px.

Beweis. Wir nehmen Q /∈ Px  an und müssen dann n |Q| > |P | nachweisen. Dazu beobachten wir, dass P und Q nicht 
konform sein können, da nach unserer Annahme ja erst eine Augmentierung entlang P eine weitere Augmentierung 
entlang Q ermöglicht.

Die Pfade P ∧ Q  und P ∨ Q existieren somit und erweisen sich mit den analogen Argumenten wie im Beweis von Lemma 
6.8 als x-augmentierend. Folglich ergibt die Betragsminimalit ät der Pfade in P x die Ungleichungen

|P |+ |P | ≤ |P ∧Q|+ |P ∨Q| < |P |+ |Q| und damit |P | > |Q|.

SATZ 6.5 (Edmonds-Karp39). Wird der FF-Algorithmus von Ford und Fulkerson unter der Regel (EK) ausgeführt, dann 
werden weniger als |V | · |E|  Augementierungsschritte benötigt.

Beweis. Wir betrachten ein Stadium des Algorithmus, wo eben ein Augmentierungspfad P ∈ Px  mit Betrag k := |P |  
benutzt wurde. Nach Lemma 6.9 nehmen die Beträge der im weiteren Verlauf des FF-Algorithmus verwendeten 
Augmentierungspfade nicht ab. Sei m die Anzahl der nächsten Augmentierungen mit Pfaden Q vom Betrag |Q| = k. Dann 
muss m < |E| gelten. Denn diese Pfade liegen alle in Px und sind folglich konform. Bei jedem Augmentierungsschritt 
erreicht mindestens eine Kante ihre Kapazitätsgrenze und kann deshalb bei späteren konformen Augmentierungspfaden 
nicht mehr auftreten.

Nach weniger als |E|  Schritten wird deshalb der Augmentierungspfad Q mindestens Betrag k + 1 haben. Andererseits gilt 
immer |Q| > |V |, da Q kreisfrei ist. Also stoppt das Iterationsverfahren nach weniger als |V | . |E| Schritten.

Konstruktion k¨ urzester augmentierender Pfade. Einen kürzesten augmentierenden Pfad zu einer gegebenen zulässigen 
Zirkulation x kann man z.B. mit der Methode kürzesterWege (s. Kapitel 3) berechnen. Dazu interpretieren wir die Knoten 
i ∈  V als „Städte“, zwischen denen Distanzen d(i, j) folgendermassen erklärt sind:

d(i, j) =






1 es gibt e ∈ E mit e− = i, e+ = j und xe < ce
1 es gibt e ∈ E mit e− = i, e+ = j und xe > 0
∞ sonst.

Ein kürzester x augmentierender Pfad von s nach t endlicher Länge entspricht einem kürzesten Weg bzgl. der oben 
gegebenen Distanzen, die ja genau bei den Vorwärts- und den Rückwärtskanten den Zählwert 1 ergeben.

39 J. EDMONDS (*1943), R.M. KARP (*1935)
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7 Der Greedy-Algorithmus
Die in diesem Kapitel untersuchten Packungs- und U¨ berdeckungsprobleme sind kombinatorische Grundprobleme, für 
die im allgemeinen keine effizienten Lösungsverfahren bekannt sind. Sind zusätzlich jedoch sub- und supermodulare 
Eigenschaften vorhanden, so können sie analog zu den Flussproblemen im Ford-Fulkersonschen Modell angegangen 
werden.

1 Packungs- und U¨ berdeckungsprobleme

Sei F = [fij ] ∈ Rm×n eine (m × n)--Matrix mit Koeffizienten fij ∈ {0, 1}  und ohne Nullspalten. Wir fassen 
die n Spaltenvektoren F j  von F  als die Indikatorfunktionen von n nichtleeren Teilmengen einer m-elementigen 
Grundmenge Z = {z1, . . . , zm} zmg auf und identifizieren die Matrix F  mit dem entsprechenden Mengensystem 

F = (F 1, . . . , Fn).

Ein ganzzahliger nichtnegativer Vektor r x ∈ Zn
+  definiert eine Packung der Grundmenge Z mit Mengen aus F  dadurch, 

dass die Mengen Fj jeweils mit der Vielfachheit xj auszuwählen sind. Die Zahl

fi1x1 + . . .+ finxn =
n∑

j=1

fijxj
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ist dann genau die Vielfachheit, mit der das Element zi ∈ Z  durch x insgesamt ausgewählt wird. Bzgl. einer gegebenen 
Kapazität c ∈ Zm

+  nennen wir x zulässig, wenn gilt

fi1x1 + . . .+ finxn ≤ ci ∀i = 1, . . . ,m.

Wir suchen eine optimale zulässige Packung x und messen dabei die Qualität von x mit Hilfe einer gegebenen Zielfunktion 
vom Typ

vTx = v1x1 + . . .+ vnxn mit v = (v1, . . . , vn) ∈ Zn
+.

In kompakter Vektor- und Matrixschreibweise ergibt sich das Problem, eine optimale Packung zu bestimmen, als

(61) max
x∈Zn

+

vTx so, dass Fx ≤ c.

Das Problem (61) hat nur endlich viele zulässige Lösungen. Also ist die Existenz von (mindestens) einer Optimallösung 
garantiert. Trotzdem sind Packungsprobleme im allgemeinen schwer40. Wir geben im Folgenden ein paar 
Struktureigenschaften an, deren Vorliegen den Erfolg eines einfachen Lösungsverfahrens garantiert.

Eine wichtige Argumentationstechnik, um Optimalität einer zulässigen Packung zu beweisen, kommt aus der Dualitätstheorie 
der linearen Programmierung. Dazu betrachten wir mit der transponierten Matrix  

g
FT = [fji] ∈ Rn×m  Rnm das 

zu (61) duale Problem:

(62) min
y∈Zm

+

cT y so, dass FT y ≥ v.

(62) kann als U¨ berdeckungsproblem im folgenden Sinn verstanden werden: Wir fassen die n Zeilenvektoren Fi von F 
(d.h. die Spaltenvektoren der transponierten Matrix FT ) als die Indikatorvektoren einer n-elementigen Grundmenge S = 
{s1, … , sn} auf. Wir suchen eine Packung y der m Mengen Fi derart, dass jedes sj ∈ S  mindestens mit der Vielfachheit 
vj überdeckt wird. Die Qualität von y bewerten wir mit der Zielfunktion

cT y = c1y1 + . . .+ cmym.

LEMMA 7.1 (Dualititätslemma). Sei x ∈ Zn
+  eine beliebige zulässige Packung bzgl. c und y ∈ Zm

+  eine beliebige zula¨ssige 
U¨ berdeckung bzgl. v. Dann gilt

vTx ≤ cT y.

Also ist im Fall vTx = cT y  die Packung x optimal bzgl. (61) und die U¨ berdeckung y optimal bzgl. (62).

40 In der Sprechweise der Informatik sind allgemeine Packungsprobleme NP-schwer.
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Beweis. Nach Annahme sind die Vektoren x, y, c−Fx und FT y−v  nichtnegativ. Folglich erhalten wir nichtnegative 
innere Produkte

0 ≤ yT (c−Fx) = yT c− yTFx und 0 ≤ xT (FT y − v) = xTFT y − xT v.

Das innere Produkt ändert sich unter Transposition nicht. Somit finden wir

cT y = yT c ≥ yTFx = xTFT y ≥ xT v = vTx.

Da nun cT y als eine allgemeine Obergrenze für die Zielfunktion zulässiger Packungen erkannt ist, muss ein x, welches 
Gleichheit erreicht, optimal sein. Die Optimaliät von y sieht man analog ein.

2. Sub- und Supermodularität

Wir kehren zum Mengensystem F = (F1, … , Fn) und dem Packungsproblem (61) zurück und nennen F submodular, wenn 
es für alle Fi ≠ Fj mit nichtleerem Schnitt F i∧j und F i∨j in F  gibt mit den Eigenschaften

(1) i ∧ j < i, j oder i ∨ j < i, j.
(2) F i∧j ∪ F i∨j ⊆ F i ∪ F j und F i∧j ∩ F i∨j ⊆ F i ∩ F j .

In intuitiver Notation schreiben wir dann

F i ∧ F j := F i∧j und F i ∨ F j := F i∨j .

EX. 7.1. Die Eigenschaft (2) der Submodularität von F bedeutet aus der Sicht der Zeilen-Inzidenzvektoren, dass für jeden 
Zeilenindex k der Matrix F = [fk�] gilt:

fk,i∧j + fk,i∨j ≤ fki + fkj .

Der Vektor v ∈ Zn
+ heisst supermodular bzgl. des submodularen Systems F, wenn für alle F i �= F j mit F i ∩ F j �= ∅  gilt

vi∧j + vi∨j ≥ vi + vj .

v heisst fallend (bzgl. der Anordnung von F), wenn v1 ≥ v2 . . . ≥ vn  gilt.

3. Das lexikographische Optimum

Ein Vektor x ∈ Zn  wird lexikographisch positiv genannt, wenn es einen Komponentenindex j gibt derart, dass

xj > 0 und xi = 0 ∀i < j.

Seien x, y ∈ Zn beliebig.Wir nennen x lexikographisch grösser als y und notieren dies mit x � y,  wenn der Differenzvektor 
x — y lexikographisch positiv ist.
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EX. 7.2 (Lexikographische Ordnung). Die Relation �  ist azyklisch und transitiv auf Zn und für beliebige x, y ∈ Zn gilt 
genau eine der drei Relationen

x = y oder x � y oder y � x.

Insbesondere gibt es unter den zulässigen Packungsvektoren x des Problems (61) einen eindeutig bestimmten lexikographisch 
maximalen Vektor x*.

Die lexikographisch maximale Packungslösung x*  für (61) kann man leicht konstruieren: Man beginnt mit der ersten 
Komponente und macht x∗1  so gross wie möglich, ohne die Kapazitätsbedingung zu verletzen. Dann macht man x∗2  
so gross wie noch möglich usw. Diese Vorgehensweise ist als Greedy41-Algorithmus bekannt und kann bzgl. der Matrix 
F = [fij ]  und dem Kapazitätsvektor c ∈ Zm

+  mit c(0) := c  so formalisiert werden:

GREEDY-ALGORITHMUS:

(1) Setze x∗1 = min{c(0)i | fi1 = 1} und c(1) := c(0) − x∗1F
1.

(2) Setze x∗2 = min{c(1)i | fi2 = 1} und c(2) := c(1) − x∗2F
2.

(3) Setze x∗3 = min{c(2)i | fi3 = 1} und c(3) := c(2) − x∗3F
3.

(4) usw.

41 greedy (engl.) = gierig
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Denn die Minima der cki   beschreiben ja immer die von der Kapazität implizierte Obergrenze für die Komponentenwahlen 
x∗k+1.

SATZ 7.1. Sei F = (F1, … , Fn) submodular und im zugehörigen Packungsproblem (61) der Zielfunktionsvektor v supermodular 
und fallend. Dann ist die lexikographisch maximale zulässige Packungslösung x* optimal.

Beweis. Sei x̂  die lexikographisch maximale unter den optimalen Lösungen. Wir wollen die Annahme, dass x* nicht 
optimal sei, zumWiderspruch führen. Dazu dürfen wir x∗ �= x̂  unterstellen. Denn sonst wäre x∗ = x̂  ja optimal.

Sei i der kleinste Index, wo sich x̂  und x*  unterscheiden. Dann muss x∗
i > x̂i  gelten, da x* lexikographisch maximal 

und damit insbesondere grösser als x̂  ist. Folglich gilt

i∑

�=1

v�x̂� <
i∑

�=1

v�x
∗
� ≤

n∑

�=1

v�x
∗
� <

n∑

�=1

v�x̂�.

Es gibt deshalb mindestens einen Index j > i mit x̂j > x∗
j . Im Fall F i ∩ F j = ∅  könnten wir x̂i  um +1 erhöhen und 

gleichzeitig x̂j um +1  erniedrigen, um so eine zulässige Lösung xʹ zu erhalten, die lexikographisch grösser als x̂  ist. 
Andererseits ist v fallend. Das impliziert aber, dass xʹ auch optimal sein müsste:

vTx′ − vT x̂ = vi − vj ≥ 0.

Damit wäre, im Gegensatz zu unserer Wahl, x̂  nicht die lexikographisch optimale Lösung. Wir finden somit, dass 

F i∩F j �= ∅  gelten muss und F i∧j und F i∨j  existieren.Wir erhöhen nun die Komponenten x̂i∧j und x̂i∨j  um jeweils 
+1 und erniedrigen gleichzeitig x̂i  und x̂j  um jeweils —1. Da F submodular ist, ergibt der resultierende Vektor xʹʹ eine 
zulässige Lösung, die lexikographisch grösser als x̂  ist. Andererseits erweist die Supermodularität von v auch xʹʹ als optimal:

vTx′ − vT x̂ = vi∧j + vi∨j − (vi + vj) ≥ 0.

Dieser Widerspruch zur Wahl von x̂  führt die Annahme, dass x* nicht optimal sei, ad absurdum.

KOROLLAR 7.1. Ist F submodular und v supermodular und fallend, dann kann das Packungsproblem (61) mit dem Greedy-
Algorithmus optimal gelöst werden.

4. Potenzmengensysteme

Wir illustrieren den Greedyalgorithmus bei einem kombinatorischen Standardmodell mit einer Grundmenge E der 
Mächtigkeit m = |E|. F  sei die Familie aller nichtleeren Teilmengen S ⊆ E und n = |F| = 2m−1. Gegeben sei 
eine monotone Funktion v : F → Z+, d.h. für alle S, T ∈ F  gilt:

S ⊆ T =⇒ v(S) ≤ v(T ).

Nun ordnen wir F nach dem folgenden Schema an:
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1) F1 := E.
2. (2) Sind F1, F2, … , F j schon definiert, so sei F j+1 eine Menge F ∈ F \ {F 1, . . . , F j} mit möglichst grossem 

Wert v(F). Gibt es davon mehrere Kandidaten, nehme man einen möglichst grosser Mächtigkeit |F|.

EX. 7.3. Man zeige: Das nach dem vorangehenden Schema angeordnete System F = (F1, … , Fn) ist submodular bzgl.

F i ∧ F j := F i ∩ F j und F i ∨ F j := F i ∪ F j

und der Vektor v ∈ Rn  mit den Komponenten vj := v(F j)  ist fallend.

Zu einer gegebenen Kapazität c : E → Z+  ordnen wir die Grundmenge E = {e1, . . . , em}  emg nach steigenden 
Kapazitätswerten an, d.h.

c(e1) ≤ c(e2) ≤ . . . ≤ c(em),

und definieren dazu die Kette E = {E1 ⊃ E2 ⊃ . . . ⊃ Em} der m nichtleeren Teilmengen

E1 := E und Ei := Ei \ {ei−1} ∀i = 2, . . .m.

Die Menge der bzgl. c zulässigen Packungen ist

P(c) = {x : F → Z+ |
∑

F�e
x(F ) ≤ ce ∀e ∈ E}.

LEMMA 7.2 (Greedy-Algorithmus). Im obigen Potenzmengenmodell ist die lexikographisch maximale Packung x* gegeben 
durch

(1) x∗(E1) = c(e1) und x∗(Ei) = c(ei)− c(ei−1) für i = 2, . . . ,m.
(2) x∗(F ) = 0 für alle F /∈ E .

Bzgl. der Funktion F → Z hat x∗   deshalb den Zielfunktionswert

(63) vTx∗ = v(E1)c(e1) +

m∑

i=2

v(Ei)[c(ei)− c(ei−1)].

Beweis. Wir haben E = E1 und deshalb x*(E1) = c(e1), da e1 minimale Kapazität hat. Deshalb haben in der Folge alle 
F ∈ F mit ei ∈ F den Wert x∗(F ) = 0. Der nächste Kandidat für einen nichttrivialen x∗-Wert ist E2 = E1 \ {e1}  
mit dem Wert

x∗(E2) = c(e2)− c(e1).

Alle übrigen F ∈ F mit e2 ∈ F erhalten den Wert x∗(F ) = 0  usw.
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4.1. Rang und Ko-Rang in Graphen. Sei G = (V, E) ein (irgendwie) orientierter Graph und A die zugehörige Inzidenzmatrix. 
AS bezeichne die Spaltenteilmatrix von A, die den Kanten der Teilmenge S ⊆ E  entspricht. Dadurch ist der Rang einer 
Kantenmenge als der Rang der entsprechenden Teilmatrix wohldefiniert:

(64) r(S) := rg (AS) (S ⊆ E).

Aus der elementaren linearen Algebra ergeben sich sofort für alle Elemente e ∈ E  und Mengen S, T ⊆ E  die folgenden 
Eigenschaften:

(M0) r(∅) = 0;
(M1) 0 ≤ r(S)) ≤ r(S ∪ e) ≤ r(S) + 1);
(M2) r(S ∩ T ) + r(S ∪ T ) ≤ r(S) + r(T ) (Submodularität).

Für unser Greedymodell wichtig ist auch die sog. Korang-Funktion v, wobei

v(S) := r(E)− r(E \ S) (S ⊆ E).

EX. 7.4. Die Korangfunktion v hat die Eigenschaften

(1) v(E) = r(E).
(2) 0 ≤ v(S) ≤ v(S ∪ e) ≤ v(S) + 1.
(3) v(S ∩ T ) + v(S ∪ T ) ≥ v(S) + v(T ) (Supermodularität).
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Sei nun c : E → Z+ eine Kantengewichtung. Gemäss Ex. 7.4 und Korollar 7.1 ist bei der Wahl von F als Familie aller 
nichtleeren Teilmengen S ⊆ E  und v als Korangfunktion die Optimalität des Greedy-Algorithmus für das zugehörige 
Packungsproblem garantiert. Die optimale Lösung x*  produziert nach Lemma 7.2 den Zielfunktionswert

vTx∗ = v(E1)c(e1) +

m∑

i=2

v(Ei)[c(ei)− c(ei−1)]

= r(E1)c(e1) +

m∑

i=2

[r(E1)− r(E1 \ Ei))(c(ei)− c(ei−1)]

= c(e1)r(e1) +

m∑

i=2

c(ei)[r(E
′
i)− r(E′

i−1)],

mit den komplementären Mengen E′
i := {1, . . . , i}, d.h.

E′
1 = {e1} und E′

i = E′
i−1 ∪ {ei} (i = 2, . . . ,m).

4.2. Kruskals Algorithmus. Aus der Sicht der dritten (letzten) Gleichung im vorherigen Abschnitt wird der 
Greedyalgorithmus bei Graphen zu einem Konstruktionsverfahren für eine gewisse Kantenmenge T ∗ ⊆ E. In dieser 
Form ist der Greedyalgorithmus auf einem Graphen als Algorithmus von Kruskal42 bekannt43.

ALGORITHMUS:

(1) Ordne E = {e1, . . . , em} derart, dass c(e1) ≤ . . . ≤ c(em).
(2) Setze T0 := ∅ und konstruiere T1, . . . , Tm iterativ gemäss

Ti :=

{
Ti−1 ∪ {ei} im Fall r(E′

i) = r(E′
i−1) + 1.

Ti−1 im Fall r(E′
i) = r(E′

i−1).

(3) Gib T ∗ = Tn aus.

SATZ 7.2. Sei c : E → Z+  eine beliebige Kantengewichtung des Graphen G. Dann gilt:

1) Kruskals Algorithmus konstruiert eine kreisfreie Kantenmenge T* maximaler Kardinalität |T*| = r(E).
2) Für jede Kantenmenge D maximalen Ranges r(D) = r(E) gilt

c(D) :=
∑

e∈D
c(e) ≥

∑

e∈T ∗

c(e) = c(T ∗).

Beweis. Kruskals Algorithmus garantiert

|Ti| = r(E′
i) für i = 1, . . . ,m.

Also hat man |T ∗| = r(E) = rg (A). Die T ∗   entsprechende Spaltenteilmatrix AT∗  von A ist somit maximal linear 

42 J.B. KRUSKAL (1928-2010)
43 tatsächlich wurde der Algorithmus zuerst von O. BORUVKA (1899-1995) entdeckt
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unabhängig. Insbesondere ist T*  kreisfrei.

Sei D ⊆ E  eine Kantenmenge mit vollem Rang r(D) = r(E). Dann enthält D eine kreisfreie Kantenmenge T maximaler 
Kardinaltität |T | = r(E). Wegen c(D) ≥ c(T ) dürfen wir also ohne Beschränkung der Allgemeinheit annehmen, dass 
D selber schon kreisfrei ist (d.h. D = T).

Sei F ∈ F  eine beliebige Kantenteilmenge. Da Teilmengen kreisfreier Mengen natürlich selber kreisfrei sind, haben wir

r(D ∩ F ) + r(D \ F ) = |D ∩ F |+ |D \ F | = |D| = r(E)

und erhalten daraus die Korang-Ungleichung

|D ∩ F | = r(E)− r(D \ F ) ≥ r(E)− r(E \ F ) = v(F ).

Sei yD ∈ {0, 1}E der Indikatorvektor von D und F j ein beliebiger Spaltenvektor von F = [fij ]  (bzw. Zeilenvektor der 
transponierten Matrix FT ). Dann ergibt sich für das innere Produkt die Korang-Ungleichungm∑

i=1

fijy
D
i = |D ∩ F j | ≥ v(F j).

Das bedeutet aber, dass yD eine zulässige Lösung des dem Packungsproblem zugeordneten dualen U¨ berdeckungsproblems 
(62) ist! Aus dem Dualita¨tslemma 7.1 folgt somit die behauptete Ungleichung

c(D) = cT yD ≥ vTx∗ = c(T ∗).

BEMERKUNG. Eine kreisfreie Kantenmenge T im Graphen G = (V, E) ist in der Sprache der Graphentheorie ein Wald. 
Ein maximaler Wald ist ein sog. aufspannender Wald. Satz 7.2 besagt, dass Kruskals Algorithmus (bzw. der Greedy-
Algorithmus) einen aufspannendenWald minimalen Gewichtes konstruiert. Ein zusammenhängenderWald ist ein sog. 
Baum. Bei einem zusammenhängenden Graphen ergibt der Algorithmus also einen aufspannenden Baum.

BEMERKUNG. Ein Paar M = (E,  r) heisst Matroid44, wenn r eine auf der Potenzmenge von E definierte ganzzahlige 
Funktion mit den Eigenschaften (M0)-(M2) ist. Im Fall der Rangfunktion eines Graphen spricht man von einem graphischen 
Matroid. Man kann leicht einsehen, dass Kruskals Algorithmus in analogerWeise bei jedem Matroid eine Teilmenge 

T ⊆ E mit |T | = r(E) minimal möglichen Gewichts konstruiert. 

Eine tiefere Einführung in die Theorie der Matroide geht im Rahmen dieses Textes zu weit. Der Leser sei deshalb auf die 
(umfangreiche) Fachliteratur (z.B. [10] oder [12]) verwiesen.

44 auf deutsch: das Matroid
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