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Vorwort

Weisst du, wieviel Sternlein stehen
an dem blauen Himmelszelt?
Weisst du, wieviel Wolken gehen
weit hiniiber alle Welt?

Gott, der Herrt, hat sie gezihlet,
dass ihm auch nicht eines fehlet

an der ganzen grossen Zahl.
Kinderlied"

Die ganzen Zahlen hat der liebe Gott gemacht,

alles andere ist Menschenwerk
Grundlage der Mathematik?

Das Zahlen von Gegenstanden gleicher Art, die Suche also nach der Anzahl von Objekten eines bestimmten Typs, ist
die elementarste mathematische Tétigkeit. Gezdhlt wird grundsétzlich mit natiirlichen und ganzen Zahlen, auch wenn
die Mathematik den Zahlbegriff zu allgemeineren algebraischen Strukturen erweitert hat, um Typen von Objekten unter
vereinheitlichenden Gesichtspunkten behandeln zu konnen. Es gibt viele Zdhlprobleme, die auch heute noch nicht
befriedigend gelost werden kénnen. Der momentane Entwicklungsstand der Mathematik und Informatik, so gewaltig
er sein mag, reicht nicht aus, um alle kombinatorischen Probleme zu beherrschen. Dennoch hat sich inzwischen ein
Grundkanon von Zahltechniken mit Hilfe von Gruppen, Ringen, Polynomen, Potenzreihen und Inzidenzalgebren

herauskristallisiert, in den hier eingefiihrt werden soll.

Die klassische Kombinatorik ist motiviert durch die Frage, wieviele Objekte man erhalten kann, wenn man gewisse
gegebene Grundbausteine in zuldssiger Weise miteinander kombiniert® Bei ihr steht deshalb die Frage nach der Anzahl
im Vordergrund, die am liebsten aus einer geschickten Formel zu gewinnen wire. Es hat sich jedoch immer mehr
gezeigt, dass schon die Frage nach der Existenz oder der Konstruktion von (mindestens) einem Objekt mit vorgegebenen
kombinatorischen Eigenschaften alles andere als trivial ist. Dieser Aspekt hat zur Entwicklung einer neuen Disziplin,
der kombinatorischen (oder diskreten) Optimierung gefiihrt, die neben die traditionelle Kombinatorik getreten ist, diese
erganzt und erweitert. Die beiden letzten Kapitel behandeln diskrete algorithmische Grundstrukturen auf der Basis des
Modells von sog. Fliissen in Graphen (oder Netzwerken) und dem sog. Greedy-Algorithmus, den beiden grundlegenden

algorithmischen Prinzipien der diskreten Mathematik und Informatik schlechthin.

Ein Wort zum Thema Graphen in der Kombinatorik. Viele Kombinatoriker betreiben Graphentheorie, d.h. sie untersuchen

Eigenschaften abstrakter Graphen an sich. In der vorliegenden Einfithrung liefern Graphen vor allem eine mathematische

1 W. HEY (1789-1854)
2 L. KRONECKER (1823-1891)
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Modellsprache, um kombinatorische Strukturen zu untersuchen. ”Reine Graphentheorie® wird deshalb hier stiefmiitterlich
behandelt. Den diesbeziiglich interessierten Leser verweisen wir auf die Fiille spezieller Lehrbiicher zur Graphentheorie

(z.B. die im Literaturverzeichnis genannten Texte [2] und [5]).

Beim Leser werden keine speziellen kombinatorischen Vorkenntnisse erwartet. Allerdings sollten mathematische
Grundkenntnisse in der linearen Algebra und der reellen Analysis vorhanden sein. Ebenso sollte der Leser mit der
mathematischen Standardnotation der Mengenlehre und der Vektor- und Matrixrechnung vertraut sein, da diese nicht

extra erklart wird.

Die mit "EX.“ gekennzeichneten Abschnitte haben den Charakter von U~ bungen und von Beispielen. Sie dienen dazu,
den Stoft inhaltlich zu verdeutlichen und zu vertiefen. Generell ist die Darstellung in dieser Einfithrung so gehalten, dass
sie vom Leser aktive Mitarbeit verlangt. Alle Argumente sind zwar (hoffentlich) vollstindig. Die Ausarbeitung von Details
wird aber oft dem Leser iiberlassen. Wer mehr (auch ausgearbeitete) U” bungsaufgaben sucht, der sei insbesondere auf das
schone Buch von Lovasz [8] hingewiesen, das eine detaillierte und breite Einf ithrung in die Kombinatorik zum aktiven

Selbststudium bietet.

Vom Stoffumfang her entspricht diese Einfithrung einer einsemestrigen, vierstiindigen mathematischen Vorlesung mit

U” bungen, wie sie vom Autor an der Universit 4t zu Kéln angeboten wird.

Koln, Frihjar 2012 Ulrich Faigle
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1 Elementares Zahlen

Obwohl das Rechnen mit reellen und insbesondere rationalen und ganzen Zahlen dem Leser als bekannt voraussetzt wird,
wird nochmals auf die natiirlichen und ganzen Zahlen eingegangen, die nicht nur die Grundlage aller Zahlbereiche und

allen Zdhlens sondern auch allen mathematischen Argumentierens und Konstruierens schlechthin sind.

1 Die natrlichen Zahlen

1.1. Natiirliche Induktion und Rekursion. Die Mathematik geht davon aus, dass es (mindestens) eine induktive Menge

gibt, d.h. eine Menge U mit den Eigenschaften

(A) 0 eUs;
(S) Fiir jede Menge x gilt: z € U = z U {z} € U.

Des Element 0 ist die leere Menge. Das Element succ(z) := x U {z} ist der sog. Nachfolger des Elements x in der
induktiven Menge U. Die beiden Eigenschaften (A) (,Induktionsanfang®) und (S) (,,Induktionsschritt®) formulieren das

Prinzip der natiirlichen Induktion. Jede induktive Menge U enthilt zumindest die Elemente

0, succ(D) =0 U {0}, succ(succ(@)) =0U {0} U{OU{0}}, ...

Man definiert nun induktiv die natiirlichen Zahlen

0:=0

n+ 1:= succ(n):
Deren Menge N := {0,1,...,n,n + 1,...} ist somit die kleinste induktiv geordnete Menge, die es gibt.

Induktionsbeweise. Die natiirliche Induktion ist ein Beweisprinzip fiir die Giiltigkeit einer Aussage A iiber natiirliche
Zahlen®:

LA(0)A(A() = A(n+1)) = {z€N|A(@)}=N.|

Das heisst in Worten:

o Trifft die Aussage A auf die natiirliche Zahl 0 zu (,A(0)“) und folgt allgemein A(n+1) aus A(n), dann trifft die

Aussage A auf samtliche natiirlichen Zahlen zu.

Ein Induktionsbeweis bzgl. einer Aussage A geht deshalb so vor:

3 1das Symbol ,,A“ bezeichnet hier den logischen Operator ,,und“
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(0) Man beweist die Richtigkeit von A fiir die natiirliche Zahl 0, d.h. man verifiziert die Aussage A(0).

(i) Dann zeigt man, dass aus der Giiltigkeit von A fiir eine Zahl n notwendigerweise auch die Giiltigkeit von A fiir
ihren Nachfolger n + 1 folgen wiirde (d.h. A(n) ) = A(n + 1)).

(ii) Man schliesst dann, dass die Aussage A auf jede natiirliche Zahl zutrifft.

Rekursion. Mit dem Induktionsprinzip lassen sich Aussagen tiber natiirliche Zahlen beweisen. Ebenso lassen sich mit
dem Induktionsprinzip mathematische Operationen und Ausdriicke rekursiv definieren. Jede rekursive Definition ist von
ihrer Natur her konstruktiv und gestattet es, einen so definierten Ausdruck in endlich vielen Rechenschritten explizit

auszuwerten.

Zum Beispiel ist die Addition einer Zahl m € N mit einer Zahl n, € N rekursiv folgendermassen erklért:

(A) m+0:=m.
S m+n+1):=m+n)+1

Nach der Addition kann auch die Multiplikation rekursiv eingefithrt werden:

(A) m-0:=0.
S) m-(n+1):=(m-n)+m.

BEMERKUNG. Aus diesen Definitionen ergeben sich die tiblichen Regeln fiir das Rechnen mit natiirlichen Zahlen. Diese

setzen wir allerdings, wie oben schon gesagt, als bekannt voraus und leiten sie deshalb hier nicht nochmals ab.

Der Ausdruck n! (ausgesprochen: ,,n fakultdt®) ist so definiert:

(A) 0 = 1.
S) n! :=n-(n—-1)".

Diese rekursive Definition beinhaltet die Rechenanweisung

nl=1-2-...-(n—1)n (firn>1).

Rekursiv lassen sich ebenso Ausdriicke definieren, die von mehreren Parametern abhiangen. Die Binomialkoeffizienten

(Z) sind z.B. rekursiv so definiert:

Py (p)

und (1) :=1 firallen =0,1,2,....
P (1) _

1 und ()
=)+ (%)) firl <k <n-1.

Die in (P,) und (P,) implizierte Rechenanweisung besagt, dass man zeilenweise das folgende Pascalsche Dreieck aufbaut,
bis man zu dem gewiinschten Term (Z) gekommen ist. Der Term in einer Zeile ergibt sich gema“ss (P,) als die Summe

dker beiden Terme direkt in der Zeile dariiber:

4 B. PASCAL (1623-1662)
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»Per Induktion” sieht man ausserdem:

(1) (”)— n! (-1 (n-1)

k) Kn—k)! (k-—D)ln—k+1)! " k(n—1—F)

Denn die Ausdriicke links und rechts des Gleichheitszeichens gentigen dem gleichen Rekursionsgesetz und sind deshalb

gleich.
Wir halten das Rekursionsprinzip fiir Folgen natiirlicher Zahlen fest:

LEMMA 1.1 (Rekursionsprinzip). Geniigen die natiirlichen Zahlen a_ (fiir n = 0, 1, . . .) derselben Rekursionsvorschrift wie

die natiirlichen Zahlen b, (fiirn =0, 1, . . .), dann gilt

a=b fiirallen=0,1,...

n n

2 Die fundamentalen Zahlprinzipien

Die leere Menge 0 hat (per Definition) null5 Elemente: |(}| := 0 . Eine Menge M heisst endlich, wenn M entweder leer ist

oder es ein natiirliche Zahl n > I gibt, die eine Bijektion (d.h. eine eineindeutige wechselseitige Zuordnung der Elemente)

f:AL2,...,n} - M

gestattet®. Mittels f zahlen wir die Elemente aus M der Reihe nach ab. Mit der Notation m, = f(i) ergibt sich damit
M ={my,...,mp}.

M| == n bezeichnet dann die Michtigkeit bzw. Kardinalitit (d.h. die Anzahl der Elemente) von M. Ist K eine weitere

endliche Menge, die sich nicht mit M {iberschneidet, kénnen wir f zu einer Bijektion

fAL...,nn+1,....n+ K|} > MUK

5 nullum (lat.) keins

6 eine nicht endliche Menge M ist unendlich, was als |M| = oo notiert wird
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Kombinatorische und diskrete Mathematik Elementares Zahlen

der Vereinigungsmenge fortsetzen, indem wir einfach weiterzéhlen. Fiir endliche Mengen M und K ergibt sich also das

(wichtige!) Zahlprinzip

(2) MNK=0 = |MUK|=|M|+|K]|

Das direkte Produkt der Menge M mit einer (nichtleeren) endlichen Menge ist rekursiv so definiert:

(A) M x {k1}:={(m, k1) | me M}.
(S) M x {k1,ka} := (M x {k1}) U (M x {ka}).

Aus (2) ergibt sich nun

[M > {ky, ko}| = [M X {k}] + M x {ki}| = |M] -2

und allgemein das Zahlprinzip

3) M x K| = [M]-|K],

da die Rekursion des direkten Produkts ja mit der rekursiven Definition der Multiplikation natiirlicher Zahlen

tibereinstimmt (vgl. Lemma 1.1).
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Per Induktion lassen sich diese Argumente ohneMiihe auf disjunkte Vereinigungen oder direkte Produkte mehrerer

Mengen verallgemeinern. Wir kommen auf diese Weise zu den fundamentalen Zihlprinzipien:

(FZPy) Sind M, ..., M, endliche disjunkte Mengen, dann gilt:
|MiUMyU...UM,y| =|Mi|+ M|+ ...+ |M,|.
(FZP3) Sind My, ..., M, beliebige endliche Mengen, dann gilt:
| My X My X ... x My| = | M| x |Ma| x ... x |My]|.

Aus (FZP,) gewinnt man sofort ein abgeschwichtes (aber oft niitzliches) Zahlprinzip in folgender Situation: Wir nehmen

an, dass eine Menge M von |M| > 1 Objekten in r > I nichtleere und paarweise disjunkte Teilmengen M, . . ..M

r

aufgeteilt wird. Dann gilt:

) ’Mindestens ein M; ist so gross, dass 7 - |M;| > |M]| erfiillt ist.

In der Tat erhielten wir ja sonst den Widerspruch

rIM|=r(|Mi|+ ...+ |M;|) =r|Mi| + ... 4+ r|M| <r|M]|.

BEMERKUNG. Die Regel (4) ist als Schubfachprinzip bekannt. Man stellt sich vor, dass # Objekte in r Schubficher abgelegt

werden. Dann muss eines der Ficher mindestens n/r Objekte enthalten.

2.1. Gewichtetes und doppeltes Zihlen. Die fundamentalen Zahlprinzipien (FZP,) und (FZP,) lassen sich auf gewichtete

Mengen erweiteren. Dabei verstehen wir unter einer Gewichtung der Menge M eine reellwertige Funktion

w: M — R,

die jedem ; ¢ ) ein Gewicht w(i) zuweist. Um (FZP,) zu verallgemeinern, definieren wir

w(S) == Zw(z) fiir jede Teilmenge S C M.
€S

Dann beobachtet man fiir beliebige S, T" C M die sog. modulare Gleichung

(5) | w(S) +w(T) =w(SUT)+w(SNT). |

Man macht sich namlich z.B.

w(S)=> wi)= Y wi+ Y wk)=wS\T)+w(SNT)

icS JES\T keSAT
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leicht klar, da S'\ 7"und S N'T" disjunkte Mengen sind. Daraus folgt dann

w(S) +w(T) —w(SNT) =w(S\T) +w(T) =w(SUT)

und somit die Gleichung (5). Bzgl. (FZP,) betrachten wirM = M, x M, und eine Gewichtung w : M — R.Dabeiendlichen

Summen die Summanden in beliebiger Reihenfolge addiert werden diirfen, ergibt sich

© | Y D wld) | = D w@h) =Y | Y wg)

€M1 \JEM2 (i,5)eM JEMs \i€M;

BEMERKUNG. In (6) wird die Summe w(M) aller Gewichte auf zwei verschiedene Arten ermittelt. Deshalb verkorpert
(6) das sog. Prinzip des doppelten Zihlens.

EX. 1.1. Man zeige:
a) Unter der speziellen Gewichtung w : M U K — R mit w(z) = 1 firalle j € M U K | erhdlt man (2)
aus (5).
b) Unter der speziellen Gewichtung W : M x K — Rmitw(i,j) =1 fir alle (i,j) € M X K erhilt man

(3) aus (6).

2.2. Anwendungen der Zihlprinzipien.Wir wollen die Zahlprinzipien nun auf einige kombinatorische Grundstrukturen

anwenden.

Abbildungen. Es seien R und M (beliebige) Mengen. Jede Abbildung (Funktion) f : M - R kann man als einen

(méglicherweise unendlichen) Parametervektor mit den Komponenten f, = f(i) auffassen:

[« (filie M)

Deshalb notiert man die Menge dieser Abbildungen auch als

RM .= {f:M — R}.

Im Fall » = |R| < oo und n = |M| < 0o hat man somit die Entsprechung

feRrR™ <«— (filieM) €Rx...xR=R"

und folgert mit dem Zihlprinzip (FZP,):

Download free eBooks at bookboon.com


http://bookboon.com/

(7) |RM| — |R|IMI = yn

Indikatorfunktionen. Im Fall R = {0, 1} entspricht jede Funktion f ¢ RM eineindeutig einer Teilmenge von M:
fef{o,}M «— F={ieM]|f@l)=1}.

Man nennt f dann die Indikator- oder Inzidenzfunktion der Teilmenge > so besagt (7),

dass es 2" Indikatorfunktionen gibt. Also findet man:
LEMMA 1.2. Eine endliche Menge M besitzt genau 2|M| Teilmengen.

Permutationen. Eine Permutation7 der Menge M ist eine bijektive Abbildung 7 : M — M. Im endlichen Fall

M = {my,...,my} schreiben wir abkiirzend auch 7; = 7(mn;) und stellen 77 durch seine (abgekiirzte) Wertetafel dar:

®)

T =T17T2...Tn.

Eine Permutation 7 bringt also die Elemente von M in eine andere Reihenfolge.

7 permutare (lat.) vertauschen

strategy&

Bewirb Dich bis zum
18. Oktober 2015.

7.-9 November 2015 Gesundheitsbranche in der Datenkrise!
Berlin ’ Deine innovativen Ideen und Strategien zum Thema e-Health sind gefragt.

Entwickle gemeinsam mit Strategy&-Beratern Hightech-Strategien fiir eine
gesunde Zukunft.

_ﬂ Mehr Informationen unter www.strategyand.pwc.com/DBTacademy
wc © 2015 PwC. All rights reserved.
p PwC refers to the PwC network and/or one or more of its member firms, each of which is a separate legal entity.

Please see www.pwc.com/structure for further details.

Download free eBooks at bookboon.com '\\\(«‘\
< Y

Click on the ad to read more



http://bookboon.com/
http://bookboon.com/count/advert/6dfd0c7f-b22b-4bc4-a021-a49900e29a09

Diese Definition ist vielleicht intuitiv einleuchtend — aber nicht rekursiv! Rekursiv kann man Permutationen endlicher

Mengen so definieren:

(1) Im Fall M = () ist 7 = () eine Permutation.

(2) Im Fall [M| > 1 ist das Paar 7 = (a, ') eine Permutation, wenn a ein
(beliebiges) Element von M und 7’ eine Permutation von M’ = M\ {a}
ist.

Aus der rekursiven Definition erhalten wir sofort die Anzahl P(n) aller Permutationen einer n-elementigen Menge tiber

die Rekursion

(1) P(0) =1 fiirn = 0.
(2) P(n)=nP(n—1) firn=1,2,....

Diese stimmt mit der Rekursion der Fakultdten iiberein. Also gilt:

’ P(n) =n! firallen € N.

NOTATION. Die Permutation 7 = (a, ) schreibt man 7 = 4. Auch allgemeiner lasst man Klammern weg und schreibt

statt 7 = (a, ') einfach 7 = an’ und kommt dann zu einer Darstellung wie in (8).

BEMERKUNG. Permutationen unendlicher Mengen kann man nicht so einfach rekursiv definieren (und deshalb auch

nicht so einfach zihlen).

Zykeln. Eine Permutation 7 der (endlichen) n-elementigen Menge M heisst zyklisch, wenn zu jedem a € M die Elemente
a,m(a),7(a) = n(n(a)),..., 7" Ha) = 7(7"*(a))
alle verschieden sind. Ist z.B. fiir ein gewisses k die Zahl m > k minimal mit der Eigenschaft " (a) = 7*(a), dann ist
¢ =a*a)r*(a)... 7™ (a)
eine zyklische Permutation der Menge
M = {Wk(a), .. ,Wm_l(a)}

und heisst Zykel von 7. Die Zahl ¢({) = |M¢| = m — k ist die sog. Lange des Zykels (.

Die Einschrénkung von  auf das Komplement A/ \ M/, ist wieder eine Permutation (von )\ M,). Wenn man darauf

wieder die obige Konstruktion anwendet und so fortfahrt, findet man schliesslich:
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LEMMA 1.3. Sei 7 eine Permutation der endlichen Menge M # 0. Dann zerfillt M in paarweise disjunkte nichtleere
Teilmengen M,, . . ., M, derart, dass die Einschr dnkung von  auf M, eine zyklische Permutation von Mi (d.h. ein Zykel

vonm)ist firallei=1,..., k.
BEMERKUNG. Ein Element ¢ ¢ M mit 7(a) = a heisst Fixpunkt von m. Fixpunkte bilden also Zykeln der Liange 1.

Stirlingzahlen erster Art. Der Parameter s(n, k) bezeichnet die Anzahl aller Permutationen einer n-elementigen Menge

mit genau k Zykeln und heisst Stirlingzahl 1. Art®. Wir erhalten (nach Definition und dem Zihlprinzip (FZP))):

n

n!=Pn)=> s(nk) (n=>1).

k=1

Allgemein hat man s(n, k) = 0 im Fall k > n (da eine n-elementige Menge nicht in mehr als n paarweise disjunkte
nichtleere Teilmengen zerfallen kann). Daraus ergibt sich eine rekursive Berechnung dieser Stirlingzahlen analog zur Art

des Pascalschen Dreiecks:

(1) 5(0,0) = 1.
(2) s(n,0) =0,wennn > 1.
(3) s(n,k)=s(n—1,k—1)+ (n—1)s(n—1,k), wennn, k > 1.

Die ersten beiden dieser Regeln sind klar. Zum Beweis der dritten hélt man ein a € M fest und unterscheidet zwischen der

Menge aller Permutationen bei denen a ein Fixpunkt ist und der Menge aller Permutationen, bei denen a kein Fixpunkt ist.

Dann gibt es in der ersten Menge s(n—1, k—1) Permutationen mit genau k Zykeln (inklusive a). Permutationen mit
k Zykeln vom zweiten Typ konstruiert man so: Man wihlt eine Permutation 7/ mit k Zykeln bgzl. der Grundmenge
M =M \{a} und fiigt nun a in einen Zyklus ein, indem man es vor ein Element des Zyklus stellt. Dafiir gibt es
|M’| = n — 1 Mbglichkeiten. Die Summe dieser Méglichkeiten kommt in (3) zum Ausdruck.

k-Permutationen. Wir verallgemeinern Permutationen und definieren k-Permutationen von Mengen M rekursiv so:

(1) m = ( ist eine 0-Permutation von M.
(2) Im Fall k£ > 1ist 7 = an’ eine k-Permutation von M, wenn a € M gilt
und 7’ eine (k — 1)-Permutation von M’ = M \ {a} ist.

Analog zur Notation von Permutationen schreiben wir k-Permutationen in der Form

T =mmy...Tg.

Sei P(n, k) die Anzahl von k-Permutationen einer n-elementigen Menge. Dann gilt rekursiv:

8 J. STIRLING (1692-1770)
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(1) P(n,k) =0, wennn < k;
(2) P(n,0) =1, fiir alle n;
(3) P(n,k) =nP(n—1,k—1) firl <k #n.

Daraus ergibt sich:

LEMMA 14. P(n,k) = n(n—1)...(n—k+1) gilt fir alle n, k& € N. Insbesondere ist

P(n n!
P(n,k) = P(n(—)k‘) = e wenn k < n.

EX. 1.2 (Injektionen). Seien K,M Mengen mit |K| = k und ’M‘ = n. Wirnehmen k < n und K = {17 2,... ,k;}
an und betrachten die Menge Inj(K,M) aller injektiven Abbildungen 7w : K — M. Mit der Bezeichnung ™i = (%) sieht
man leicht, dass jedes m € Inj(K, M) einer k-Permutation entspricht. Also ist die Anzahl der injektiven Abbildungen:

| M]!

|Inj(K,M)| = P(n,k) = M= KT

EX. 1.3. Fiir jede endliche Menge M ist Inj(M,M) genau die Menge aller Bijektionen (bzw. Permutationen) von M.

Deloitte
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Faktorielle. Allgemein definiert man zu einer (beliebigen) reellen Zahl o € R und natiirlichen Zahl k € N die fallenden

Faktoriellen als

(g =ala—1)...(a —k+1) (mit(a)y:=1).
Bei der Wahl @ € N erhilt man also () = P(ay k). Analog sind die steigenden Faktoriellen definiert:

(@) =a(a+1)...(a+k-1).

Zwischen den fallenden und den steigenden Faktoriellen besteht offenbar der folgende Zusammenhang:

Teilmengen. Sei I1(#n, k) die Menge aller (n, k)-Permutationen der n-Menge M und S C M gine k-elementige Teilmenge.

Mit IT(n, k) bezeichnen wir die Menge aller (n, k)-Permutationen, die nur Elemente aus S benutzen. Damit erhalten wir

II(n, k) als Vereinigung paarweise disjunkter Mengen:
O(n, k) = | Ts(n, k).
sCM
|S|=F
Wegen |lIg(n, k)| = P(k, k) = k!, ergibt sich nach dem Zahlprinzip (FZP)):

© () =0n k) =Y s k)= Y K=k 1=kKC(nk),
SCM SCM SCM
|S|=k |S|=k |S|=k

wobei der Term

(10) Clnk)= > 1
32

die k-elementigen Teilmengen von M zéihlt. Die Gleichung (9) kann man nun auflésen und erkennt die C(n, k) als die

Biomialkoeffizienten, die man rekursiv aus dem Pascalschen Dreieck berechnet:

LEMMA 1.5. Die Anzahl aller k-elementigen Teilmengen einer n-elementigen Grundmenge M ist
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und man hat

Urnenmodelle. Wir nehmen k verschiedene Urnen U, . .. ,U, als gegeben an. U™ ber diese seien n Kugeln zu verteilen.

Ist u, die Anzahl der Kugeln in Ui, dann haben wir

n=uy +ug +...+ ug.

Wieviele Moglichkeiten gibt es, 7 so in k natiirliche Zahlen u, aufzuteilen?
1. VARIANTE: Alle Urnen enthalten mindestens eine Kugel (d.h. u; > 1).

Esmuss 7 > k > 1 gelten. Wir reihen die Kugeln nebeneinander und verteilen k - 1 Trennstibe auf die n - 1 Liicken:

00...010...00]1...100...00.

Urne U, enthilt die Kugelmenge bis zum ersten Trennstab. U, die Kugeln zwischen dem ersten und dem zweiten Trennstab
usw. Also ist die gesuchte Anzahl der Moglichkeiten gleich der, unter den 7 - 1 Liicken eine Teilmenge von k - 1 Liicken

auszuwahlten, d.h.

(Z ) i) " (& —(?)!_(31 k)l

2. VARTANTE: Es darf auch leere Urnen geben (d.h. u; > 0).

Wir verteilen #n + k Kugeln gemadss Variante 1:

n+k=ul+uy+...+uy (u,>1)

und setzen u; = u; — 1fiirs = 1,..., k. Dann erhalten wir eine Verteilung nach Variante 2:

n=u +uz+...+u; (u; >0).
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Die Zuordnung gilt auch umgekehrt. Also ist die Anzahl der Verteilungen nach Variante 2:

(anI 1) - (?k+—k1;!;!) 3

Partitionen. Unter einer k-Partition der Menge M versteht man eine Familie II = {By,..., By} von k nichtleeren

und paarweise disjunkten Mengen B, die M {iberdecken:
(1) B; £ 0 firi=1,...,k;

(2) B;NBj =0 fiiri # j;
3 M=DByU...UBy.

Wird k nicht spezifiziert, so redet man einfach von einer Partition I1. Die Mengen B, sind die Blocke von I1. Zum Beispiel

induzieren die Zykeln { einer Permutation eine Partition der Grundmenge M in die Blocke M, .

Stirlingzahlen zweiter Art und Bellzahlen. Die Anzahl aller k-Partitionen einer n-Menge wird mit S(n; k) bezeichnet

und heisst Stirlingzahl 2. Art. Die Gesamtzahl aller Partitionen ist die sog. Bellzahl’

(1) B(n) =Y _ S(n,k),
k=0

9 E.T. BELL (1883-1960)

tRERTn
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wobei wir B(0) = S(0; 0) := 1 setzen. Rekursiv kann man die Stirlingzahlen 2. Art so berechnen:

(1) S(0,0) := 1;
(2) S(n,0) =0firn > 1;
(3) S(0,k) = 0 fiir k > 1;
4) S(n,k)=S(n—1,k—1)+kS(n—1,k) sonst.

Auf die Gleichung (4) kommt man, wenn man ein festes Element a € M betrachtet und die k-Partitionen danach

unterscheidet, ob { a } ein Block ist oder nicht:

Es gibt S(n — 1, k — 1) k-Partitionen, bei denen { a } ein Block ist. Die tibrigen k-Partitionen ergeben sich, indem man

eine k-Partition der (n — 1)-Menge M'= M\{ a } bildet und dann a in einen der k Blocke einfiigt. Also hat man kS(n—1;
k) solcher k-Partitionen.
, n} zwei endliche Mengen und f: M = K eine surjektive Abbildung.

Surjektionen. Es seien K = {1, ..., k} und M = {1, ...
Dann sind die Urbilder (i) = {j € M | f(j) =i} die Blocke eine k-Partition von M:

Umgekehrt gibt es zu einer gegebenen k-Partition IT von M k! viele Surjektionen f = M — K mit II(f) = II, da jede
Permutation der k Bilder Surjektivitat erhalt. Also hat die Menge Surj(M;K) aller Surjektionen die Machtigkeit

|Surj(M, K)| = k!S(n, k).

Mit n = | M| und r = | R| rechnet man nun allgemein:

rto= [RM| = Y [Suri(M,K)| = > > |Surj(M,K)|

(12) KTQR k:O|K|=k
_ Z(Dk!sm,k) = > S k) (),
k=0 k=0

da es im Fall k > n sicher keine k-Partition von M gibt.

Harmonische Zahlen. Wir illustrieren das Prinzip des doppelten Zédhlens anhand der sog. harmonischen Zahlen. Sei ¢,

die Anzahl der Teiler der natiirlichen Zahl »n > 1. Eine einfache Formel fiir ¢ ist schwierig aufzustellen, da ¢ sehr vom

Typ von n abhédngt und z.B. keinesfalls monoton in # ist (vgl. Ex. 1.4).

EX. 1.4. Bekanntlich lisst sich jede natiirliche Zahl n 2 1 als ein Produkt paarweise verschiedener Primzahlen p, mit Potenzen

e ausdriicken:

e1, €2 e
N

n=pypy -

Man zeige: ’ thn=(e1+1)(ea+1)...(ep+1) ‘
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Insbesondere hat man z.B. tg = 4,tg = 3,t10 = 4,111 = 2,t12 = 6.

Wir suchen eine Formel fir die durchschnittliche Anzahl

Lttty

t(n):

n

der Teiler. Dazu definieren wir fiir alle | < i,j<n die Gewichte

1 i teilt j,
Wij =
“ 0 i teilt j nicht.

Damit haben wir

n
t; = Zwij = Anzahl der Teiler von j
=1
n
v = Zwij = Anzahl der Vielfachen < nvoni = |n/i|,
j=1

wobei |a] die grosste ganze Zahl < a bezeichne. Das Prinzip des doppelten Zihlens fiihrt auf
n n n

Dt :Z(;wij) :i(iwzj) ngi

j=1 j=1 i=1 j=1

und somit auf

= (/1] + /2] + ...+ |n/n))

Wegen |n/i] < n/i < |n/i] + 1 erhalten wir approximativ

(13) t(n) ~ H, bzw. |[t(n)—H,| <1,

wobei

(14) Hy:=1+1/2+1/3+...+1/n

die sog. nte harmonische Zahl ist. (H ist im allgemeinen keine(!) natiirliche Zahl.)
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BEMERKUNG. Aus der Annéherung des Integrals durch Riemannsche Summen gewinnt man die Approximation
"1
H, ~/ —dx = logn.
1 T

In diesem Sinn sagt man: ,,Im Durchschnitt® hat eine natiirliche Zahl n etwa log n viele Teiler.

Ramseyzahlen. Wir beschreiben nun eine Anwendung des Schubfachprinzips. Mit dem kann man zwar keine genauen
Anzahlen dingfest machen, weil man die Schubfacher, die viele Elemente enthalten, im allgemeinen im voraus nicht explizit
kennt. Dennoch liefert dieses Prinzip oft tiberraschend einfache Nachweise der Existenz bestimmter kombinatorischer

Strukturen.Wir illustrieren dies am Beispiel des Satzes von Ramsey’.

Dazu betrachten wir eine endliche Menge N mit n = |N| Elementen und schreiben abkiirzend fiir die Menge aller

2-elementigen Teilmengen
N
E, = (2) ={eC N |le|=2}.

Unter einer (rot / blau)-Firbung der Menge E, verstehen wir eine Abbildung

10 EP. RAMSEY (1903-1930)
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c: E, — {r,b}.

Wir nennen ein e € F),, rot ,,bzw. ,blau”je nach dem, ob c(e) = r oder c(e) = b gilt. Wir nennen eine Teilmenge U C N

rot (bzw. blau), wenn jede 2-elementige Teilmenge e C U rot (bzw. blau) geférbt ist.
Wir sagen, die natiirliche Zahl »n habe die Ramsey-Eigenschaft R(p, q), falls folgende Aussage richtig ist:

R(p, q): Zu jeder Firbung c : FE, — {r, b} existiert entweder eine rote Menge U C N der Michtigkeit |U| = p
oder eine blaue Menge |/ C N derMichtigkeit |V'| = ¢ (oder beides).

Wir wollen beweisen:

SATZ 1.1 (Ramsey). Fiir alle natiirlichen Zahlen p,q > 2 gibt es eine kleinste Zahl r(p, q) € N mit der Eigenschaft

’ n > r(p,q) = n besitzt die Eigenschaft R(p, q). ‘

Die Zahl r(p, q) des Satzes 1.1 heisst Ramseyzahl. Man iiberzeugt sich leicht:

r(p,2) =p und 7(2,q) =q giltfirallep,q > 2.

Zur Untersuchung des allgemeinen Falls nehmen wir an, dass die Ramseyzahlen r(p — 1, g) und r(p, ¢ — 1) existieren.

Wir wahlen

n > 2-max{r(p—1,q9),r(p,q — 1)}

und ein Element g ¢ N, Nach dem Schubfachprinzip enthilt die Menge

El:={e€E,|ace}

entweder n/2 rote oder n/2 blaue Elemente. Nehmen wir an, dass n/2 Elemente rot sind (bei blau wiirden wir analog

argumentieren) und setzen

N®:={ue N\{a} | c{a,u}) =7} .

Wegen |N*| > r(p — 1,q) gibt es entweder eine blaue Teilmenge }/ C N¢ mit |V| = g oder eine rote Teilmenge
U' C Nmit |U’| = p—1(sodass U = U'U{a} eine rote Teilmenge von N mit |U| = p ist). Auf jeden Fall

haben wir somit erkannt:

r(pg) < 2-max{r(p—1,9),r(p.g— 1)} |
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BEMERKUNG. Man sieht leicht ein: 7(3; 3) = 6. Im allgemeinen sind die exakten Werte der Ramseyzahlen r(p; g) nur in

wenigen Fillen bekannt. Zum Beispiel kennt man fiir r(4; 6) und 7(5; 5) nur die Schranken

35 <r(4,6) <41 bzw. 43 <r(5,5) < 49.

EX. 1.5. In einer zufillig ausgewdihlten Gruppe von n > 6 Menschen gibt es immer entweder (mindestens) 3 Leute, die sich

gegenseitig kennen, oder (mindestens) 3 Leute, die sich gegenseitig unbekannt sind.

Das Spiel Sims. Beim Spiel SIMS auf der Menge N = {1; 2; 3; 4; 5; 6} gibt es 2 Spieler ("Rot“und ”Blau®), die alternierend
die Elemente von E, rot bzw. blau firben. Verloren hat der Spieler, der als erster eine 3-elementige Teilmenge {7 C v in
seiner Farbe produziert. (Wegen r(3; 3) = 6 wissen wir, dass das Spiel nicht unentschieden ausgehen kann.)

FRAGE: Wiirden Sie bei diesem Spiel lieber als anziehender Spieler beginnen oder als zweiter Spieler auftreten?

(Wer diese Frage als zu trivial empfindet, kann Sims natiirlich leicht mit anderen Ramseyparametern verallgemeinern.)

2.3. Die symmetrische Gruppe. Die Menge S, aller Permutationen (Bijektionen) der endlichen Menge M trigt eine
natiirliche algebraische Struktur, da Bijektionen umkehrbar sind und Hintereinanderausfiihrungen von Bijektionen wieder

Bijektionen ergeben. In diesem Sinn ist S, eine Gruppe und heisst symmetrische Gruppe.

Der Stabilisator einer Teilmenge A C M ist definiert als die Menge aller Bijektionen, die A festhalten (d.h. A auf sich
selber abbilden):

S(A) :={meSy|n(A) =A}.

Wir bezeichnen mit ;—1 die Umkehrabbildung von  und mit o t die Hintereinanderausf tihrung der Bijektionen o und

7. Dann haben wir

o leS(A) und or € S(A) firalle o, 7 € S(A).

In diesem Sinn ist auch S(A) eine Gruppe. Eine Permutation m € S(A) entspricht einem Paar (7, 7”’) von Permutationen

e Sypund7” €8S M\A> die auf A und M \ A unabhingig voneinander wirken. Also finden wir gemass (FZP,):

(15) [S(A)| = [Sal - [Sanal = [A](IM] - |A])!

Die Bahn (in S, ) einer Permutation { € Sj; unter S(A) ist die Menge

(S(A):=={Co|oeSA)} CSum.

Die Abbildung o +— (o ist injektiv. Denn:
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(o=(r <= o=(CYo=(CYr=r
Folglich gilt
CS(A)] = [S(A)] = [A[N(|M] — [A])! fiir jedes ¢ € Sw.
LEMMA 1.6. Fiir je zwei Permutationen (,w € Sy gilt
(S(A) =wS(A) <= (S(A)NwS(A) # 0.

Beweis. Die Richtung = ist klar. Umgekehrt schliessen wir im Fall (o = w7 mit o,7 € S(A):

ot eS(A) = (=wro ! cwS(A)

und folglich (wegen der Gleichheit der Mengen S(A) = {ro~! | 0 € S(A)})

WwS(A) ={wro ™t |1 €S(A)} = {¢1| 7€ S(A)} =(S(A).

Wegen ¢ € (S ( A) liefern die Bahnen somit eine Partition von S, in
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n n! .

verschiedene Blocke der Machtigkeit k!(n — k)!.

EX. 1.6. Sei M = {1,...,n}. Im Fall A = 0 oder A = M haben wir S(A) = S,, und erhalten S,, als die einzige Bahn bzgl.

S(A). Im Fall A1 = {1}gibt es n Bahnen bzgl. S(A ). Wir betrachten die n zyklischen Permutationen
P’ = 123...(n—1)n

pl = 234...(n—1)nl
P’ = 345...(n—1)nl2

Pt = nl2...(n—2)(n—1).
Dann sind die n verschiedenen Bahnen:
S(A)) = pOS(Al), plS(Al)7 .. ,p"_lS(Al).

Spernertheorie. Sei M eine n-elementige Menge, die wir ohne Beschrankung der Allgemeinheitals M = {1,2

annehmen. F sei ein System von Teilmengen F' C M. Dazu definieren wir die Teilsysteme

Fi={FeF||F|=i (i=0,1,...,n)

und setzen fi = |]-‘Z| Das Profil von JF ist dann der Kardinalititenvektor

f=fo, fi,--o, fn)

P

In der allgemeinen Spernertheorie' interessiert man sich dafiir, wie gross eine Mengenfamilie F sein kann, wenn sie

bestimmte Eigenschaften haben muss.

Zum Beispiel nennt man F eine Spernerfamilie (oder Antikette), wenn F die Eigenschaft hat, dass keine Menge eine

andere echt enthalt, d.h. dass fiir alle F, G € F die folgende Implikation gilt:

FCG = F=0G.

Haben z.B. alle Mengen in F die gleiche Méchtigkeit, dann ist F eine Spernerfamilie (s. auch Satz 1.2).

11 E. SPERNER (1905-1980)
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Die allgemeine LYM-Ungleichung. Seien die Mengen A; C M definiert als

A():@ und AiZ:{l,Q,...,i} (z:l,,n)

Wir schreiben allgemein kurz S, = S(A,) und halten nun einen Parameter ¢ mit 0 < ¢ < n fest. Sei i irgendeine natiirliche

Zahl mit t < ¢ < n. Wir betrachten die Bilder von A, unter Permutationen, die A, fixieren, d.h.

W= {o(4;) | o € S}
und ebenso die verschiedenen Bilder von A, unter Permutationen, die A, fixieren:

Al = {r(A) | T € S}

Wir finden:

wi = Wi = (?t) und a} = Al = <7l§>

Sei R C S)s eine Menge von Permutationen derart, dass

Su=|]JnrS .

pER
Sei nun F ein nichtleeres System von Teilmengen von M und (wie oben)
Fi={FeF||F|=i und f;:=|F].
Fir jedes F' € F;, p € Rund w € Sy definieren wir den Inzidenzkoeffizienten

1 wenn F = n(p(4;)),
0 sonst.

AF,p,m) = {

Sei t < m < n beliebig (aber fest gewihlt). Wir sagen, F habe die Eigenschaft (3t), falls fiir jede Permutation
m € Sy gilt:

OO S) DD PRI

pER i=t FEF;
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Nach dem Prinzip des doppelten Zahlens (Summationsvertauschung) beobachten wir:

LEMMA 1.7. Fiiralle 0 <t < m < n gilt:

iz
El=

VAN

-

Beweis. Zujedem F' € F; und p € R gibt es (n — 4)li! viele Permutationen m € Sy derart, dass A(F, p,w) = 1. Da
§,, von Bahnen pS; mit p € R iiberdeckt wird, haben wir

R| > (?)

Wir schliessen somit aus (Et),:

n!zZl

TE€SM 7E€ESN pER i=t FEF; i

Y
(]
=
2

IV
P
o
>
2

Y

=
Y
& 3
—~
S

gﬁ.
~
—
=

Wir betrachten zwei Spezialfille von Lemma 1.7. Bei ¢ = 0 ist

w? = <n> und a? =1.
7

Es gibt nur die eine Bahn §, = §, bzgl. t = 0 (vgl. Ex. 1.6).

PROPOSITION 1.1 (Lubell/Yamamoto/Meshalkin). Fiir jede beliebige Spernerfamilie F gilt die sog. LYM-Ungleichung:

(16) Z ({}) <1.
i=0 \1%

Download free eBooks at bookboon.com


http://bookboon.com/

Kombinatorische und diskrete Mathematik Elementares Zahlen

Beweis. Wir beobachten, dass es zu jedem 7€ Sy hochstens ein FeF geben kann mit

A(F, p°, 7) = 1. Denn \(F', p, 7) = 1 bedeutet

F:T('(Al) und F/:T('(Aj)

fiir geeignete Indices i, j. Denn wire z.B. i < j und somit A; C Aj;, dann hitte man auch F ¢ F’, was bei einer Sperner-
Familie aber nicht sein kann! Ebenso schliesst man j < i und folgert i = j. Also ist (24, erfiillt. (16) folgt deshalb direkt

aus Lemma 1.7.

SATZ 1.2 (Sperner). Ist F eine Spernerfamilie mit einer n-elementigen Grundmenge M, dann gilt

Insbesondere bildet die Menge aller Teilmengen F' C M der Kardinalitit |F'| = |n/2| eine maximale Spernerfamilie.

Beweis. Fiir alle 0 < k < n gilt
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(i) n—k [>1 fallsk < |n/2],
<1 fallsk > |n/2].

Die Binomialkoeffizienten wachsen also mit k bis k¥ = |[n/2] und fallen dann. Also schliessen wir aus der LYM-

Ungleichung:

IFI = fotfit...+ fa < winge(fo/wo+ fi/wi + fa/wn) < winy) -

Wy 2) ist also eine Obergrenze der Michtigkeit einer Spernerfamilie. Sie wir von der Familie der Teilmengen
F C M der Kardinalitdt | F'| = |n/2] erreicht.

Der Satz von Erdos, Ko und Rado. Sei F eine Spernerfamilie mit der zusatzlichen Eigenschaft

FFeF = |FNF|>1 und |F|,|F'|<n/2.

Wir betrachten t = 1 und wéhlen m = |n/2|. Dann ergibt sich
1 n—1 1 ~
wk_(i—l) und  a;|| =7.

Fiir ein Reprisentantensystem R bzgl. der S1-Bahnen wihlen wir die zyklischen Permutationen p* aus Ex. 1.6.

Wieviele Paare (F, p) mit \(F, p,7) = 1 kann es zu einer festen Permutation 1 geben? Um die Frage zu beantworten,

konnen wir mals die identische Permutation , annehmen. Denn sonst betrachten wir einfach die dquivalente Spernerfamilie

Fr={n"YF)|FeF}

mit der Eigenschaft

ME, p,m)=1 <= MNa YF),p,0)=1.

Unter der Annahme 7 = , interessieren wir uns fiir die Machtigkeit der Menge

A = (FeF|IpeR:\NF,p) =1}
= {FeF|F=p4)fireinpeRund1l <i<|n/2]}.

Sei iy := min{|F| | F' € A"}. Wir behaupten
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(17) AN < iy

Um dies einzusehen, stelle man sich die Menge M/ = {1,...,n} im Kreis angeordnet vor. Die Teilmengen der Form
F = p(A;) sind nun Kreisintervalle der Linge ; < p, /2. Da A* C F selber eine Spernerfamilie ist, iiberlappen sich

alle Intervalle in _4* und besitzen folglich einen gemeinsamen Punkt

ac(){FeA}.

Ausserdem ist jedes Intervall schon durch seinen linken (und ebenso durch seinen rechten) Endpunkt eindeutig bestimmt

(sonst wire mindestes ein ' € 4 in einem anderen F' ¢ A enthalten!).
Sei F € A" minimal (d.h. |[F| = i,). Jedes andere Kreisintervall F' € A* hat entweder genau den linken oder
genau den rechten Endpunkt in 7' Dieser liegt entweder links von ¢ ¢ [ oder rechts von a. Also gibt es hochstens

|?| solcher Intervalle, wie in (17) behauptet.

Aus der Eigenschaft (17) folgt nun sofort

ZZ Fpa zn:z Fp]? :’A’\|S1_
i=1 FEF

1
i=1 FeF; A

und damit die Ungleichung von Bollobds':

(18)

Der Spezialfall 7 = F, (d.h. | F| = fi) liefert daraus:

SATZ 1.3 (Erdos-Ko-Rado' ). Sei F eine Familie von k-elementigen Teilmengen der n-elementigen Menge M derart, dass
B v und

EFecF = FnF#

Dann gilt
12 B. BOLLOB4S (*1943)
13 P. ERD6 S (1913-1996), CH. KO (1910-2002), R. RADO (1906-1989)
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n—1
< .
Al < (k_l)

Eine im Sinne von Satz 1.3 extremale Mengenfamilie / kann man leicht angeben: Man halte ein beliebiges Element
& & M fest und wihle F als die Menge aller Teilmengen k: < 32/2, der Kardinalitit k n=2, die a enthalten. F ist

eine Spernerfamilie von sich paarweise {iberschneidenden Mengen, deren Kardinalitat |--"_ | die Schranke von Erdés, Ko

und Rado erreicht.

BEMERKUNG. Die klassische LYM-Ungleichung (16) lasst sich leicht auf Spernerfamilien JF linearer Unterrdume eines

endlichen Vektorraums verallgemeinern, wenn man das Profil so definiert:
f, = Anzahl der Teilriume F mit dim F = i.

In wieweit die Bollobas-Ungleichung (18) und Satz 1.3 entsprechend verallgemeinert werden kann, ist eine offene Frage.
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2 Polynomalgebra

Unter einer (reellen) Polynom'funktion in den Variablen X1, . .., T} versteht man eine Funktion f : RF — R der Form
] 7
(19) f(xlv"-,ﬂfk) = Z ail__ikxﬁl ajkk
0<i1,..,ix<n

mit 7 € N und den Koeffizienten i,..;, € R.. Polynomfunktionen kann man addieren und miteinander
multiplizieren, ohne den Bereich der Polynomfunktionen zu verlassen. In diesem Sinn sind Polynombereiche algebraische
Verallgemeinerungen von Zahlbereichen. Zusitzlich kdnnen Polynome aber auch als Funktionen gesehen werden, die

nach Substitutionen von reellen Zahlenwerten & € R in die Variablen x, des Polynomns dann konkrete reelle Zahlen

FEn &)= Y ana €l

0<i1,....,ix<n

produzieren. Ausserdem kann man noch ausnutzen, dass alle Ableitungen von Polynomfunktionen existieren (und selber

wieder Polynomfunktionen sind).

Das Zusammenspiel der algebraischen und funktionellen Sichtweise von Polynomen fiihrt oft zu eleganten Ableitungen

von kombinatorischen Identititen, d.h. funktionellen Beziehungen (bzw. Formeln®) fiir kombinatorische Z&hlgrossen.

1 Der Binomialsatz

Zu der Menge M = {1,...,n} gesellen wir (reelle) Polynomfunktionen in den 2n Variablen Z1;-- -, Zn; Y1, -, Yn.
Unter einem Binom!® verstehen wir ein Polynom der speziellen Form b(z;,y;) = z; + y;. Fundamental fiir die
kombinatorische Zahltheorie ist der folgende Binomialsatz, der eigentlich nichts anders tut als das Produkt aller Binome

ausmultiplizieren. Dabei benutzen wie die Kurzschreibweise fiir Produkte von Variablen zu beliebigen Indexteilmengen

S C M:

SATZ 2.1 (Binomialsatz). Es gilt die sog. Binomialidentitit

14 poly (griech.) Vorsilbe fiir ,viele®

15 bi lat. Vorsilbe fiir ,,zwei“
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(20) [[@i+w) = > wsyms -

€M SCM

Beweis. Wir argumentieren per Induktion iiber n = |M| und stellen sofort fest, dass die behauptete Identitit fiir

n = 0 (d.h. M = ) trivialerweise richtig ist. Fiir den Induktionsschritt rechnet man:

(@n+y) [[@i+v) = (@nt+w) Y wsyanson
i=1 SZn
= Z TpTSYM\(Sun) T Z TSYM\(SUn)Yn
S#n S#n
= Z TSYM\s + Z TSYM\s
Son SZn
= Z TSYM\S-
scMm

1.1. Kombinatorische Identititen. Durch Substitution reeller Zahlen in einige der Variablen x, und y, ergibt sich eine

Fiille kombinatorischer Identititen.
Beispiele. ¢y = ... =y, = 1,21 = ... = x, = 2 und somit

:65::5|S| und yg =1 firalleS C M.

Fasst man nach dieser Substitution in dem Summenausdruck der Binomialidentitit (20) die Terme nach Potenzen von x

zusammen, so ergibt sich die Identitit

(x+1)" = Z S = ZC(n,k)xk = Z (Z)xk .
k=0 k

SCM =0

Daraus gewinnen wir mit x = 1 eine uns schon bekannte Identitat:

n

=3 (Z) = kzn:OC’(n,k)

k=0

Die Wahl x = —1 fihrt auf

n

0= (=1)*C(n,k) bzw.: Z C(n, k) = Z C(n,k) .

k=0 k ungerade k gerade
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Das heisst:
+ Es gibt genausoviele Teilmengen mit ungerader Machtigkeit wie mit gerader Machtigkeit.

Durch Ableiten der reellen differenzierbaren Funktion

k
(i) (z+1)" = nn-1)...(n—k+1)(z+1)""*

k n n
<d> Cloni)et = S i(i—1)... (i — k+1)C(n, i)a'*
. 2

s
Il
o

-

sind natiirlich gleich. Fiir x = 0 bleibt im Summenausdruck der kten Ableitung nur der Term mit i = k {ibrig. Das ergibt

die Gleichheit
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nn—1)...(n—k+1)=k(k—-1)...(k—k+1)(C(n,k)

und somit

n n!
Cln k) = (l-jk G

1.2. Das Cauchy-Produkt. Die Multiplikation zweier Polynomfunktionen in der Variablen x ergibt wieder eine

Polynomfunktion in der Variablen x:

(o +p1z+ ...+ ppr")(qo + o + . .+ gma™)
= ImQO+-QMQ1+JHQM$-FQMQQ+JHQ1+4MQ®$2*-~-
= ro+rix+rex 4. 4 rppmat™.

Das Ausmultiplizieren und Zusammenfassen nach Potenzen von x zeigt sofort:

(21) ri= Y pige (G=0,1,...,n+m)
itk=j

Der nach der Polynommultiplikationsregel (21) berechnete Koeflizientenvektor
(T‘(), T1y. - 7Tn+m) = (p07p17 s 7pn) * (q0a qi, ..., Qm)

ist als das Cauchy's-Produkt der Vektoren (po, ce >pn) und (QO, ce ,Qm) bekannt.

Die Vandermondesche Identitéit. Aus der Produktregel (21) ergibt sich z.B. die Vandermonde'sche Identitdit (22). Seien

namlich a,b € N beliebige natiirliche Zahlen und n = a + b. Dann schliessen wir aus dem Binomialsatz:

a+b
Z <a Z b)wk = (z+1" =(z+ 1%z +1)°

500 (50

J=0

Das Cauchy-Produkt besagt in diesem Fall:

16 A.L. CAUCHY (1789-1857)
17 A. VANDERMONDE (1735-1796)
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BEMERKUNG. Die Vandermondsche Identitat (22) kann man kombinatorisch so interpretieren: Man teilt die n-elementige
Menge M in disjunkte Teilmengen M mit |[M.| = a und M, mit |M,| = b auf. Eine k-elementige Teilmenge von M

konstruiert man dann, indem man i Elemente aus M, und k — i Elemente aus M, wihlt.

Die elementarsymmetrischen  Funktionen. ~Der  Binomialsatz besagt bei der Variablensubstitution
Tl =...=Tp=zundy; = —T1,...,Yn = —Tp:

(x—x1)...(x —xp) = 002" — 012" L+ ooz 2 ..+ (—1)"0,

mit

gy = 1

o1 = x1+x2+...+xp

o2 = X1To+...+xTox3+ ... +Tp_1Tn

03 = X1Tx3+ T1T2T4 + ...

Op ‘= XT1X2...Tp.
Die 00,01,...,0n sind die sog. elementarsymmetrischen Funktionen bzgl. der Unbestimmten Z1,...,Zn (und
entsprechen einfach einer Auflistung simtlicher Teilmengen der Indexmenge {1, 2, ...,n} nach ihren Kardinalititen).
Substituieren wir ferner 1 = €25+ -+ ¥n = &ns 50 berechnet man aus den elementarsymmetrischen Funktionen o, per

Ap—f = (—1)7'0'1'(51, e 7£n)

genau die Koeflizienten @n—i des reellen Polynoms in der Variablen x mit den Nullstellen &1, &

(l'—fl)(x—fn) = $n+an—1$n_1+...+a1:r+ao.

1.3. Polynomvektorraume. Sei R[] die Menge aller reeller Polynomfunktionen in einer Variablen x. Bzgl. der Addition
und Multiplikation mit reellen Skalaren erweist sich R[] als Vektrorraum iiber dem Skalarkérper R. Die sog.

Standardbasis von R|x] besteht aus den Elementen
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und ist ein Erzeugendensystem, aus dem sich jede Polynomfunktion in R[] als (endliche) Linearkombination

konstruieren lasst. Aber auch sehr viele andere Erzeugendensysteme existieren.

LEMMA 2.1. Jede beliebige Folge b0 (x),bM)(z),..., 00" (x),... wvon reellen Polynomfunktionen
p(n) () = >, bz(.")g;i mit b,(z”) £ ( firalle , ¢ N ergibt ein Erzeugendensystem fiir R[z].

Beweis. Wir zeigen per Induktion, dass sich jedes x" als Linearkombination von Funktionen vom Typ (") () darstellen
lasst. Fiir n = 0 ist das klar, da (wegen béo) # ( die Polynomfunktion b () einen konstanten Wert p, # Qannimmt

und somit

20 =1=050(x)

ergibt. Sei 1= = 1 und b ¥y = T-0 buwe®, Dann haben wir

n—1 n—1
2" = b, (0 () = Y bpa®) = b0 (@) + Y (=by, br)at
k=0 k=0

Nach Induktionsvoraussetzung sind alle x* mit & < n—1 als Linearkombinationen gewisser b/)(x) darstellbar. Also

auch x .

i,
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Binomialkoeffizienten. Vom Standpunkt der Polynomalgebra aus kann man viele kombinatorische Identititen als
Umrechnungsformeln interpretieren, die ein lineares Erzeugendensystem von R[z] in ein anderes tiberfithren. Zum

Beispiel weist die Identitat

die Binomialkoefhizienten als die Umrechnungskoeffizienten aus, um die Polynomfunktionen
Lz+1,(x+1)>2%...,(z+1)",...

mittels der Standardbasis auszudriicken.

EX. 2.1. Man bestimme Koeffizienten q, . .. a, € R R mit der Eigenschaft
n
" = Z ar(x 4+ 1)".
k=0

(Hinweis: Man wende den Binomialsatz auf (zz — 1)™ an.)
Stirlingzahlen. Nach Lemma 2.1 bilden die Polynome

(@)p=2(x—1)...(z—n+1) (n=0,1,2,...)

ein Erzeugendensystem von R[x]. Analoges gilt fiir die Polynome

()" =z(x+1)...(x+n—-1)=(=1)"(—z),.

LEMMA 2.2. 2™ = S(n, k)(2).
k=0

Beweis. Wir erinnern an die Identitat (12) bzgl. der Stirlingzahlen zweiter Art:

"= S(n,k)(r)p =0 firaller € N.
k=0

Das bedeutet, dass das reelle Polynom
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ple) =a" =) S(n k) ()
k=0

unendlich viele Nullstellen besitzt. Also muss p(x) das Nullpolynom sein (vgl. Lemma 2.4 in Abschnitt 2.1).

n

LEMMA 23. (2)n = »_(=1)"*s(n, k)a*.
k=0

Beweis. Wir beweisen die 4quivalente Aussage

(@) = s(n, k)a*

k=0

per Induktion. Gemass der Rekursion der Stirlingzahlen erster Art rechnen wir

()" = (z+n—1)(z)"*

= s(n —1,k)zF ! + Z(n —1Ds(n—1,k)z*
k=0 k=0

= Zs(n— 1,k —1)2" +Z(n— Ds(n —1,k)z*
k=0 k=0

= Z[s(n—1,k)+(n—1)s(n—1,k)]xk
k=0

= Zs(n,k)xk
k=0

BEMERKUNG. Aufgrund der obigen Lemmata sagt man, die Koeffizienten S(», k) und (— 1)”—k3(n, k) seien zueinander
reziprok. Die Zahlen (—1)"~Fs(n, k) heissen auch signierte Stirlingzahlen 1. Art.

2 Division mit Rest

Zu jezwei Zahlen m,n € N mit n > 1, gibt es bekanntlich eindeutig bestimmte Zahlen ¢, - ¢ N mit der Eigenschaft

m=dn-+r und r<n.

Dabei ist d = Lm / nJ die grosste natiirliche Zahl < m / n. ist der sog. Rest der Division von m durch n.
Eine vollig analoge Eigenschaft beobachtet man in R[z], wenn man die ,,Grésse® eines Polynoms durch seinen Grad misst.

BEMERKUNG. Der Grad des Polynoms p(z) = Y./, a;z" ist der Parameter
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—00 wennag = ... = a, = 0;

(23) G(p) == { max{i | a; # 0}  sonst.

SATZ 2.2. Zu je zwei Polynomen q(x),p(z) € Rlz|mit G(q) > 1 gibt es Polynome d(x),r(x) € Rlz] mit der
Eigenschaft

q(z) = d(@)p(x) + r(z) und G(r) <G(p).

Die Giiltigkeit von Satz 2.2 ist mit der folgdenden algorithmischen Konstruktion'® leicht einzusehen. Sei z.B.

DIVIONSALGORITHMUS:

+ Im Fall G(q) < G(p) nimmt man d(z) = 0 und r(x) = q(x).
o Im Fall G(q) = G(p) subtrahiert man ein Vielfaches von p(x), ndmlich

18 das Verfahren geht zuriick auf EUKLID (ca. 300 v. Chr.)
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von g(x). Ist der Grad danach immer noch > G(p), bringt man wieder den hochsten Koeffizienten zum Verschwinden

und fihrt fort, bis man den Grad des Restes unter G(p) gedriickt hat.

2.1. Nullstellen und Eindeutigkeit. Sei ¢(z) = >_}_,qrz® € R[z]einPolynomund & € R eine beliebige reelle
Zahl. Dann liefert der Divisionsalgorithmus bzgl. p(z) = x — £ die Darstellung

q(z) =d(x)(z — &) +r(z) mitG(r) <O0.
Das Restpolynom r(x) ist also konstant mitWert 7“(50) =q (50)..Im Fall q (50) =0 ergibt sich somit die Faktordarstellung
q(z) =d(z)(z — &) <= q(&)=0.

Sind &p,&1, ..., & alle Nullstellen von gq(x), dann sind &1, ...,& alle Nullstellen von d(x). Wir kénnen also d(x)

faktorisieren usw. und erhalten die Darstellung
(24) q(z) = d(z)(z - &)z = &) ... (z = &).
Daraus erschliesst man eine wichtige Eigenschaft:
LEMMA 2.4. Sei q(x) € R[] ein Polynom mit k > G(q) + 1 verschiedenen Nullstellen. Dann ist q(x) das Nullpolynom.

Beweis. Im Fall k > G(q) und G/(d) > 0,-ergibe sich aus dem Produkt der rechten Seite von (24) ein Polynom vom Grad
mindestens k +1 > G(g) und somit ein Widerspruch zur Annahme. Also gilt d(z) = 0 und folglich auch ¢(z) = 0..
Aus Lemma 2.4 ergibt sich ausserdem, dass jede Polynomfunktion p(z) € R|x| eine eindeutige Darstellung hat:

n

(25) Zaiaji:p(m):Zbixi = a;=b (1i=0,1,...,n).
i=0 =0

In der Tat hat das Differenzpolynom ¢(x) = E?:o(ai - bi)xi unendlich viele Nullstellen und folglich Grad
G(q) = —oo,dh.a,—b,=0giltfirallei=0,...,n

BEMERKUNG. Natiirlich kann man auch Polynomfunktionen iiber anderen Zahlbereichen als R (z.B. Ringe oder
endliche Korper) betrachten (s. Kapitel 3). Die Eindeutigkeit der Darstellung ist dann aber nicht unbedingt gewahrleistet.
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3 Ringe

Bekanntlich erweitert man den Rechenbereich N der natiirlichen Zahlen durch Hinzunahme der negativen Zahlen zum

Bereich der ganzen Zahlen

Z=A{...,—n,...,—1,0,+1,...,n,...},

aus dem der Bereich Q = {a/b | a,b € Z,b # 0} derrationalen Zahlen als Briiche ganzer Zahlen entsteht. Durch
Limesiuberlegungen wird Q schliesslich zum Bereich R reellen Zahlen erganzt. Das Rechnen in diesen Bereichen, die
Addition und Multiplikation, kann zu einem noch abstrakteren Rechnen verallgemeinert werden, das zu kombinatorischer
Analyse niitzlich sein kann, wie wir schon in Kapitel 2 gesehen haben. Wir gehen hier auf diese algebraischen Aspekte

nochmals allgemein ein.

1 Halbgruppen und Ringe

Sei G eine Menge mit einer bindre Operation ©, d.h. einer Abbildung

o:GxG—{Gd.

Der Einfachheit halber schreibt man ,,a o b anstelle des etwas umsténdlichen (aber eigentlich korrekten) ,,0(a, b)“.

Ein Neutralelement der algebraischen Struktur (G, o) ist ein Element ¢ € G mit der Eigenschaft
goe=cog=g firallegeG.
G = (G, o) ist eine Halbgruppe, wenn G ein Neutralelement besitzt und zusitzlich G assoziativ ist in dem Sinn

ao(boc)=(aob)oc  firalle a,b,cé€QG.

Diese Assoziativitatseigenschaft besagt: Elemente von G diirfen beim Rechnen beliebig ,,zusammengefasst® werden. Wir

kénnen somit auf das Setzen von Klammern verzichten, ohne Widerspriiche befiirchten zu miissen. Zum Beispiel:

ao(bocod) = ao((boc)od) = (ao(boc))od = (acboc)od

= agobocod.

Die Halbgruppe G ist eine Gruppe, wenn es zu jedem Element § € G ein sog. inverses Element gibt, d.h. eine Element
f € G mit der Eigenschaft

feg=e.
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Die Halbgruppe (3 = (G, 0) ist kommutativ (oder abelsch), wenn beim Rechnen die Reihenfolge der Elemente
unmassgeblich ist, d.h. wenn fiir alle ¢, b € G gilt:

aob="boa.

BEMERKUNG. Binidre Operationen in Halbgruppen werden auch mit einem Additionssymbol oder mit einem
Multiplikationssymbol notiert. Das zu a inverse Element wird bei additiver Schreibweise als g und bei multiplikativer

Schreibweise als ,,a~! notiert.

EX. 3.1. Die Menge M" aller Abbildungen f . \J — )[ bildet eine Halbgruppe (MM o) bzgl. der Operation der

Hintereinanderausfiihrung

(fog)(m):=g(f(m) firalle f,g € MM undm € M.

Neutralelement ist die identische Abbildung « : M — M mit t(m) = m.
EX. 3.2. Die ,symmetrische Gruppe* SM ist ein Gruppe. Genau im Fall | M| < 2 ist S, kommutativ.

EX. 3.3. Die natiirlichen Zahlen bilden die kommutative Halbgruppe (N, +) mit Neutralelement 0. (Z,+) ist eine

kommutative Gruppe mit (—n) als inverses Element von n € Z.
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(Z \ {0}, ) ist eine (abelsche) Halbgruppe bzgl. der Multiplikation mit Neutralelement 1, aber keine Gruppe, da Division
(d.h. die inverse Operation) nicht uneingeschr dnkt durchfiihrbar ist. (Q\ {0}, -) ist eine abelsche Gruppe.

Division auf Q \ {0} ist eine bindre Operation, die weder assoziativ noch kommutativ ist.

Seinun R = (R,+,-) eine Menge, auf der zwei kommutative Operationen definiert sind, die wir als ,,Addition“ und

»Multiplikation” bezeichnen. Ausserdem gebe es zwei spezielle Elemente 0,1 € R.

Wir sagen R = (R, +, -) ist ein (kommutativer) Halbring, falls

(R.1) (R,+) isteine kommutative Halbgruppe mit Neutralelement 0.
(R.2) (R\ {0},-) isteine (kommutative) Halbgruppe mit Neutralelement 1.
(R.3) Firallea,b,ce Rgilt: a-(b+¢)=(a-b)+ (a-c).

BEMERKUNG. Mitder iiblichen Verabredung, dass Multiplikation starker bindetals Addition, wird das sog. Distributivgesetz

(R.3) auch einfach so notiert:

a(b+ c) = ab+ ac.

Der Halbring R ist ein Ring, wenn (R, +) eine Gruppe ist, und ein Korper, wenn (R,+) und (R \ {0}, -) Gruppen sind.

EX. 3.4. (N, +, ) ist ein Halbring aber kein Ring. (Z,+, -) ist ein Ring aber kein Korper. (Q,+,:) und (R, +,-) sind
Kérper. Rx] ist ein Ring.

1.1. Boolesche Algebra. Die Boolesche Algebra By = ({0, 1}, ®, ®) ist ein 2-elementiger Halbring (aber kein Korper)
mit Addition und Multiplikation wie folgt:

— oD
[l ew] Naw]
— | =
— ol®
O OO
=]

Man denkt sich By zusitzlich mit der Negationsoperation x — T ausgestattet, wobei

r=1 «— zxT=0.

Auf B, = {0, 1}"kann man nun komponentenweise gemidss By rechnen:

(1, 20) (Y1, -5 Yn) = (@1 DY, Ty DYn)
(1, ) © (Y1yeyYn) = (1O YL, .o, T O Yn)
(1, xn) = (T1,...,Tn).
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EX. 3.5. Interpretiert man einen Vektor v € {0, 1}" als Indikator einer Teilmenge X C N = {1,...,n}, soentspricht
die Addition in By mengentheoretisch der Vereinigung und die Multiplikation in By dem Durchschnitt. Die Negation
entspricht der Komplementbildung:

T <+— N\X.

Also bildet die Potenzmenge (d.h. die Familie aller Teilmengen) von N im Sinne der Booleschen Algebra einen Halbring mit

Negationsoperation.

1.2. Binire Vektorraume. Rechnet man auf der Menge {0, 1} additiv und mulitplikativ wie folgt:

+10 1 01
010 1 00 0 ,
111 0 110 1

dann erhilt man den
Zs = ({0,1},+, ). Folglich kann man {0, 1}" auch als den n-dimensionalen Vektorraum Z% iiber Z auffassen.
VORSICHT: Addition in By, und Addition in Z3 sind verschieden!
EX. 3.6. Sei n > 2. Definiert man in L% eine Multiplikation analog zu Bn,
(@1, @) - (Y- ) o= (@1 Y1, T Yn),
dann erhilt man den Ring (Zy,+, ) - aber keinen Korper!
EX. 3.7. Man kann das Rechnen in By durch L2 imitieren:

a®b=a+b+(a-b) und a=a+1.

Umgekehrt kann man Rechnungen bzgl. Z2 in By nachbilden:

a+b=(@ob)® (a®b).

1.3. Entfernungen. Sei R := R U {o0} der erweiterte reelle Zahlbereich mit der zusétzlichen Rechenregel

a+ oo :=o0 firallea € R.
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EX.38. (R, @, ®) ist ein Halbring mit den algebraischen Operationen

a®b:=min{a,b} wund a®b:=a+0b.

Hier ist 00 das Nullelement von (K, @®). Einselement in (R, ©) ist die reelle Zahl () € R.

Der Halbring (R, @, ®) tritt z.B. in folgendem Zusammenhang auf:

Sei S = {sy,...,s,} eine Menge von n »Stadten. Eine Distanzmatrix bzgl. S ist eine Matrix [ ¢ KSXS mit

(nichtnegativen) Eintrdgen d(s, t) > 0 derart, dass

d(s,s) =0 firallese S.

Der Parameter d(s, t) kann als die ,direkte Entfernung® von s nach t gesehen werden. Ein k- Weg von s nach t ist eine
Folge w = (vp, ..., vx) von (nicht notwendigerweise paarweise verschiedenen) ,Stadten” Vj € S mit s = v,und t =

v,. Die Linge des Weges w ist

L(w) = d(vg,v1) + d(ve,v2) + ...+ d(vk_1, V).

P
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Wir definieren die Entfernungsparameter

d®) (s,¢) := min{l(w) | w ist k-Weg von s nach ¢}.

Dann gilt offenbar die Bellman'®-Rekursion fiir alle s,t € N

(Bl) d(l)(svt) = d(S,t)

@01 (By) a®* (s, ) = min{d® (s, u)+ d(u,t) |uc S}

Denn man gelangt auf einem (k+1)-Weg von s nach ¢, indem man sich auf einem k-Weg von s zu einem u und dann von

u auf einem 1-Weg nach t bewegt.
LEMMA 3.1. d™(s, t) ist die Linge eines kiirzesten Weges von s nach t bzgl. derDistanzmatrix D.

Beweis. Sei w = (vg,v1,...,v;) ein kiirzester Weg von s = v, nach ¢ = v,. Im Fall k > n, durchlduft w einen Kreis K.
Denn da es ja nur » Stadte gibt, muss nach dem Schubfachprinzip mindestens eine Stadt zweimal auftreten. Wir konnen
auf das Durchlaufen von K verzichten und erhalten einen Weg w'von s nach t, der sicherlich nicht langer ist. Also diirfen

wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass w kreisfrei ist und folglich k < n gilt.
Andererseits konnen wir im Fall k < n, den Weg w ,,kiinstlich“ zu einem n-Weg w” gleicher Lange £(w”) = £(w) erweitern:

" .
W' = (Voy .o, Uy Ukl e oo, Up) Mitvg = Vpy1 = ... =, =t

Denn nach Voraussetzung giltja d(vi, vg41) = ... = d(t,t) = 0. Also diirfen wir auch k = n annehmen. Das Argument

zeigt:

Die Linge d™(s, t) ist die Lange eines kiirzesten n-Weges von s nach ¢ ist auch die Linge eines kiirzesten Weges von s

nach t schlechthin.
Bzgl. des Halbrings R lisst sich der Rekursionsschritt (B2) algebraisch so ausdr iicken:

@7 dF (s, 8) = (dP) (s, 51) @ d(s1,8)) D ... D (dF) (s, 5,) @ d(sn,1)).

Dies bedeutet: Berechnen wir der Reihe nach die Potenzen DQ’ D3, ..., D™ der Matrix D nach den algebraischen Regeln
des Halbrings R, dh.

Dl=p*oD (k=1,2,...,n—1),

19 R. BELLMAN (1920-1984)
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dann folgt aus (27), dass die k-Entfernungen leicht mit Hilfe der Matrixrechnung ermittelt werden kénnen:

Die Elemente der Matrix D**! sind genau
die Entfernungskoeffizienten d*+1) (s, t).

Insbesondere ist D" die Matrix der kiirzesten Entfernungen.

EX. 3.9. Sei ;m, € N so gross, dass n < 2™ (d.h. log, n < m). Dann braucht man nur m Matrixmultiplikationen, um D" zu

ermitteln:
DoD=D?D*0cD?=D*..., D " oD¥ ' =D = D"

Also: Zur Berechnung von D, reichen [log, n| Matrixmultiplikationen aus.

1.4. K" urzesteWege. D" ist die Matrix der kiirzesten Entfernungen zwischen allen Stadtepaaren bzgl. der Distanzmatrix

D. Ist D" bekannt, kann man leicht einen konkreten kiirzesten Weg z.B. zwischen den Stddten s und t konstruieren:

Wihle einty € S\ {t} mit  d™(s,t) = d™(s,t1)+ d(t1,1).

Wibhle ein ty € S\ {t,11} mit  d™(s,t) = d™(s,tg) + d(ta, t1).

Wihle eintz € S\ {t,t1,t5} mit d™(s,t) = )(s,t3) + d(t3, ta).
usw.

dm
d n

Ein t, der geforderten Art muss existieren, da es ja einen kiirzestenWeg von s nach ¢ gibt. ¢, ist die Stadt vor dem Erreichen
von t. Natiirlich muss dann auch der Weg von s nach ¢, minimale Lange haben. ¢, ist die Stadt vort, auf einem kiirzesten

Weg von s nach ¢, usw. So erhdlt man schliesslich einen kiirzesten Weg:

S— ... =13 =ty =t — 1.

2 Restklassen und endliche Korper

Wir betrachten zuerst N und halten eine natiirliche Zahl n > 1 fest. Mit T bezeichnen wir den Rest von 4, ¢ N nach

Division durch n:

m:=m— |m/n].

Nun kann man leicht nachrechnen, dass die folgenden Operationen wohldefiniert sind (d.h. nur von den jeweiligen

Resten abhdngen):
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= mi+ma

my +
= mi - Mo

1

3 3
|

Die n-elementige Menge Z,, = {0,1,...,n — 1} aller mdglichen Reste 72 modulo # trigt die algebraische Struktur

(Zn, +, )-. Diese bildet einen Ring, den sog. Restklassenring. Zum Beispiel rechnen wir in (Zy,, +, ) mit a,b € Zy,:

a+b = a+b
a+(n—a) = n=0
(dh. (n—a) = —a (bzgl. der abelschen Gruppe (Z,,+))
a-b = ab
usw.

LEMMA 3.2. Der Restklassenring (Zy,, +, -) modulo n > 1 ist ein Korper genau dann, wenn n eine Primzahl ist.

Beweis. Ist n = pq das Produkt von Zahlen 1 < p, q < n — 1, dann finden wir

pqg=pqg=n=0.

Wire 7, ein Korper, so besissen die Elemente p,q € Z, \ {0} (multiplikativ) inverse Elemente p”, g”, die einen

Widerspruch ergében:
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1

l=p~'peg~t =p~tq~'-pg=p ¢t -n=pl¢t- 0=

Ist umgekehrt # eine Primzahl und 1 < p < n — 1, so betrachten wir die Abbildung f: Z,, — Z,, mit f(z) = pz. f ist

injektiv. Denn sonst gébe es Elemente 1 < x < y < n — 1 mit der Eigenschaft
f(z) = f(y) undfolglich (y—2)p=0,

d.h.: die Primzahl # teilt entweder (y—x) oder p. Das kann aber nicht sein, da beide Zahlen kleiner als # sind.

Da f injektiv (und 7, endlich) ist, ist f sogar surjektiv. Also existiert ein p’ € Z, mit f(p') =1 und somit der

Inverseneigenschaft:

pp=flp)=1

2.1. Endliche Korper. Im vorherigen Abschnitt wurde gezeigt, wie man aus dem Ring 7, und einer Primzahl p € Z den
Korper Zjp erhilt. Genau die gleichen Konstruktionen und Argumente gestatten es, weitere endliche Korper zu gewinnen.

Dazu definieren wir (analog zu R[z]) die Menge K]x] aller Polynome

p(x) =ag+ar1x+ ...+ apz” mitag,...,a, € K.

Genauso wie bei R[z] kann man in K[z| addieren, multiplizieren und Divisionen mit Rest durchfiihren. Insbesondere

ist K[x] ein Ring.

Analog zum Begriff einer Primzahl nennen wir ein Polynom p(z) € K[z] vom Grad G(p) > 1 prim, prim, wenn
fiir alle Polynome q1(z), q2(z) € K[z] mit Grad G(g,) = I und G(g,) = I gilt:

p(x) = q(r)g(z) = pr) = q(z) oder p(z) = ¢2(2).

Sei nun p(z) € K[z] mit Gd(p) =n > 1 fest gewdhlt. Mit g(x) bezeichnen wir das Restpolynom, das man nach

Division von g(x) durch p(x) erhalt. Die moglichen Restpolynomé haben die Form

r(z)=ro+rx+...+ rpo12™ ' mitr; € K beliebig.

Der Ring K[z]/p(x) aller moglichen Reste hat also (nach dem zweiten fundamentalen Zahlprinzip) die Kardinalitit

[Kz]/p(a)] = [K| > [K[ x .. x [K| = [K|".
Ganz genau wie das Lemma 3.2 beweist man nun
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LEMMA 3.3. Der Ring K|x]/p(z) ist ein Korper genau dann, wenn p(x) ein Primpolynom ist.

Damit hat man ein einfaches Rezept zur Konstruktion endlicher Kérper:

(1) Man wihlt eine beliebige Primzahl p € N und dazu ein beliebiges
Primpolynom p(x) € Zy[z| vom Grad G(p) = n > 1.
(2) Dann ist GF(p") := Zy[z]/p(x) ein Korper mit p” Elementen.

BEMERKUNG. Ein endlicher Kérper vom Typ GF(p") := Zp[z]|/p(x) heisst auch Galois*- Korper. In der Algebra

kann man zeigen:

o Jeder endliche Korper ist isomorph zu einem Galois-Korper.

+ Zu jeder Primzahl p ¢ N und jedem n > 1 gibt es ein Primpolynom p(x) € Zy[z] vom Grad Gd(p) = n.

Also existiert ein endlicher Kérper K der Kardinalitit |K| = ¢ genau dann, wenn q eine Primzahlpotenz ist.

GF(2) = Zo.

Als Beispiel konstruieren wir den 4-elementigen Kérper GF(2?) aus

Die einzigen Polynome tiber 7, vom Grad 1 sind x und x + 1. Das Polynom p(x) = x* + x + 1 hat Grad 2 und ist prim

in Zs[z] (denn p(x) ist weder ein Vielfaches von x noch von x + 1).

Also erhalten wir GF'(4) = Zs[z]/(2? + 2 + 1) als Korper und kénnen (nach den Regeln des Rechnens mit Resten)
die Additions- und die Multiplikationstafel aufstellen:

+ ‘ 0 1 r x+1 ' 1 o
0 0 1 T r+1 1 1 o 1
1 1 0 z+1 T . N vl 1
v v rtl L L r+1|x+1 1 x
r+1jz+1 = 1 0
Zur U” berpru“fung der Richtigkeit der Tabellen rechnen wir z.B.
(x+1)? = 22+z+z+1

x + p(z)
dh. (z+1)? = =z (in Zo[z]/p(x))

Schreiben wir abkiirzend a := x und b := x + 1, dann erhalten wir die Additionsund Multiplikationstafel des Kérpers
GP(4) = {0,1,0,b} als

20 E. GALOIS (1811-1832)
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>~ Q R Ool+
o~ R oo

QO
== Q9
O = Q oo

NOTA BENE: Der 4-elementige Korper GF(4) ist nicht zu verwechseln mit dem 4-elementigen Ring 7,, !!!

BEMERKUNG. Es gibt Tabellen, in denen man Primpolynome (bzgl. dem fiir die Praxis besonders interessanten Korper

Zs3) fur alle praktischen Zwecke nachschlagen kann. Beispiele:

ps(x) =2° + 2 + 1 oder pogso(w) = 2% + 2% 41 € Zy[a] .

2.2. Lateinische und magische Quadrate. Ein lateinisches Quadrat iiber der n-elementigen Menge M ist eine (n x n)-
Matrix L derart, dass jeder Zeilenund jeder Spaltenvektor von L eine Permutation der Elemente von M ist. Die Zahl # ist

die sog. Ordnung von L. Lateinische Quadrate kann man zu jeder Ordnung # leicht konstruieren:

1 2 3 . n—1 n
2 3 4 . n 1
3 4 5 . 1 2
n 1l 2 ... n—2 n-—1

Interessanter ist die Frage, zu welcher Ordnung sog. orthogonale lateinische Quadrate existieren. Dabei nennt man die
lateinischen Quadrate L ,L, orthogonal’’, wenn man sie so erhalten kann: Man ordnet die #* verschiedenen Elemente der
Menge M x M aller Paare so zu einer quadratischen Matrix L an, dass L, genau aus den ersten Komponenten und L, aus

den zweiten Komponenten der Elemente von L erwichst. Zum Beispiel:

(0,0) (L,1) (2,2) (3,3) (4,4)
(1,2) (2,3) (3,4) (4,0) (0,1)
(2,4) (3,00 (41) (0,2) (1,3)
(3,1) (4,2) (0,3) (1,4) (2,0)
(4,3) (0,4) (1,0) (2,1) (3,2)
Orthogonale lateinische Quadrate kann man z.B. so konstruieren:
Man nehme einen n-elementigen Korper GF(n) = (M,+, ) mit der Grundmenge )/ — {ap = 0,a1,...,apn_1} und
definiere zu jedem h & {1, ce = 1} das lateinische Quadrat L, mit den Koeffizienten
21 auch oft graeco-lateinische Quadrate, weil man die Elemente von M gerne einmal mit griechischen und einmal

mit lateinischen Buchstaben notiert
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Lh(i,j) =ap - a; +a; (i,ij,...,n—l).

BEMERKUNG. Die jte Spalte von Lh entspricht genau den Werten der diskreten Geradenfunktion
f:GF(n) = GF(n) mit f(z) = arx + a;.

Man iiberpriift ohne grosse Miihe, dass L, tatsichlich ein lateinisches Quadrat ist und dass je zwei dieser n — 1 so

konstruijerten lateinischen Quadrate orthogonal sind.
Anzahl paarweise orthogonaler Quadrate. Es bezeichne N(n) die maximale Anzahl paarweise orthogonaler lateinischer
Quadrate der Ordnung n. Da man zu jeder Primzahlpotenz n = p* den Kérper GF(n) mit n Elementen konstruieren kann,
finden wir
N(n) = n — 1, falls n Primzahlpotenz ist.
Andererseits gilt allgemein die obere Schranke:
SATZ 3.1.N(n) <n — 1.
Beweis. Esseien L L, .. .,L, t paarweise orthogonale lateinische Quadrate. Wir beobachten zuerst, dass die Orthogonalitit

erhalten bleibt, wenn wir die Spalten in jedem Quadrat so permutieren, dass in der ersten Zeile die Elemente in der

Reihenfolge
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123...n

stehen. Wir betrachten nun die Elemente an der Position (2, 1) in L, k=1, ..., t. Keines darf 1 sein, da 1 ja schon in

der ersten Spalte an Position (1, 1) vorkommt. Ausserdem mu“ssen alle verschieden sein (sonst wu"rde z.B. das Paar (i,

i) beim U” bereinanderlegen der entsprechenden Quadrate sowohl in der ersten wie in der zweiten Zeile auftreten, was

der Orthogonalitit der Quadrate widerspriche). Also gilt t < n — 1.
SATZ 3.2. N(ning) > min{N(n1), N(n2)}.
Beweis.Sei t = N(ny1) < N(n2). Wir betrachten die Menge aller n n, geordneten Paare

M={i'|1<i<n;,1<i <ny}.

Nach Annahme gibt es jeweils t lateinische Quadrate L,(Cl) bzw. L,(f) auf den Mengen M; = {1,2,

My ={1,2,...,n2}.. Wir bilden daraus ¢ lateinische Quadrate L, auf M:

Li(id', i) = (L), DO, 7)), k=1,...,t.

Man verifiziert nun, dass die L, tatsdchlich lateinische Quadrate und paarweise orthogonal sind.

Wir haben oben festgestellt, dass fiir Primzahlpotenzen n = p, gilt:

Ist n eine allgemeine ungerade natiirliche Zahl, so folgern wir aus Satz 3.2:
N(n)2N(3)=2:
Da der 4-elementige Korper GF(4) existiert, finden wir allgemeiner

N(n)>2 firalle n#2 mod4,

.. .77’},1} bzw.

da in diesen Fillen n ungerade ist oder 4 als Teiler besitzt. (Fiir den Fall n = 2 mod 4 beachte man die folgenden

Anmerkungen.) Dabei benutzt man die Notation
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n=%k modm :<= n — kistduchm ohne Rest teilbar.

HISTORISCHE ANMERKUNGEN:

Aus der Relation 6 = 2 mod 4 ergibt sich das kleinste (interessante) lateinische Quadrat mit # = 6. Hier hatte schon Euler*
vermutet, dass kein Paar orthogonaler lateinischer Quadrate existiert, was durch Tarry um 1900 (durch vollstindiges
Enumerieren aller potentiellen Kandidaten) bestatigt wurde. Euler hatte allerdings die Nichtexistenz auch in allen andern
Fillen n = 10; 14; 18, ... usw. vermutet. Bose, Shrikhande und Parker konnten jedoch 1960 fiir alle diese Ordnungen

paarweise orthogonale Quadrate konstruieren!

Die meisten iibrigen konkreten Fragen um orthogonale lateinische Quadrate sind offen. Zum Beispiel konnten bisher

noch keine 3 paarweise orthogonalen lateinischen Quadrate der Ordnung n = 10 konstruiert werden.

Magische Quadrate. Eine mit »n? verschiedenen natiirlichen Zahlen gefiillte (n x n)-Matrix M ist ein magisches Quadrat,
wenn alle Zeilen, Spalten und Diagonalen dieselbe Summe ergeben. Das Quadrat ist halbmagisch, wenn diese Eigenschaft

nur fiir die Zeilen und Spalten gefordert wird. Zum Beispiel*:

16| 3|2 |13
511011 8
916|712
4115|141

Wie schon Euler feststellte, kann man halbmagische Quadrate M einfach konstruieren, wenn man von zwei orthogonalen

Quadraten L, und L, mit den jeweiligen Eintrdgen 0, 1,...,n — 1 ausgeht: Man setzt

M(i,5) == 14 L1(ij) +n- La(ij) (i,5,=1,...n) .

M ist ein magisches Quadrat, wenn L, und L, die ,lateinische” Bedingung (alle Elemente sind paarweise verschieden)

auch auf den Diagonalen erfiillen.

22 L. EULER (1707-1783)
23 von A. Diirer auf seinem Stich MELENCOLIA im Jahr 1514 festgehalten und z.B. im Kolner Wallraf-Richartz-

Museum zu besichtigen
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4 Potenzreihen

Potenzreihen sind allgemeiner als Polynome und gestatten dennoch, dass man mit ihnen genauso rechnet: Man addiert
koefhizientenweise und multipliziert nach den Regeln der Cauchy-Multiplikation. Ausserdem sind Potenzreihen oft
multiplikativ invertierbar (was Polynome ausser in Trivialfillen nicht(!) sind). Das ldsst sich beim kombinatorischen

Zahlen vorteilhaft nutzen.

Der Nachteil von Potenzreihen besteht darin, dass sie nicht immer Funktionen definieren, da Substitutionen zu
moglicherweise divergenten Reihen fithren. Im Fall von Konvergenz kann man mit Potenzreihen allerdings ebenso

umgehen wie mit Polynomen.

1 Formale Potenzreihen

Wir betrachten die Menge RN aller Abbildungen ¢ : N — R Rin den Ring (R, +, -), die wir auch als unendliche

Koeffizientenvektoren auffassen konnen:

a=(ap,a1,...,an,...) (ap, €R).

Um eine algebraische Struktur auf RN sichtbar zu machen, ist es praktisch, sich a als den Koeflizientenvektor einer

formalen (unendlichen) Summe vom Typ

i P = S e i

S

WALTER LAUTER

W
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o0
(28) a(z) = ap + a1z + apr? + ... = Z anx"

n=0

vorzustellen. In diesem Fall nennen wir den Ausdruck (28) eine formale Potenzreihe und bezeichnen mit Roo [z] die

Menge aller formalen Potenzreihen. R[] stellt also einfach eine gewisse Sichtweise auf RN dar.

Wir rechnen mit (formalen) Potenzreihen ganz genauso wie mit Polynomen, namlich mit der komponentenweise

genommenen Addition und dem Cauchy-Produkt:

o0 o o
Z anx’ + Z b = Z(an + by )x"
n=0 n=0 n=0
oo o oo
Z a;x" * Z bjwj = Z cpx” mit ¢, = Z a;b;
i=0 j=0 n=0 i+j=n

Damit ist (Roo[x], +, *) ein Ring mit dem multiplikativen Einselelement

(1,0,...,0,...) <+— 14+0x+0z2+... 402" +....

EX. 4.1. Es gibt noch andereMoglichkeiten, ,,sinnvoll“ Produkte von Potenzreihen einzufiihren. Zum Beispiel:

oo o [o.¢]
E anx" o E by = E (ap, - bp)z™.

Auch (Roox], +, 0) ist ein Ring und hat die geometrische Reihe (s. Ex. 4.2) als sein multiplikatives Einselement:

o0
l+z4+22+.. . +2"+... +— Zaz”
n=0

(Fiir Zdhlprobleme erweist sich das Cauchy-Produkt jedoch oft als fruchtbarer).

1.1. Skalare und Polynome als Potenzreihen. Wir identifizieren ein Polynom mit einer Potenzreihe,
n oo
Zpiarl — Zpixl wobei pp+1 =ppto2 =...=0.
1=0 1=0

Insbesondere konnen wir Skalare (Ringelemente) € R als Potenzreihen
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ro+—— r4+0r+0x>+... +0x"+...

auffassen. Damit ist z.B. das Element 1 € R auch das multiplikative Einselement von R [z].

BEMERKUNG. Wihrend ein Polynom p(z) = Y. p;z’* auch immer eine Funktion p: R — R definiert vermége

der Substitution

& p(€) =) mit,

=0

ist das bei Potenzreihen im allgemeinen nicht(!) so, da unendliche Summen in Ringen (oder Kérpern) nicht immer sinnvoll
definiert sind. Wenn eine Potenzreihe zufillig auch eine Funktion definiert, kann das oft in der kombinatorischen Analyse

ausgenutzt werden. (Beispiele dazu finden sich in Abschnitt 2.)

1.2. Potenzreiheninversion. Eine wichtige Eigenschaft, die den Potenzreihenring R[] vor dem Polynomring R[]

auszeichnet, ist die Tatsache, dass viele Potenzreihen (multiplikativ) invertierbar sind:

PROPOSITION 4.1 Sei a(z) =3 a;z" mit ap = 1.. Dann existiert eine eindeutig bestimmte Potenzreihe
b(z) = ZOOZO bjxj mit der Eigenschaft

a(z) xb(z) = 1.

Beweis. Wir miissen haben:

apby = 1 by = 1
a0b1 + a1b0 = 0 bl = —a1b0
apbs + a1by +asbg = 0 by = —(a1b1 + agbo)
: bzw. :
Z?:o aibnfi = 0 bn = - Z?:l aibnfi

Die Koeffizienten bn berechnen sich also der Reihe nach aus den zuvor berechneten Koeffizienten b, mit j < n — 1 und

den (gegebenen) a, und die so berechnete Reihe b(x) ist invers zu a(x).

Im Fall a(x) % b(x) = 1 schreibt man
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EX. 4.2 (Die geometrische Reihe). Das Polynom p(x) = 1 — x ist in Reol®] invertierbar:

l-z)xl+x+...4+2"+...)=1.

Die zu 1 — x inverse Reihe ist die sog. geometrische Reihe

(29) (1-2)7t= =1+w+-..+x”+...=Zx".

EX. 4.3 (Die geometrische Summe). Das Produkt

A-—z)x(Q+z+...+2")=1—2""

Sfiihrt auf die geometrische Summationsformel

1— mn—i—l

(30) l+xz+...+2" =
1—=x

Ist § € R Rein Ringelement derart, dass (1 — &)1 in R existiert, dann ist die Substitution &§ — x sinnvoll und ergibt
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1— £n+1

1—¢ eER.

1+&+...+&" =

2 Erzeugende Funktionen

Im Fall des Skalarbereichs R = R (oder auch R = Korper C der komplexen Zahlen) ist es sinnvoll, bei einer

Potenzreihe a(x) zu fragen, firr welche z € R die Reihe

oo
a(z) =ap+ a1z +agz*+... = Zanz”
n=0

konvergiert. Wie man aus der Analysis weiss, ist dann die Funktion 2 + @(2) im Inneren des Konvergenzkreises K

wohldefiniert und unendlich oft differenzierbar. An der Stelle z = 0 ergeben sich die Ableitungen

(n)
a™(0)=nla, bzw. a,= a '(0) (n=0,1,2,...).
n!

Liegt z zudem im Inneren des Konvergenzkreises K, der Potenzreihe b(x), so gilt

| (axb)(z) = a(2)-b(2) .|

NOTA BENE: Die (Cauchy-)Multiplikation von konvergenten Potenzreihen ist mit der Substitution z — x vertrdglich.

Erzeugende Funktionen. Man sagt, dass die Funktion a : K, — R die Koeflizienten ag, a1, a2, ... erzeugt. In etwas
allgemeinerer Sprechweise nennt man jedoch schon die formale Potenzreihe () € Roo[x] (unabhingig von etwaiger
Konvergenz) die erzeugende Funktion fiir die Koeffizientenfolge aq,a1,a2,... und tbertragt die fiir konvergente

Potenzreihen bekannten linearen Operatoren der Differentiation und Integration auf allgemeine formale Potenzreihen:

o
a(z) = a1+2a2x+3a3x2+...:Znan+1xn_1
n=1
a a = a
- U1 2 43 3 _ n n+1
/a(x) : aox—|—2x—|—3x +... T;On+1x :

2.1. Beispiele erzeugender Funktionen. Die Reihenentwicklungen bekannter (reeller oder komplexer) Funktionen geben

sofort Beipiele von erzeugenden Funktionen fiir gewisse Koeffizientenfolgen:
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1 1 1
¥ = 14+ —ax+—a2+—a>+...

1! 2! 3!
ln<1i$) = aj+%x2+%m3+ix4+...
cosxr = 1—%1:2—#%3:4—%906—%..
sinx = x—%xB—Féch’—%x?—i—...
tanz = z+ %w:s + 16%965 + 31T75$7

Es gelten natiirlich die bekannten Zusammenhinge wie z.B.

sin® x + cos’z = 1

(tanx) * (cosx) = sinz.

Als weiteres Beispiel betrachten wir die differenzierbare reelle Funktion

f(z)=(1+2)* (mitfestema € R)

und erhalten Gber

fl(z) = a(l+2)*1
f"(z) = ala—1)(1+2)22
U= @

eine Potenzreihendarstellung von f(z) als Taylorreihe:

0 r(n) © (a
(1+Z)a:Zf (O)zn:Z@zn.

Beispielsweise ergibt sich im Fall @ = —1/2:

(-1/2 = —5(5 -1 (5~ (a=1)
_ey 3-...-(2n—1) =
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und deshalb

BEMERKUNG. Die sog. Binomialreihe ist die (formale) Potenzreihe

31) 1+2) = i (i)!"m" - i (Z)ﬂ mit (Z) — (‘:l)," .

n=0 n=0
Ist a eine natiirliche Zahl, so ist die Reihe endlich.

3 Rekursionen

In der Kombinatorik werden charakteristische Parameter grundsétzlich rekursiv definiert (vgl. Kapitel 1). Wir untersuchen
hier die Frage, wie man nun aus einer gegebenen Rekursion explizite ,,Formeln® fiir die Parameter gewinnen kann. R

bezeichnet immer den zugrunde liegenden Ring.

3.1. Lineare Rekursionen. Man sagt, die Folge fo, f1,..., fn,... . von Koeffizienten f, € R erfiillt eine lineare

Rekursion der Linge k, wenn es Koeffizienten ai,...,a; € R gibt mit der Eigenschaft

ABK
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(32) Jan=a1fn1t+asfano+ .. .arfni

furalle n = k., k + 1,k + 2,...In diesem Fall ist f durch seine Anfangsglieder fo, f1,..., fxr—1 und die Rekursion

(32) festgelegt und die Koeffizienten f, konnen iterativ berechnet werden.

Fiir die zugeordnete Potenzreihe f(z) = ZZO:O frna™ fnxn bedeutet die Rekursion:

o oo o o0
> for" = a1z Y fo1a™  taga® Y fror" P4 apat Y fuga™

n=k n=~k n=k n=k

Mit den Polynomen p;(z) = Zf:o fia® fiir j > 0, hat man somit:
k—1 '
f@) =pra(@) = axaf(2)+ D ajal[f(@) = proaj(@)
j=1
bzw.

k-1 k—1
f(z) — apa® f(x) - Z a;jv) f(x) = pp_1(z) — Z a;x pr—1-j(z).
=1 =1

Daraus ergibt sich
(l—ajx—...— akxk) x f(x) = pp_1(z) — araxpg—o(x) — ... — ak_lmk_lpo(aj).

DasPolynom 1 — g1z —...a kxk ist (als formale Potenzreihe betrachtet) invertierbar. Also erhalten wir eine Darstellung

von f(x) als Quotient zweier Polynome:

f(x) — pk—l(ﬁ) - alxpk_Q(fE) — .. ak—lpoxk_l

1—aiz—...—agpxk

(33)

Wir betrachten einige Beispiele.
Fibonacci-Zahlen. Die Fibonacci**-Zahlen Fy, F, Iy, . .. sind rekursiv so definiert:

Fo=Fi=1 ud F,=F,_1+ F,—o (n22)

24 L. FIBONACCI (ca. 1170-1250)
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Die Rekursion ist linear von Linge k = 2 mit a, = a, = 1. Damit ist

k—1

pr—1(x) — ... —ap_12" pp(z) =14+ —2=1

und folglich

1

oo
n=0

Im Fall R = R zerfillt das Polynom im Nenner in ein Produkt:

P tr—1=(z—m)%(@—m) mi 71:%(_1+\/5),72:%<_1_\/5).

Mit 7172 = —1 berechnet man nun

V5 1 1
1—z— a2 -7 To—x

—T2 —T1
1—(—mz) 11— (—mx)

= -T2 Z(*ﬁ)nl‘n(*ﬁ) Z(*ﬁ)nl‘n
n=0 n=0
— Z[(—TQ)”H _ (_Tl)n—l—l]xn.

n=0

Also:

. _i 1+\/5 n—l—l_i 17\/5 n+1
"B 2 NG 2

Der zweite Term des Ausdrucks fiir F ist im Absolutbetrag immer echt kleiner als 1/2. Bezeichnen wir mit [] die der

reellen Zahl r € R nichstgelegene ganze Zahl, so finden wir im Fall R = R:

1+5
2

1
PROPOSITION 4.2. F,, = | — (

V5

BEMERKUNG. Unter dem sog. goldenen Schnitt versteht man die reelle Zahl

n+1
) fiirallen =0,1,....
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BEMERKUNG. Die explizite Darstellung von F, geméss Proposition 4.2 ist theoretisch befriedigend. In der rechnerischen
Praxis wird man aber z.B. F,  lieber rekursiv ausrechnen als nach dieser Formel, um Rundungsfehlern des Computers

besser zu begegen. (Der Leser mochte das vielleicht selber iiberpriifen?)

Catalan-Zahlen. Die Catalan®-Zahlen C, sind definiert iiber eine nichtlineare(!) Rekursion

(1) Cy=0und C; =1;

n—1
(2) Cp=C1Cp 1+ CoChot ...+ Cp1Cr = CiCry (n>2)
k=1

Eine explizite Formel fiir C, kann man tiber die Potenzreihen
oo o0
C(z) = Z Cpa" bzw. C(z)—z = Z Cpa"
n=1 n=2

gewinnen. Aus der Rekursion sehen wir im Fall R = R sofort

25 E. CATALAN (1814-1894)
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[e.e]

n—1
Cz) = z+ Z (Z CiCpp)z" = z+[C(x))?

n=2 k=1

dh [C(z)]?> — C(z) — 2 = 0, und folglich

Wegen C(0) = 0 ist klar, dass hier vor der Wurzel das Minuszeichen gelten muss. Aus der Ableitung berechnen wir nun

- 1 =20\, = (2n-2\ ,_
T;nCnac lzC’(x):m—Z(:>x :Z<:_1>x !

n=0 n=1

und erhalten durch Koeffizientenvergleich

(34) c. — 1<2n—2>

n—1

und daraus die etwas einfachere (aber immer noch nichtlineare!) Rekursion

(35) C, = <4 _ 6) co
n

Klammerungen. Wir betrachten Strukturen von Klammern ,,(“ und ,,)“ und definieren eine regulire Klammerung induktiv

wie folgt:

(1) () ist eine reguldre Klammerung.

(2) Sind I', und T', reguldre Klammerung, dann sind auch (I' ) und I' I, regulidre Klammerungen.

Die reguldren Klammerungen sind also:

Aus der Gleichheit der Rekursionen sieht man sofort:
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LEMMA 4.1. Die Catalan-Zahl C,_, ist die Anzahl der reguldren Klammerungen, die man aus n Paaren von Klammern ()

konstruieren kann.

Dyck-Pfade. Ein Dyck-Pfad P durchliuft nichtnegative ganzzahlige Gitterpunkte (z,y) € N x N der euklidischen Ebene
R? vom Ursprung (0; 0) zu einem Punkt (xp,0) € N x N auf der x-Achse nach der folgenden Regel:

(DP) (z,y)e P = (z+1l,y+1)cPoder(z+1,y—1)€cP.

Der Parameter |P| = zp ist die Ldnge des Dyckpfads P.

LEMMA 4.2. Die Linge |P| des Dyckpfades P ist eine gerade Zahl. Die Anzahl der Dyckpfade der Linge 2n ist durch die
Catalanzahl C _, gegeben.

Beweis. P macht den Schritt y > (y + 1) genau so oft wie den Schritt y > (y — 1). |P| ist Summe dieser Zahlen, also
eine gerade Zahl. Man macht sich ausserdem leicht klar, dass Dyckpfade die gleiche rekursive Konstruktionseigenschaft

aufweisen wie reguldre Klammerungen.

3.2. Urnenbelegungen. Wihlen wir in der binomischen Reihe den Parameter a als negative ganze Zahl, d.h. als a = —k

mit k ¢ N, so ergibt sich

(1—1;1;)k = (1+(-x)™" = Z(_k)”(—n%n _ Z@xn
n=0

| |
0 n: n!
0o
k -1
_ Z( +n >$n
n=0 n

Andererseits gilt nach der Cauchyschen Multiplikationsregel

1 — .
ﬁ:(1—i-ul?—|—gc2—i—...)k:g cpx” mit e, 1= 5 1.
( x) n=0 0<iy,..., ip<n

i1+...+ig=n

¢, ist genau die Anzahl der Moglichkeiten, n Kugeln iiber k Urnen zu verteilen. Per Koeffizientenvergleich erhalten wir

aus den Reihen die (uns schon bekannte) Formel:

. k+n—-1\ (n+k-1
" n N k—1 ’

Weiterhin rechnen wir:
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k 00 k-1 . 00 1 . oo_n
o (i )R () - e

n=0 n=~k n=k

Multiplikation und Koefhizientenvergleich fithrt nun aus der Produktdarstellung

(1 —x)k -2z 1-ux 1—x
= (+22+. Dx@+22+. )x. o x(z+22+..)

direkt zu der Formel fiir die Anzahl der Moglichkeiten, n Kugeln so tiber k Urnen zu verteilen, dass keine Urne leer bleibt:

(Z:D =Ty = Z 1.

1<ip, .9 <n
11+...+ig=n

EX. 4.4. Wieviele verschiedene ganzzahlige Losungen hat
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T1+x2+ T3+ T4 +2x5 + T+ X7
2 < x1,%2,23, 74,75, 75,07 < 67

I
S

Sei a diese Anzahl und f(z) = > 7 ; ana". Dann haben wir

flz) = @+ +at+2°+2%7 = MU+ o+ 22 + 23 + 2
= $14(i)7 — $14(1 _ $5)7 (1 _ 1,5)7
1—x (1—a)7
7 9]
= g Z(—l)i <7>$SZ Z <k —]: 6) "
i
=0 k=0

Daraus erhalten wir zum Beispiel fiir n = 25:

o = () () (T
= GD — 77+ (;) 7 = 12.474.

3.3. Summationsformeln. Sei A(z) = > 0 a;z" die erzeugende Funktion fiir die Koeffizentenfolge ao, a1, . . .: und

S(z) = z;)snm” = (ZO a,-x’) * Zoxj = Q
n= = =

1—=x

Nach der Multiplikationsregel haben wir:

Spm=ay+a+...+a, (n=0,1,...)

Mit anderen Worten:

+ S(x) ist die erzeugende Funktion fiir die Partialsummen s, der Koeffizienten a,.

Betrachten wir z.B. die Funktion

fa)= (-2t =3 o
k=0
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mit den Ableitungen

ol

o

6(1—=2)"" = f"(2)

Mg T[]

(k+ 1)k

o

(k+1)(k +2)z*

[en]

(k+1)(k+2)(k + 3)z"

k=0
Im Fall
et !
S sfar =50 = S8 — gy
1—2
n=0
ergibt sich dann die Summationsformel
n+1)n
1+2—|—...+n—sn1_1 = ( 2 )
Im Fall
e 1"
ng)x” = 5@ (z) = G =2(1—x2)*
11—z
n=0
finden wir
e 1"
ng)fl = 5@ (z) = /(@) =2(1—x2)*
1—2z
n=0
usw.

Daraus kann man neue Formeln gewinnen. Zum Beispiel so:

ik@ = Zn:k(kJrl)
k=1 k=1
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ergibt:

1+22432+...+n% = n(n+1)(n/3+1/6)
usw.
3.4. Typen erzeugender Funktionen. Sei fj, f1, ... eine Folge von Koeflizienten. Dann ist

[e.9]
F2) =" fn2"
n=0
eine erzeugende Funktion vom sog. Standardtyp. Eine Funktion der Form

)= dnn
n=0

ist eine erzeugende Funktion vom exponentiellen Typ. Eine erzeugende Funktion vom Dirichlet® schen Typ fiir die

Koeffizienten a, a,, ...ist

26 P.G. LEJEUNE DIRICHLET (1805-1859)
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eine erzeugende Funktion vom Dirichletschen Typ fiir die Koeffizienten a = 1 (n > 1).

Die verschiedenen Darstellungstypen sind deshalb von Interesse, weil sie zu verschiedenen Produktdarstellungen fithren.
Sei z.B.

) Ooh’”n
(S (%) = 2

n=0

Dann gilt

o0 o
SR LIRS 9
/LZ z nZ

=1 7=1 n=1

auf das Ergebnis

Cn a; bj
=y et dh o= adbua

ij=n d|n

wobei ,,d|n" bedeutet, dass d € N ein Teiler von 5, ¢ N ist.

27 B. RIEMANN (1826-1866)
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Dérangements. Als Anwendung betrachten wir folgende Situation:Wir haben Strukturtypen A und B, die auf Mengen

gegeben sein konnen. Mit a bzw. b, bezeichnen wir die Anzahl aller Konfigurationen vom Typ A bzw. vom Typ B auf

(Z) agbn_g

die Anzahl aller zusammengesetzten Konfigurationen auf einer n-Menge derart, dass eine k-elementige Teilmenge eine

einer n-Menge. Dann ist

Konfiguration vom Typ A und deren Komplement eine (1 — k)-elementige Konfiguration vom Typ B darstellt. Die Anzahl

aller zusammengesetzten Konfigurationen ist folglich

i n - ag bn—k
pr— pr— ' —_— e —
(36) Ch, E (kz) apby,— = n! kg_o B =k

k=0

Die Beziehung (36) driickt aber gerade die Multiplikation der entsprechenden erzeugenden Funktionen vom exponentiellen

Typ aus:
¢ > ak 2. b;
B = (30 ) - (3 %)

Wir illustrieren diese Situation konkret anhand von Permutationen:
SeiM = {1, ey n}eineMengeundPotenzreiheneinePermutationvon M. i € MisteinFixpunkvonPotenzreihen,wenn

i = 71(i) gilt. Hat 7 genau k Fixpunkte, so bewirkt 7 auf den iibrigen n — k Elementen ein sog. Dérangement, d.h. eine

fixpunktfreie Permutation. Fiir die Anzahl d_aller Dérangements einer n-Menge gilt offenbar

Gemass (36) bedeutet dies fiir die entsprechenden Potenzreihen:

. x :(ngk)*(zjf]!x]):e x D(x) .
n=0 k=0 7=0

Da die Potenzreihe e* die Inverse e* besitzt, konnen wir nach D(x) aufésen und erhalten
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=2 " =1, (kz w o) ()

=0 7=0

und somit (mit R = R und e als der Eulerschen Zahl) eine explizite Formel fiir die Dérangementanzahlen d :

1
~ (n+1)!

|
mn.
dy — =

e

(-
d, = nlkzT d.h.
=0

4 Asymptotische Eigenschaften

Man nennt zwei Funktionen f, g € RN asymptotisch gleich, wenn der folgende Limes existiert:

im M =
e gn)

Man notiert asymptotische Gleichheit auch mit f(n) ~ g(n) und sagt, dass f und g die gleiche Wachstumsrate haben.

Man sagt, dass f langsamer wichst als g, wenn

1 8 -
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im M =
nl—>oo g(n)

n+1 n+1
EX. 4.5 (Fibonaccizahlen). Fiir F,, = L <1+\/5) — % (172‘/5> findet man sofort

n+1
1 1 5
o L <W> ‘

2

EX. 4.6 (Dérangements). Bei den Dérangementanzahlen dn hat man

N Nk
lim dn _1 lim (=1) =1
n—ooonl/e e \ n—oo k!

k=0

und somit d,, ~ n!/e.

4.1 Asymptotik der Binomialkoeffizienten.

LEMMA 4.3. Seien a, a,,...positive reelle Zahlen a, > 0 derart, dass es Konstanten a, f3 gibt mit der Eigenschaft

an+1 n+a  l+a/n
= = TL:O7172,....
an n+p 1+8/n ( )

Dann existiert eine Konstante ¢ mit der Eigenschaft
ap ~c-n> P,
Beweis. Wir setzen zur Abkiirzung 7 = & — (. Wir zeigen, dass der folgende Limes existiert:

K= lim In2 = lim (Ina, —yInn).
n—o00 n” n—o00

(Die Konstante ¢ = e hat dann die gewiinschte Eigenschaft.) Wir wollen mit dem Cauchy-Kriterium zeigen, dass die Folge

anp =Ina, —vylnn

konvergiert. Dazu betrachten wir die in einer Umgebung von ¢, = 0 zweimal stetig differenzierbare Funktion
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1+at
t)=1 .
f6) =In (1 T ,Bt)
Zu f existiert eine Konstante F derart, dass bei geniigend kleinem |t gilt:
£ (1) = f(0) = f'(0)t] < Ft2.

Wegen f(0) = 0 und f(0) =0und f'(0) = (a — B) =~ gibt es somit ein V € N derart, dass fiir alle n > N (bzw. t =
1/n) gilt:

|Ina,y1 —Ina, —v/n| = |In(any1/an) —v/n| < F/n.

Nach der Dreiecksungleichung ergibt sich daraus fiir alle m > 0:

m—1 m—1
1
Inanim —Ina, — v E —— < g |10 Gpy (k1) — Mg — 7/ (04 K)|
k=0 k=0
m—1 oo
1 1
< F E — < F — < Q.
= 2 = 2
k=0 (n+k) j=N J

oo .0
Da 2j=11/ konvergiert, kann zu jedem vorgegebenen ¢ > 0 das N so gross gewihlt werden, dass

m—1

lnan+mflnanf’yz P <e/2 firallen+m>n> N.
k=0

Folglich finden wir (wieder mit der Dreiecksungleichung)

|&n+m - &n‘

= |lnan+7n_lna’n_71nn+m‘
m—1 m—1 1 n+m
< lnan+mflnan*72n+k + vl Zn+k;71n n
k=0 k=0
n+m—1
< &2+ hl| 3 < —In(ntm)+lun| .
‘ J
j=n

Nun muss man sich noch davon tiberzeugen, dass der letztere Ausdruck beliebig klein (d.h. < £/2) gemacht werden
kann. Das ist aber klar, wenn man sich an die harmonischen Zahlen

Download free eBooks at bookboon.com


http://bookboon.com/

Kombinatorische und diskrete Mathematik Potenzreihen

Hn:zn:lwlnn

=1
erinnert. Denn wir haben
n+m—1
Z i In(n+m)+1Inn| = |Hypm-1—In(n+m)+ (Inn— H,_1)]
Jj=n
< |Hpyn —In(n+m)|+ |Inn — H,_4] .

(Die Details der letzten Behauptung seien dem Leser {iberlassen!)

Betrachten wir nun (zu einem gegebenen 5 ¢ R) die Binomialkoeffizienten

n! n!

- (r> IO P G VPGt TV S

Gilt r € N, dann ist die Folge der bn endlich (und hat deshalb keine interessante asymptotische Eigenschatft). Sei z.B. r

> 0 eine nicht-natiirliche reelle Zahl. Dann hat man

> Apply nhow
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an = (=1)" "+ p, >0 fiir grosse n

und

Gngy1 _ n—r
an n+1

Lemma 4.3 garantiert somit die Existenz einer Konstanten ¢ mit der Eigenschaft w, ~ oz (1), Daraus ergibt sich

(r) ~ (1)l = D)

n

EX. 4.7 (Catalanzahlen). Fiir die Zahlen a,, = C,11/4" gilt

an+1_ Cn+2 —1 6 _n—|—1/2

an  4C,1 4(n + 2) n -+ 2

und somit v = 1/2 — 2 = —3/2. Also hat man

3/2 4"
bzw. Chy1 ~ C\/T?'

Das heisst: Die fn wachsen langsamer als “n.

Ay ~ CN

4.2.Langsames Wachstum. Sei f(x) = > _ fn,2" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius p und reellen Koeffizienten

f, 2 0und & > 0 beliebig. Dann ergibt sich im Fall 0 < 1/e < p die konvergente Reihe

fa/e)=>" ii;‘ und folglich  lim Iy
n=0

n—oo gh

Das heisst: Die f* wachsen langsamer als &".

Zum Beispiel wachsen im Fall # = °° die Koeffizienten f, langsamer als jede beliebige Folge der Form ¢&" mit & > 0.
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5 Inzidenzalgebra

Man kann das Modell (formaler) Potenzreihen verallgemeinern, indem man eine zusétzliche ,,azyklische“ Grundstuktur,
die gewisse Ordnungsbeziehungen zwischen Elementen der Grundmenge festhilt, in die Betrachtungen mit einbezieht.
Dadurch ist man in der Lage, mit Potenzreihentechniken auch ordnungstheoretische Strukturaspekte kombinatorisch zu

erfassen. Diese Idee wurde zuerst von Rota? klar formuliert. Wir beschreiben zunachst das allgemeine algebraische Modell.

Sei P = ( M, -<) eine (nicht notwendigerweise endliche) Menge mit einer binédren Relation ,,<".. Wir nehmen an, dass

~ azyklisch ist, d.h. es gibt keine Elemente o, 1 ..., T € M derart, dass
(AZ) zg <22 < ... < T} < 20.
Wir schreiben =< ¥ fiirdenFall 2z < g oder x = y. Unter einem Intervall (bzgl. P) verstehen wir eine Teilmenge vom Typ

[z,y]={ze M|z =2=2y}

Um Summation (und insbesondere das Faltungsprodukt (37) unten) im Kontext P = (M, <) als wohldefiniert zu

garantieren, setzen wir zusatzlich voraus, dass P lokal endlich ist, d.h. dass alle Intervalle endlich sind:
(LE) |[z,y]| < oo fiiralle z,y € M.
BEMERKUNG (Transitivitdt). P = (M, <) ist transitiv ist, falls fiir alle z,y,z € M gilt:
(T) Wennx < yundy < z, dannauch x < z.

Sehr viele azyklische Relationen von kombinatorischem Interesse sind auch transitiv. Fiir die allgemeine Theorie der

Inzidenzalgebra geniigt jedoch die Voraussetzung einer azyklischen Grundstruktur.

Die Inzidenzalgebra ist die P = (M, <) zugeordnete Menge von Funktionen

AP):={f: M xM —R| f(x,y) =0falls z A y}.

A(P) ist offenbar ein Vektorraum iiber dem Korper R der reellen Zahlen. Ausserdem ist auf A(P) das sog.
Faltungsprodukt h = f % g definiert, wobei

(37) h(z, y) ;:{ ()ngzfyfmz)g(z,y), wemn s <

MAN BEACHTE: Das Faltungsprodukt in A(P) ist nicht notwendigerweise kommutativ (s. Ex. 5.3).

28 G.-C. ROTA (1932-1999)
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EX. 5.1 (Dirac-Funktion). Die Dirac®-Funktion § € A(P) ist definiert als

1 wennzxz =1y
0 wennz+#y.

o) = {

Esgilt: § x f = f %0 fiiralle f € A(P) fiiralle f ¢ A(P) (d.h. & ist das multiplikative Neutralelement).
EX. 5.2. Alle beliebigen f,g,h € A(P) erfiillen das Assoziativgesetz
frlgxh)=(fxg)xh
und die Distributivgesetze:
fx(g+h)=f*xg+f*xh und (f+g)*xh=fxh+g=xh.
EX. 5.3 (Matrixmultiplikation). Sei M = {1,...,n} und P = (M,<) die natiirliche Ordnung 1 < 2 < ... < n auf

M. Die reelle Funktion f : M x M — R entspricht dann der (nxn)-Matrix F mit den Koeffizienten fij := f(i, j).
Im Fall f € A(P) besteht die zusitzliche Eigenschaft

29 P. DIRAC (1902-1984)
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f(i.§) =0 wenni £ j,

welche bedeutet, dass F eine (obere) Dreiecksmatrix ist. Das Faltungsprodukt f % g entspricht dem Produkt FG der zugeordneten
Matrizen. Insbesondere is f € A(P) genau dann invertierbar, wenn f(z, i) # 0 fir alle ¢ ) gilt.

EX. 5.4 (Cauchyprodukt und Faltung). Sei P = (N, <) die natiirlich geordnete Menge der nichtnegativen ganzen Zahlen.
Jeder Funktion (bzw. formalen Potenzreihe) f : N — R ordnen wir eine Funktion f € A(P) zu mit der Eigenschaft

f(z,y) := 0, wenn x >y, und

fla,y) = fly—a), wemnz <y.

Insbesondere hat man f(g;) = f(()7 g;) fiir alle x € N und es gilt:
» Dem Cauchyprodukt f % g zweier Funktionen f g :N — R ist die Faltung f * g zugeordnet.

1 Mobiusfunktion und -Funktion

Eine Kette der Linge k von x nach y in P = (M, <) ist eine (k + 1)-Permutation 7 = x0Z1...T_12; von M mit

der Eigenschaft
T=T0<2x1 < ... <Tfp_1 T =Y.
Wir betrachten nun die Indikatorfunktion k € A(P ) mit der Eigenschaft
k(r,y) =1 <= z<y
und deren rekursiv definierte Potenzen

ko k-1

kY :=06,k' :=k,... undallgemein & KT % K.

und sieht somit (per Induktion) sofort:

o k*(x, y) = Anzahl der Ketten der Linge k von x nach y.
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Im Fall z = ¥ ist die alternierende Summe

wla,y) = k(2 y) — kM (@,y) + &2 (2,y) — . = Y (1) Mz, y)
k=0

wohldefiniert, da (wegen der Endlichkeit des Intervalls [x, y]) ja nur endlich viele Summanden von 0 verschieden sind.

Damit ergibt sich die sog. Mébius®-Funktion der Inzidenzalgebra A(P) als

o0
(38) po=rl =kl R = =) (1)K
k=0

Die Funktion ¢ := ¢ + k € A(P) ist die sog. { -Funktion. Sie ist die Indikatorfunktion der biniren Relation =:

((r,y)=1 <= =z=xuy.

Wir finden:

oo o
Crxpu=0*xp+r*p= Z(—l)k/ﬂk + z:(—l)kmk'H =k’ =0.
k=0 k=0

Mit anderen Worten:

Die Mobiusfunktion p und die ¢-Funktion ¢ sind zueinander

(39) inverse Funktionen in A(P). D.h. = ¢~ und ¢ = p= 1.

1.1. Der Gitterverband. Als Beispiel betrachten wir die Menge M = 7™ aller n-dimensionaler Vektoren
x = (x1,...,x,) mit ganzzahligen Komponenten x. Sei y = (Y1,---,Yn) € Z™ ein weiterer solcher Vektor. Dann

setzen wir

X<y <= xFyundy, —z;>0Vi=1,...n.

P = (Z",<)ist der n-dimensionale Gitterverband. Offenbar gilt dann in der Inzidenzalgebra A(P) mit
0:=(0,0,...,0):

’k';(X?y) = K(an - X)

und folglich

30 AF. MOBIUS (1790-1868)
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p(x,y) = p(0,y —x) und ((x,y)=¢(0,y —x).

Wir beschrinken uns deshalb auf die Menge Z'} C Z" aller nichtnegativer Vektoren und schreiben die Mobiusfunktion

und die { -Funktion abkiirzend als

p(d) == p(0,d) (d€Zy).

Wir betrachten zuerst den Fall n = 1 und behaupten, dass fiir jedes d € Z_ gilt:

+1 fallsd=0
(40) wu(d) = —1 fallsd=1
0 fallsd > 2.

Das folgt aber sofort aus Ex. 5.5 (was nachzurechnen dem Leser iiberlassen sei).

EX. 5.5. Es gilt { (0, d) = 1 fiir alle d € Z. Fiir die zu { inverse Funktion y muss gelten:
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d
5(0,d) = (0, k)pu(k,d) = p(d—k) =D p(k).

d d
k=

0 k=0 k=0
Die durch (40) definierte Funktion hat offenbar genau diese Eigenschaft. Also ist sie die Mobiusfunktion.
Die Mébiusfunktion ist nun auch im allgemeinen Fall n > 2 mit Hilfe von (40) leicht zu bestimmen:

PROPOSITION 5.1. Seid = (dy,da,...,d,) € Z'} beliebig. Dann gilt die Produktformel

(41 | a(d) = p(dy) - p(da) - - pldn). |

Beweis. Wir argumentieren mit Hilfe von Ex. 5.5 bzgl. der Produktformel:

dy do dn
Doouk) = D> > pka)pka) - k)
0=<k=<d k1=0 ko=0 kn=0
dy dn dn
= (Do k) (DD k) - (k)
k1=0 ko=0 kn=0
d1 d2 dn
= (D k) - (D nlka)) - (D pulkn))
k1=0 ka=0 kn=0
= 5(07 dl) e 6(07 dn—l) ! 6(07 dn)
— §(0,4).

Das bedeutet ( % ;o = § und folglich ;. = (!, wie behauptet.

BEMERKUNG. Unter einem Verband versteht man in der diskreten Mathematik generell eine azyklische und transitive
Struktur (V, <) derart, dass es zu je zwei Elementen z,y € V eindeutig bestimmte Elemente z Ay, z V y € V gibt mit
der Eigenschaft:

1) zAdxANy = zAAzxoderz Ay (firallez e V).
Q) z#4xVy = z¥#xoderz ¥y (firalleze V).

x Ay ist das Infimum und x Ay das Supremum von x und y.

1.2. Der Teilerverband. Wir betrachten nun die Menge Ny = N\ {0} aller positiven natiirlichen Zahlen unter der

binidren und offenbar azyklischen Relation

m<n: <= mistein echter Teiler von n.
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In diesem Kontext schreibt man oft m | n anstelle von m =< n und bezeichnet die Struktur T = (Nl, ]) als den

Teilerverband.

Bekanntlich konnen beliebige Zahlen 1, n € N als Produkte von Primzahlpotenzen ausgedriickt werden. Das heisst:
Es gibt paarweise verschiedene Primzahlen p1,...,pk und Vektoren x = (z1,...,2%),y = (y1,...,yx) € ZF

derart, dass

L1, L2

m = p|'py pik und m:py1 Y2

Yk
1Py Py

und es gilt
min <= x; <y Vi=1,... k.

Das Intervall [m, n] hat folglich bzgl. T die gleiche Kettenstruktur wie das Intervall [x, y] im Gitterverband Z* und
somit auch den gleichenMobiusfunktionswert. Damit erhalten wir die klassische Mobiusfunktion y der Zahlentheorie

und schliessen aus (40) und (41):

e, e

(42) w(pi'ps® - i)

0 wenn ein e; > 2 existiert
k
(—1)Zi=1¢  sonst.

EX. 5.6 (Riemanns { -Funktion). Die klassische { -Funktion der Zahlentheorie ist definiert fiir komplexe Zahlen z als

Da die Mobiusfunktion des Teilerverbandes zur Inzidenzfunktion des Teilerverbandes invers ist, ergeben die Rechenregeln

(Cauchy-Multiplikation) formaler Potenzreihen:

1 & pln)
((2) n®

n=1

1.3. Potenzmengenverbinde. Sei N = {1,2,...,n} und M die Menge aller Teilmengen S C N. Wir setzen

S<T: = ScT (S, TCN).

Dannist P = (M, C) der Potenzmengenverband von N. Stellen wir die Teilmengen S C N durch ihre Indikatorvektoren
in {0,1}™ C Z" dar, so finden wir, dass die Mébiusfunktion auf P der Mobiusfunktion ihres Indikators im Gitterverband
entspricht. Also gilt nach (40) und (41):
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(43) w(S) = (- fiiralle S C N.

2 Mobiusinversion und Siebformel

Sei nun A = A(M, <) eine beliebige Inzidenzalgebra bzgl. der azyklischen Bindrrelation < auf M. Eine Funktion

¢ € A induziert auf A die Transformation

=[P =pxf.
Ist ¢ € A eine weitere Funktion der Inzidenzalgebra, so gilt wegen der Assoziativit 4t der Faltung:
(fO) =dx(oxf) = (Wxp)x f= "%

Der Spezialfall der Wahl ¢ = ¢ und v = p fithrt deshalb sofort auf die folgende, als Mobiusinversion bekannte, Identitat
fiir beliebige Funktionen f € A:

(44) (fOy=r

2.1. Diskrete Integrale. Einer beliebigen Funktion f : M — R konnen wir eine Art Integral in der Inzidenzalgebra

A(M, <) zuordnen, indem wir definieren

Die Antwort 1st 42.
Oder Baden-Wiirttemberg.

Baden-Wiirttemberg

ke 7. ” el rre
3 BWjetztde facebook.com/BWjetzt u @BWjetzt Wir konnen alles. Aufer Hochdeutsch.
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=22y

Interpretieren wir f € RM als eine Funktion f € A der Inzidenzalgebra mit den Werten

- | flx) fallsz =<y
F,y) = { 0 fallsxz Ay,

so finden wir

Fle.y)= Y (@.2)f (=) = F ).
ot
Mobiusinversion ergibt somit
(45) f@)=Ff(z,y) = F(z,y) = > nl@,2)F(z,y) .

T=22z=y

BEMERKUNG. (45) kann man so interpretieren: Die Anwendung der Mébiusfunktion y auf das Integral F ergibt den
Integranden f als "Ableitung® zuriick.

2.2. Die Siebformel. Sei M die Potenzmenge der endlichen Menge N und A = A(M,C) die Inzidenzalgebra der

Enthaltenseinsrelation. Ausserdem ordnen wir einer Funktion f : M — R ihre summatorische Funktion F' : M — R

zu mit den Werten

F(S):= 3 f(T) (SCN).

728

Aus der Mobiusinversionsformel (45) ergibt sich nun die sog. Siebformel

@6) | f(S)=> wS,T)FT) =Y (-)PIFrT) (SCN).

728 728

Der Spezialfall S = @ liefert

Download free eBooks at bookboon.com


http://bookboon.com/

@ = > ()TE(T)

TCN

= FO)-Y_F{ih+ > F{ij}) -

1EN {i,7}CN

BEMERKUNG. Die Siebformel ist auch als Prinzip von Inklusion-Exklusion bekannt.

Das Sieb des Eratosthenes. Sei G eine endliche Menge von Gegenstinden und £ = {F},..., E,} Eng eine Menge

von Eigenschaften, die die Gegenstidnde aufweisen konnen. Wir definieren fiir ¢ = 1, ..., n:

A; = {G € G| G besitzt die Eigenschaft E; }.

Fiir jede Teilmenge S C {1,...,n} ng sei

f(S) :=|{G € G | G hat genau die Eigenschaften E; miti € S}| .

Die summatorische Funktion von fist die Funktion

F(S)={GegG|GeAVie S}.

Also ergibt sich die Anzahl der Gegenstinde, die keine der Eigenschaften in & aufweisen nach der Siebformel (46) als

@7 f0) =19 - Z\AHZ]A NA; = > JAinA; N Al +..

1<J <i<k

BEMERKUNG. Die Zihlmethode gemiss (47) ist das sog. Sieb des Eratosthenes™ .

EX. 5.7. In einer Gruppe von 73 Leuten spielen 52 Klavier, 25 Geige, 20 Flote, 17 Klavier und Geige, 12 Klavier und Flote, 7

Geige und Flote. Genau eine Person beherrscht alle 3 Instrumente. Wieviel Personen spielen kein Instrument?

Um diese Frage zu beantworten, betrachten wir die Menge G = {kl, ge, fl} und definieren fiir jedes T CG den Wert

F(T) als die Anzahl der Leute, die (mindestens) die Instrumente in T spielen. Dann haben wir

F®) = 73, F(kl) = 52, F(ge) = 25
F(fl) = 20, F(kl,ge) = 17, F(kl,fl) = 12
F(ge, fl) = 17, F(kl,ge fl) = 1

und berechnen die gesuchte Zahl nach der Siebformel als

31 ERATOSTHENES (276-195 v.Chr.)
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FO)=73—(524+25+20)+ (17+1247) —1=11.

Urnenbelegungen. Es werden n Kugeln iiber die r verschiedenen Urnen U, U,..., U, ,zufillig” verteilt. Fiir jedes
S’ CR= {1, L ,7“} sei P(S) die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die Urnen U, mit Index ieS (und moglicherweise
andere) leer bleiben. p(S) bezeichne dagegen dieWahrscheinlichkeit, dass genau die Urnen U, mit Index i € S leer (und

die iibrigen nichtleer) sind. Dann ist P die summatorische Funktion von p:

P(S) =" p(T).

T28

Folglich ergibt sich die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass keine Urne leer bleibt, nach der Siebformel als

p(0) = > (~1)IP(S).

SCR

Zum Beispiel gilt im Spezialfall, wo alle r* moglichen Verteilungen der Kugeln auf die Urnen gleichwahrscheinlich sind
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_(r=1sh" _ Anz. giinstige Fille
~ Anz. mogliche Fille

und folglich

o) =30t (1) S = LS (e

k=0 k=0

Dérangements. Werfen wir nochmals einen Blick auf Dérangements (s. Abschnitt 3.4) von der Warte der Siebformel. p(S)
bezeichne die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass bei einer zufélligen Permutation 7 der Menge N = {1,...,n} genau Sals

die Menge der Fixpunkte auftritt. Dann ergibt sich als zugehorige summatorische Funktion

_ NS
- n!

S p(T) = P(S)

728

und folglich dieWahrscheinlichkeit dafiir, dass eine zufillig gewdhlte Permutation fixpunktfrei ist, als

S| — (n =k~ (=DF
o) = S (e =3 (1) ot =y
SCN k=0 ’ k=0 )
Die Eulersche ®@ -Funktion. Sei n > 2 eine natiirliche Zahl mit den k verschiedenen Primfaktoren P1,DP2; - - -, Pk- Die

Eulersche @ -Funktion ist definiert iiber die Anzahl

®(n) = {m |1 <m <n,ggl(m,n) =1}

der zu n teilerfremden kleineren Zahlen m (d.h. die Zahlen m < n, die 1 als grossten gemeinsamen Teiler mit # haben).

Zur Untersuchen von @ (n) betrachten wir die Menge

P = {p17p27 o 7pk}

und definieren fiir alle Teilmengen S C P denWert f(S) als die Anzahl der Zahlen m < n, die genau die Zahlen in S als

Teiler haben. Die summatorische Funktion
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zdhlt dann die Anzahl der Vielfachen des Produktes, die kleiner oder gleich # sind. D.h.:

n
F®)=n und F(pi,-.--,pi,) = ————
) R T
Daraus ergibt sich die Darstellung
1 1 1 1 1
®(n) = f0) = n—n(—+—+...+—)+n(—+—+...) —
P P2 Dk pip2 p1p3
1 1 1
—n( + +.)+n(——+..)— ...
D1p2p3s  P1P2pa P1p2p3p4
1 1 1
= n(l—p—)(l——)...(l——) .
1 P2 Dk

Istd > 1 ein Teiler von n mit einem (mindestens) quadratisch auftretenden Primfaktor, so verschwindet die Mbiusfunktion

der Teilbarkeitsrelation: ¢ (d) = 0 (s. Abschnitt 1.2). Deshalb konnen wir die obige Darstellung auch so schreiben:

d(n) = D pld)z = ma(=)

dn mln

Dies bedeutet, dass die Eulersche Funktion ® (n) per Mobiusinversion aus der Funktion F(m, n) = n gewonnen wird.

Folglich ist F die summatorische Funktion von @ und es gilt

> o(d) =n.

dln

3 Eulercharakteristik und Kettenkomplexe

Sei X eine beliebige Menge. Unter einem Komplex verstehen wir eine endliche Familie F endlicher Teilmengen F* C X

mit () € F. Die Mengen F' € F gewichten wir mit

[ (=DIFIFY imFall F # 0
e(F) = { 0  imFall F=0.

und definieren dann die Eulercharakteristik des Komplexes F als den Parameter

(48) X(F) =Y e(F)= > (-plFi-

FeF FeF\{0}
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X(F) misst also im nichttrivialen Fall die Diskrepanz zwischen der Anzahl der nichtleeren Mengen F' € F ungerader
Kardinalitit | F | und der Anzahl der nichtleeren Mengen F’ € F gerader Kardinalitit |F"|:

XFH= Y @+ Y n= > 1- Y 1

|F| ungerade |F| gerade |F| ungerade |F| gerade

EX. 5.8. Sei X endlich mit Potenzmenge F. Dann haben wir

X
o= Yo =0
S ()
und folglich
| X
X(J:)—Z(—l)k‘l(p]f‘) I
k=1

Vereinigung und Durchschnitt zweier Komplexe 7, und F, sind wieder Komplexe. Ausserdem macht man leicht sich

das sog. modulare Gesetz klar:

§ w0 S
5 - iUme3 WRiversity
,PE e 'Sweden | &

Fes
R,5 www.umu.se
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(49) X(F1) + x(F2) = x(F1 U Fa) + x(F1 N Fa).

Denn eine Teilmenge F trigt zur linken Seite von (49) denselben Wert bei wie zur rechten.

Seinun P = (M, <) eine transitive und azyklische Struktur und z,y, 2 € M Elemente mit x < y. Wir ordnen dem

offenen Interval

(,y)={zeM|z<z=<y}

die Menge C = C(x,y) aller Ketten C' C (z,y) als seinen Kettenkomplex zu. Dann erhalten wir

fi=HC eCla,y) | |0 =i}| =" (ayy) (i=12...)

und konnen somit die Eulercharakteristik des Kettenkomplexes C mittels derMobiusfunktion y von P ausdriicken:

o0

XC)=fi—fat+ fat ... =) (1)K (@,y) = plw,y) + 1.
=1

4  Planare Graphen

In diesem Abschnitt illustrieren wir Anwendungen der Eulercharakteristik auf planare Graphen. Der Einfachheit halber

behandeln wir dabei die geometrisch-topologischen Aspekte von in der Ebene R? gezeichneten Graphen etwas informell.

4.1. Kanten, Pfade und plane Graphen. Sei ¢ . (0, 1) — R? eine stetige injektive Abbildung vom offenen
Einheitsintervall (0,1) C R in die euklidische Ebene [R2. Wir identifizieren e mit seinem Bild €(0,1) C R? und

nennen e eine (geometrische) Kante, wenn es Punkte X,y € R? \ e e gibt mit der Eigenschaft

X = %51[1) e(t) und y= }gri e(t).

x und y sind dann die Endpunkte der Kante e. Ein Pfad von x nach y ist eine Folge

P =xje1x0e9X3 ... Xp€pX¢41

von endlich vielen paarweise disjunkten Kanten e, mit Endpunkten x, und x, , derart, dass x = x, und x,_ =y. Im Fall x
=y ist P geschlossen. Ein geschlossener Pfad mit mindestens einer Kante ist ein Kreis, wenn kein Endpunkt einer Kante

mehr als einmal auftritt. Ein Kreis mit genau einer Kante ist eine Schlinge.

EX. 5.9 (Schlichter Pfad). Der Pfad P = X1€1X2€2X3...X¢€Xp41 von x nach y heisst schlicht, wenn die Knoten

X25 -+ > Xl paarweise verschieden sind. In diesem Fall ist
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e=erU{xe}UeaU{x3}U...U{xp—1}Uey

eine Kante mit den Endpunkten x und y. Ein Kreis ist ein geschlossener schlichter Pfad.
Ein planer Graph istein Paar G = (), E), wobei ¢ eine endliche Menge von paarweise disjunkten Kantenund V C R?

eine endliche Menge von Punkten ist, welche alle Endpunkte der Kanten e € & enthilt. Die Punkte V € V sind die sog.
Knoten des Graphen G. Wir benutzen die Notation

G:=VUE CR?.

4.2. Zusammenhangskomponenten und Flichen. Bzgl. des planen Graphen G = (), £) nennen wir zwei Punkte
X,y € G dquivalent, wenn eseinen Pfad P C G von x nach y gibt. Man macht sich leicht klar, dass hier wirklich eine A"
quivalenzrelation vorliegt. Die verschiedenen Klassen G, dquivalenter Punktevon G sind die Zusammenhangskomponenten

von G. Also ergibt sich die Dekomposition
G=G1UGyU... mitG;NG; =0 wenni# j.

ImFall G = G gibt es genau eine Zusammenhangskomponente. G wird dann zusammenhdngend genannt.
Analog nennen wir zwei Punkte x,y € R? \ G «dquivalent, wenn es eine Kante ¢ C R2 \ G mit den Endpunkten

x und y gibt. Wieder erkennt man leicht, dass auch hier eine A" quivalenzrelation vorliegt. Die A" quivalenzklassen Fj

bzgl. dieser Relation sind die Flidchen von G und ergeben die Dekomposition

R2\G=F UFU... mitF,NF =0 wenni#j.

Insgesamt liefert G eine eindeutige Zerlegung der Ebene R? in paarweise disjunkte Zusammenhangskomponenten und

Flachen von G:

R2:§1U§2U...U}—1U}—2U....

Ist zB. G ein Kreis, dann hat G genau 2 Flichen, namlich die von G umgrenzte Innenfliche F1 und die (unendliche)

Aussenfliche

Fo=R*\ (GUFY).

4.3. Eulersche Formel und Eulercharakteristik. Sei f; = |)/| die Anzahl der Knoten, f, = |£| die Anzahl der Kanten,
f, die Anzahl der Flichen und k die Anzahl der Zusammenhangskomponenten des planen Graphen Gg=W,é).
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Wenn man sich vorstellt, dass G aufgebaut wird, indem man Schritt fiir Schritt Kanten aus e der Punktmenge ) hinzufiigt,

so hat man am Anfang der Prozedur f,=0,f,= L,undk=| V |.
Wird dann eine Kante e mit zwei Endpunkten x,y € ) zugefiigt, so hat man fo = 1, f3 = lund k = |V| — 1.
Bildet e jedoch einen Schlinge, so ergibt sich fo = 1, k& = |V| und f3 = 2, da nun die Punkte im Inneren der Schlinge

von den Punkten ausserhalb getrennt sind.

Fir |€| < 1 erkennen wir also die Giiltigkeit der Eulerschen Formel

(50) [ fi—ftf=1+k.

SATZ 5.1. Die Eulersche Formel (50) gilt fiir jeden planen Graphen.

Beweis. Wir nehmen an, (50) gelte fiir den planen Graphen 9 = V,€). wir fiigen nun eine Kante e derart hinzu, dass

der erweiterte Graph G’ = (V, £ U e) auch plan ist.

Ergibt e mit schon vorhandenen Kanten einen Kreis, so wird e einer Zusammenhangskomponente von G zugefiigt. Die
Anzahl der Komponenten bleibt also gleich. Allerdings erhoht sich die Anzahl der Flichen um 1, da nun die Punkte
innerhalb des neuen Kreises von den Punkten ausserhalb nicht mehr iiber Pfade p C R2 \ G’ erreichbar sind. Schliesst
e keinen Kreis, so verbindet e zwei Zusammenhangskomponenten von §G. Die Anzahl der Komponenten sinkt also um

1, wihrend die Anzahl der Flichen gleich bleibt. Auf jeden Fall gilt die Eulersche Formal auch G’.
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BEMERKUNG. Das induktive Argument im vorangehenden Beweis zeigt insbesondere, dass ein planer Graph genau eine

unbegrenzte Flidche hat, die sog. Aussenfliche. Die tibrigen Flichen sind von Kreisen begrenzt.

Triangulierte Graphen. Der plane Graph G = (V, &) heisst trianguliert, wenn jede begrenzte Fliche von einem Kreis

mit genau 3 Kanten begrenzt ist, d.h. ein ,,Dreieck® darstellt.
Man kann G z.B. folgendermassen triangulieren:

1) Man unterteilt jede Kante ¢ € £ in drei neue Kanten ¢/ ¢ yp(d ¢/”, indem man 2 Punkte x’ x” € ¢
wihlt, die bisher noch nicht als Knoten auftreten, und als neue Knoten behandelt. So erhilt man einen Graphen
G' = (V', &) mit G’ = G. Insbesondere éndern sich die Flichen nicht. Es ist jedoch sichergestellt, dass jede
begrenzte Fliche F bzgl. G’ von einem Kreis mit mindestens 3 Kanten begrenzt ist.

2) Jede Fliche F, die von einem Kreis mit ¢ = 4 Knoten umschlossen wird, kann nun durch eine durch F
verlaufende neue Kante in zwei neue Flichen unterteilt werden, deren umschliessenden Kreise mindestens

3, aber weniger als ¢, Knoten haben. Diese Unterteilung fithrt man fort, bis ein triangulierter Graph vorliegt.

EX. 5.10. Sei G = (f), (‘:’) der nach dem obigen Verfahren aus G = (V, £) erhaltene triangulierte Graph. Dann hat G

dieselbe Anzahl k von Zusammenhangskomponenten wie G .

Sei G = (V, &) ein triangulierter Graph und A die Familie aller Teilmengen von Knoten, die entweder als Einzelknoten
oder als Endknotenpaar einer Kante oder als Knotentripel eines eine Fliche begrenzenden Kreises auftreten, dann gilt

nach der Eulerformel:

’k:fl_fQ‘F(fS_l):X(A)‘

Denn bei y(A) wird die Aussenfliche von G nicht mitgezahlt. Somit finden wir:
PROPOSITION 5.2. Die Zusammenhangszahl k eines planen Graphen ist genau die Eulercharakteristik seiner Triangulierung.

44 Die Knoten-Kanten-Ungleichung.

PROPOSITION 5.3.Sei G = (V, &) ein planer Graph mit mindestens 3 Knoten derart, dass jeder Kreis mindestens 3 Kanten
umfasst. Dann gilt die Knoten-Kanten- Ungleichung

51) € < 3v| 6.

Beweis. Wir diirfen annehmen, dass die Knoten, die auf dem Rand einer Fliche F liegen, einen Kreis bilden. Sonst fiigen
wir zwischen zwei nicht benachbarten solchen Knoten x und y eine Kante ¢ C F mit den Endpunkten x und y ein.
Dadurch entsteht wieder ein planarer Graph G’ mit derselben Knotenzahl und einer sogar noch hoheren Kantenzahl.
Ausserdem hat auch jeder Kreis von G’ mindestens 3 Kanten. Nun wiederholen wir diese Operation solange, bis diese

Annahme erfiillt ist und weisen dann die Knoten-Kanten- Ungleichung fiir den Endgraphen nach.
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Ist unsere Annahme erfiillt, zdhlen wir die Kanten der Kreise, die Flachen beranden und erhalten die Ungleichung

3f3 < 2f,

weil eine Kante im Rand von hochstens 2 Fliachen auftreten kann und deshalb héchstens doppelt gezéhlt wird. Wir

schliessen darum aus der Eulerschen Formel (50):

6<3(k+1)=3f1—3fo+3f3<3fi—fo

und somit |€] = fo < 3f1 —6 =3|V|—6.
Als Folgerung der Knoten-Kanten-Ungleichung finden wir:

PROPOSITION 5.4. Sei G = (V, &) ein planer Graph, bei dem jeder Kreis mindestens 3 Kanten umfasst. Dann existiert
ein Knoten v € V), der Endpunkt von hichstens 5 Kanten ist.

Beweis. Hat G weniger als 2 Knoten, ist die Behauptung trivialerweise richtig. Nehmen wir also an, G habe mindestens

3 Knoten, die Behauptung sei aber falsch und jeder Knoten sei Endpunkt von mindestens 6 Kanten.

Zghlen wir nun die Kanten gemiss ihren Endpunkten, dann ergibt sich

6[V] < 2|€],

da jede Kante auf diese Weise doppelt gezahlt wird. Das steht jedoch im Widerspruch zur Knoten-Kanten-Ungleichung,

wonach gilt:

208] < 2- (3]V] - 6) = 6]V] — 12.

Damit ist die Annahme, die Behauptung sei falsch, ad absurdum gefiihrt.

4.5. Firbungen. Unter einer p-Firbung des Graphen G = (V, ) versteht man eine Abbildung

c:V—={12,...,p}

derart, dass es keine Kante gibt, deren Endpunkte x dieselbe ,,Farbe® c(x) tragen.
PROPOSITION 5.5. Sei G = (V, E) ein beliebiger planer Graph ohne Schlingen. Dann gestattet G eine 5-Firbung.

Beweis. Wir argumentieren per Induktion iiber die Grosse von G. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit diirfen wir dabei
annehmen, dass G keine ,,parallen® Kanten (d.h. Kreise mit 2 Kanten) hat. Denn sonst kann man eine Kante weglassen, ohne

die Farbungseigenschaft zu verdndern. Also kénnen wir davon ausgehen, dass jeder Kreis in G mindesten 3 Kanten umfasst.
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Folglich gibt es einen Knoten v, der Endpunkt von hochstens 5 Kanten ist (Proposition 5.4). Wir entfernen nun v und
die Kanten, die v als Endpunkt haben. Per Induktion nehmen wir an, dass der Restgraph G’ 5-farbbar ist. Treten nun
unter den Kantennachbarn von v hochstens 4 verschiedene Farben auf, so geben wir v eine noch verfiigbare Farbe und

haben dann auch G zuléssig gefirbt.

Es bleibt also noch die folgende Situation zu analysieren: v hat Kantennachbarn v ..., v, (die wir uns im Kreis angeordnet
denken), die simtliche 5 Farben reprasentieren. Wir betrachten die Knoten v, und v,. U bezeichne die Menge aller Knoten,
die von v, iiber Kantenpfade in G’ erreicht werden konnen die nur Knoten der Farben ,,1“ und ,,3“ durchlaufen. Wir

unterscheiden nun zwei Fille.

1. FALL: v3 ¢ U. Wir vertauschen dann die Farben 1 und 3 auf der Knotenmenge U. Daraus resultiert offenbar
eine zuldssige 5-Farbung von @', in der v1 aber nun die Farbe 3 tragt! Also steht nun die Farbe 1 nun zur
Farbung von v zur Verfiigung.

2. FALL: v3 € U. Es gibt also einen Pfad P von v, nach v, in G’, mit ausschliesslich den Farben 1 und 3. Dieser

bildet mit dem Knoten v einen Kreis K in G und es gilt:

+ v, liegt im Inneren des Kreises K und v, liegt im A” usseren von K.
Daraus folgt:

» Es kann in G' keinen Pfad von v, nach v, geben, der nur die Farben 2 und 4 benutzt.

Wir kénnen deshalb mit den Knoten v, und v, genauso wie zuvor mit v, und v, argumentieren - und sind dann aber mit
dem FALL 1 schon fertig.
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BEMERKUNG. Tatsichlich sind plane Graphen sogar 4-firbbar (wenn man einem entsprechenden mit langen
Computerberechnungen gefiihrten Beweis glaubt). Ein elementarer Beweis fiir die 4-Firbbarkeit planer Graphen ist

bisher jedoch noch nicht gelungen.

4.6. Planare Graphen. Ein abstrakter (kombinatorischer) Graph ist ein Tripel G = (V, E, I), wobei V und E endliche Mengen
sind und I eine Abbildung

I:E—2Y sodass 1<|I(e)|]<2VecE

ist. Wir nennen die Elemente von V Knoten und die Elemente von E Kanten von G. Die Menge I(e) enthilt die Endpunkte
der Kante e. Im Fall |I(e)| = 1ist die Kante ¢ € E' vom Typ I(e) = {v} und heisst Schlinge von G.

BEMERKUNG. Wenn die Funktion I aus dem Kontext klar ist, notiert man den kombinatorischen Graphen G = (V; E,
I) oft auch einfach als Paar G = (V] E) und identifiziert eine Kante e mit der Menge I(e) ihrer Endpunkte.

Der Graph G = (V, E, I) heisst planar (oder plittbar), wenn es einen planen Graphen G = (V, &) gibt, dessen

Inzidenzstruktur bzgl. der Knoten und Kanten zu der von G isomorph ist. Das soll heissen:

o+ Es gibt Bijektionen ¢ : V — V und ¢ : £ — E so, dass fiir jede Kante ¢ € £ mit den Endpunkten x und
y gilt: I(¢(e)) = {e(x), p(y)}-

Man sagt dann auch, G sei eine Einbettung von G in [R2 Natiirlich muss ein planarer Graph z.B. ebenso die Knoten-
Kanten-Ungleichung erfiillen wie ein planer Graph. Damit kann man oft kombinatorisch beweisen, dass ein abstrakter

Graph G nicht plattbar ist.
EX. 5.11 (Kuratowski-Graphen). Mit K, bezeichnet man den abstrakten Graphen auf V. = {1,2,3,4, 5}, bei dem jedem
Paar von Knoten genau eine Kante entspricht. K3;3 ist der Graph auf V. = {1,2, 3,4, 5}, 6g, wobei genau die Paarmengen

{v, 0/} mit v € {1,2,3} undv' € {4,5,6} Kanten reprisentieren.

K, kann wegen 3‘)}‘ —6=9<10= |S’ nicht planar sein. In K3)3 besteht jeder Kreis aus mindestens 4 Kanten. Gdbe es
eine plane Einbettung K, , so hdtte man 4 f3 < 2 fo und folglich 2 f3 < 9. Nach der Eulerformel muss aber gelten:

f3=2—-fi+ f2=5.

Also sind weder K, noch K_ ; planar.

BEMERKUNG. Kuratowski® hat gezeigt, dass jeder nichtplanare Graph entweder K; oder K, enthilt. Diese Graphen

sind also die ,,minimalen® nichtplanaren Graphen.

32 K. KURATOWSKI (1902-1980)
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6 Netzwerke

Das Modell abstrakter Graphen wird erweitert, wenn man mogliche Orientierungen der Kanten mitberiicksichtigt. Damit
erhilt man nicht nur ein mathematisches Modell, das viele kombinatorische Strukturen ,, intuitiv* sichtbar macht, sondern

auch eine Grundlage zum praktischen Berechnen von Strukturen mit gewissen Optimalit dtseigenschaften.

Orientierungen. Sei G = (V] E, I) ein abstrakter Graph. Unter einer Orientierung einer Kante e € F mit zwei Endknoten
versteht man einfach eine Anordnung (v, w) der Endknotenmenge I [ (e) = {v, w}, die einen ,Durchlaufsinn® der Kante
festlegt. Wir schreiben dann e~ = v und e* = w und kénnen uns e intuitiv als einen von v = e~ nach w = e* gerichteten

Pfeil vorstellen:

e —
v — w bzw. e — e

G heisst orientiert (oder gerichtet), wenn jede Kante mit zwei Endpunkten orientiert ist®.

Inzidenzmatrix. Die Inzidenzmatrix des gerichteten Graphen G = (V, E, I) ist die Matrix A = [ave] € RV*E | deren

Zeilen den Knoten ¢ € V und deren Spalten den Kanten e € E' entsprechen, mit den Eintrigen

+1 wenn e keine Schlinge und v = e™,
Qe := —1 wenn e keine Schlinge und v = e,
0 sonst.

Jede Spalte von A hat also entweder alle Koeffizienten “0“ oder genau einen Koeffizienten ,,+1“ und einen Koeffizienten

»—1“ (und die iibrigen ,,0%).

EX. 6.1 (Umorientierungen). Wird die Orientierung (v, w) der Kante e in (w, v) umgekehrt, dann erhdlt man die neue

Inzidenzmatrix dadurch, dass man die e- Spalte der alten Inzidenzmatrix mit (—1) multipliziert.
Pfade und Kreise. Analog zur Begriffsbildung bei planen Graphen sprechen wir im (abstrakten) Graphen G = (V, E,

I) von einem Pfad vom Knoten s € |/ zum Knoten ¢ ¢ 1/ als einer alternierenden Folge von Knoten g, € V' und

Kanten e; € F,

(52) P = TE1T1€272 ... T[p—1€LTL,

wobei zg = s, 2 = tund I(e;) = {zj_1,x;} fiiralle j = 1,..., k. Ein Teilpfad von P ist ein Pfad vom Typ

/
P = Li€i41Li+1€541T541 - - - Lj—1€5T5.

33 bei Schlingen interessieren mogliche Orientierungen im Kontext dieses Kapitels nicht
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Bzgl. einer gegebenen Orientierung heisst P gerichtet, wenn zusitzlich gilt

e; =xj—1 und ej::vj Vi=1,... k.

Im Fall s = tist der Pfad P geschlossen. P heisst schlicht, wenn P keinen geschlossenen echten Teilpfad enthalt. Ein schlichter

geschlossener Pfad ist ein Kreis.

Beziiglich einer gegebenen Orientierung des Graphen G kénnen wir den (gerichteten oder ungerichteten) schlichten Pfad
P durch seinen (Kanten-)Inzidenzvektor (oder Indikator) darstellen, den wir der Einfachheit halber selber auch mit ,,P“

bezeichnen. Der Pfad (52) entspricht dann dem Vektor P ¢ RE mit den Komponenten

+1 wenne =e;und et = z;
P.:=4 —1 wenne=¢junde” = x;
0  sonst.

Im Fall P, = +1 ist e eine sog. Vorwirtskante und im Fall P, = —1 eine Riickwdrtskante des Pfades P (bzgl. der gewdhlten

Orientierung von G). Ein gerichteter schlichter Pfad umfasst also ausschliesslich Vorwiértskanten.

EX. 6.2. Sei P ein schlichter Pfad, der nur die Kante e enthiilt. Ist e eine Schlinge, so ist P = e (als Inzidenzvektor) der Nullvektor.

Andernfalls ist P = e in Abhiingigkeit von der Orientierung von e entweder ein positiver oder ein negativer Einheitsvektor in RE
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Zirkulationen. Wir betrachten G mit einer festen Orientierung und der zugeh érigen Inzidenzmatrix A = [aye]. Ein
(allgemeiner) Fluss auf G ist aus mathematischer Sicht nichts anderes als eine Abbildung » : F — R die jeder Kante e

einen Flusswert . € R zuweist. Der Trager von x ist definiert als die Menge

tr (z):={e€ E|z.#0}.

Der Durchfluss von x im Knoten v ist die Differenz zwischen dem Zufluss und Abfluss bzgl. x, d.h. der Parameter

(53) Op(x) := Z Te — Z Te = Zaveme.

et=v e”=v ecF

In Matrixnotation ergibt sich der Vektor d(x) € RY aller Durchfliisse somit als

0(x) = Ax.

Wir nennen den Fluss x eine Zirkulation, wenn bei keinem Knoten etwas hinzugewonnen wird oder verloren geht, d.h.

wenn fiir jedes vy € V gilt

dy(x) =0 bzw. Z Te = Z Te.

et=v

In der Sprache der linearen Algebra ist eine Zirkulation ein Vektor im Kern der Inzidenzmatrix A:

r € RF ist Zirkulation <= Ar =0 (dh. x € ker A).

EX. 6.3. Sei x der Inzidenzvektor eines Kreises K im Graphen G. Dann ist x eine Zirkulation. Folglich ergibt auch jede

Linearkombination von Kreisen eine Zirkulation.

LEMMA 6.1 (Zirkulationslemma). Ein Fluss x € RY mit tr (:p) =+ () ist eine Zirkulation genau dann, wenn x eine

Linearkombination von (Inzidenzvektoren von) Kreisen ist.

Beweis. In Anbetracht von Ex. 6.3 bleibt zu zeigen, dass sich eine Zirkulation x mit tr (z:) # () als Linearkombination

von Kreisen darstellen ldsst. Wir argumentieren per Induktion tiber die Méchtigkeit |tr ()| des Trégers.

Sei e; € tr () und v; und v, ein Endpunkt von e,. Ist el eine Schlinge, so ist Ze, - €1und folglichauchx 2’ = = — z,,e;
eine Zirkulation. Wegen |tr (2/)| < |tr ()| — 1 diirfen wir per Induktion annehmen, dass x” entweder der Nullvektor
ist oder sich als Linearkombination von Kreisen schreiben ldsst. Also ist auch x = 2’ + z., e; eine Linearkombination
von Kreisen. Wir diirfen also im Weiteren ohne Beschrankung der Allgemeinheit annnehmen, dass tr (x) keine Schlingen

enthalt.
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Die Kante e; € tr (x) besitzt also einen weiteren Endpunkt v,. v, muss Endpunkt einer weiteren Kante €2 € tr (x) sein
(denn sonst wire 0y, () 7 0 !). ez ist nach unserer jetzigen Annahme keine Schlinge und besitzt somit einen weiteren

Endpunkt x,. Auf diese Weise konstruieren wir schrittweise einen Pfad

V1€1V2€90V3 ...

Da G nur endlich viele Knoten hat, wird nach endlich vielen Schritten ein Knoten durchlaufen werden, der schon vorher
besucht worden war. Damit ist ein geschlossener Pfad P mit tr (P) C tr (x) gefunden. Der geschlossener Pfad P enthilt

(mindestens) einen Kreis K. Fiir diesen gilt tr (K) C tr (x).

Sei e € tr (K) eine beliebige Kante. Dann ist z. # 0 und x, K eine Zirkulation. Folglich ist 2/ = - — 2, K eine Zirkulation
mit |tr (z')| < |tr (z)] — 1. Damit kénnen wir mit der analogen Argumentation wie zuvor den Beweis per Induktion zu
Ende fiihren.

Auf die folgende wichtige Folgerung des Kreislemmas werden wir spater noch wiederholt zurtickkommen.

SATZ 6.1. Sei G = (V, E) ein beliebig orientierter Graph mit Inzidenzmatrix A € RY*E_ Dann sind fiir jede Kantenmenge
S C FE die folgenden Aussagen dquivalent:

1) S ist kreisfrei (d.h. Die Kantenmenge keines Kreises K von G ist ganz in S enthalten).
2) Die der Kantenmenge S entsprechende Spaltenteilmatrix AS von A hat Rang rg (AS) = |S| (d.h. die Spalten

sind linear unabhdngig).

Beweis. Seien die Spaltenvektoren in AS linear abhédngig. Dann kann der Nullvektor 0 € RZ als nichttriviale

Linearkombination der Spaltenvektoren A° in AS geschrieben werden, d.h.

0= ZzeAe

ecS

mit mindestens einem x. # 0. x ergibt somit eine Zirkulation of G mit tr (x) C S. Also existiert nach dem

Zirkulationslemma ein Kreis K C tr (x) C S. Gibt es umgekehrt einen Kreis C C S, dann gilt nach Ex. 6.3:

ZA@:O.

ecC

Also ist A° und somit auch die Obermenge A° D AC linear abhingig.

1 Der Algorithmus von Ford und Fulkerson

Wir nehmen an, dass auf dem (orientierten) Graphen G = (V, E) jeder Kante e eine (nichtnegative) Kapazitit ce

ce € Ry U{+00} zugeordnet ist.
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BEMERKUNG (Netzwerke). Ein orientierter Graph G, beziiglich welchem weitere Strukturparameter (wie z.B.

Kantenkapazitaten) definiert sind, wird oft als Netzwerk bezeichnet.
Wir nennen eine Zirkulation 2 € R¥ zulissig, wenn gilt

0<z,<¢c, fiirallee € F.

Man bemerke, dass zuldssige Zirkulationen immer existieren (Beispiel: die triviale Nullzirkulation x = 0).

Das Fluss-Modell von Ford-Fulkerson. Sei f € E eine ausgezeichnete Kante mit Cf = OO im orientierten Graphen

G = (V, E) mit der Kapazitit c. Eine zuldssige Zirkulation x* heisst f-optimal, wenn gilt:
(54) xy = max{zy | x ist zuldssige Zirkulation auf G’}
Das Flussproblem von Ford und Fulkerson* besteht darin, eine f-optimale zuldssige Zirkulation zu konstruieren.

1.1. Schnitte und Augmentierungen. Wie erkennt man, ob eine gegebene zuldssige Zirkulation f-optimal ist? Zur

Untersuchung dieser Frage betrachten wir zu jeder Knotenmenge S C V die Menge

34 L.R. FORD (1927), R.D. FULKERSON (1924-1976)
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ST i={e€cE|e €8,eteV\S}

derjenigen Kanten, die von § in das Komplement V'\ S fiihren. Eine Kantenmenge vom Typ S~ ist ein sog. Schnitt im
Graphen G = (V, E). Wir nennen S~ einen f-Schnitt, wenn f € (V '\ §)7 gilt (d.h. wenn die Kante fvon V'\ S zuriick

nach S weist).

Bzgl. eines beliebigen Vektors 2 € R benutzen wir die Kurzschreibweise

z(S7) = Z Ze.

eeS—

LEMMA 6.2. Sei € R eine beliebige Zirkulation auf dem orientierten Graphen G = (V, E). Dann gilt

(55) x(ST)=ax(V\S)" firalleSCV.

Beweis. Es geniigt, die Behauptung fiir Kreise zu beweisen. Denn dann gilt sie offenbar auch fiir alle Linearkombinationen
von Kreisen, d.h. alle Zirkulationen. Sei also x der Inzidenzvektor des Kreises K. Wenn wir nun K einmal durchlaufen, ist
klar, dass wir genauso oft einen Schritt von S nach V'\ .S machen wie von V'\ S nach S. Mit anderen Worten: K enthilt

genauso viele von S nach V'\ S gerichtete Kanten wie von V'\ S nach S. Das ist genau die Aussage von (55).

Wir nehmen nun die Kantenkapazitit ¢ : £ — R4 U {oo} alsgegebenan und definieren die Kapazitit eines Schnittes

S~ als den aggregierten Kapazititswert

(56) o(87) =) ce

ec€S—

LEMMA 6.3 (Schnittlemma). Sei x eine beliebige zuldssige Zirkulation auf dem Netzwerk G = (V, E) mit Kapazititc. S C
V sei eine beliebige Knotenmenge. Dann gilt fiir jede Kante | € (VA\S)~:

xp < c(S7).

Insbesondere ist x im Fall x = c(S~) garantiert f-optimal.
Beweis. Da x zulédssig und deshalb nichtnegativ ist, folgert man aus Lemma 6.2:

zp <z((V\S)")=a(5") <c(S7).

1.2. Augmentierende Pfade. Wir wollen einsehen, dass die hinreichende Bedingung fiir f-Optimalitdt im Schnittlemma
6.3 auch notwendig ist und folglich generell f~-Optimalitdt charakterisiert. Dabei gehen wir von einer gegebenen zuldssigen

Zirkulation x und einer Kante f € E aus und nennen einen schlichten Pfad
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P =sejviey...epvp mit s= f

augmentierend (bzgl. x und f), wenn fir jede Kante e, € P folgende Aussage zutrifft:

0) e; # f.
(i) Ist e; eine Vorwirtskante in P, dann gilt x; < ce;.
(ii) Ist e; eine Riickwértskante in P, dann gilt z., > 0.

SATZ 6.2 (Ford-Fulkerson). Sei x eine zulissige Zirkulation auf dem orientierten Graphen G = (V, E) und f € E eine Kante
mit den beiden Endknoten s := f* und t := f~. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1) x ist nicht f-optimal.

2) x gestattet einen augmentierenden Pfad P von s nach t.
Beweis. Wir nehmen zuerst an, dass es keinen augmentierenden Pfad von s nach t gibt, und betrachten die Menge S aller
Knoten v, die von s iiber einen augmentierenden Pfad erreicht werden kénnen. Dann gilt trivialerweise s € Sund ¢t €
V'\ S (nach Annahme). Folglich ist S~ ein f-Schnitt.
Sei e € S~ eine beliebige Schnittkante mit dem Endpunkt e~ € S und dem andern Endpunkt e* € V'\ S. Dann muss
x, = c, gelten, da sonst ein augmentierender Pfad von s nach e~ mit e als Vorwartskante nach e* ¢ S fortgesetzt werden

konnen, was aber der Definition von S widerspricht.

Genauso muss x, = 0 fiir jede Kante e # f mit Endpunkten e* € S und e~ ¢ S gelten. Denn sonst konnte man einen

augementierenden Pfad von s nach e* mit e als Riickwértskante zum Knoten e~ fortsetzen. Also ergibt sich insgesamt

vp=a((V\S)) =a(S7) = e(S7),

was nach dem Schnittlemma 6.3 die Zirkulation x als f-optimal erweist.

Wir nehmen jetzt umgekehrt an, dass x einen augmentierenden Pfad

P = sejvies...ext

von s nach t gestattet, und setzen ¢ := min{e*, e~} > 0, wobei

min{c. — z. | e ist Vorwirtskante in P} > 0
e~ := min{z, | eist Riickwirtskante in P} > 0.

Wir modifizieren nun x zu einem neuen Fluss x” mit den Kantenflusswerten
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ZTe + € wenne = f oder e Vorwirtskante in P.
= z. — e wenn e Riickwirtskante in P.
Te sonst.

57 T

o~

Da f den Pfad P zu einem Kreis schliesst, ersieht man aus der Konstruktion leicht, dass x” eine zuldssige Zirkulation ist.

Wegen T = 7 + & > T erkennt man, dass x nicht f-optimal war.

1.3. Der FF-Algorithmus. Man bemerke, dass der Beweis des Satzes 6.2 von Ford und Fulkerson im Prinzip algorithmisch
konstruktiv ist. Um nach einer f-optimale Zirkulation zu suchen, kann man nach dem sog. Ford-Fulkerson- Algorithmus

(,FF-Algorithmus®) vorgehen.
FF-ALGORITHMUS:
(FF,) Beginne mit der trivialen zuldssigen Zirkulation x = 0 und iteriere dann den folgenden Schritt (FF,) bis
eine f-optimale Zirkulation vorliegt.
(FF)) Ist die zuldssige Zirkulation x schon konstruiert, nimm einen augmentierenden Pfad und modifiziere x

zu einer zuldssigen Zirkulation x mit x”, > x, gemdss der Vorschrift (57).

Die Frage erhebt sich allerdings, ob der FF-Algorithmus iiberhaupt nach endlich vielen Iterationsschritten zu einem Ende
kommt. Wir betrachten zuerst einen Spezialfall und verschieben die Diskussion des Allgemeinfalles auf Abschnitt 2.4

und den dortigen Satz 6.5.
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KOROLLAR 6.1. Sei G = (V; E) ein Netzwerk mit der ausgezeichneten Kante f und ganzzahliger Kantenkapazitit
c¢: E\{f} — Z;. Dann konstruiert der FFAlgorithmus in endlich vielen Iterationsschritten eine ganzzahlige zulissige
Zirkulation x* und einen f-Schnitt S mit der Eigenschaft

xp=c(S7).

Insbesondere ist x* eine f-optimale zuldssige Zirkulation.

Beweis. Wegen der Ganzzahligkeit von c konstruiert der FF-Algorithmus in jedem Stadium einen ganzzahligen Fluss x.
Der Zielfunktionswert x,steigt bei jeder Augmentierung um mindestens +1. Andererseits sind auch alle Schnittkapazititen

ganze Zahlen. Also muss nach endlich vielen Schritten x seine Obergrenze erreicht haben.

2 Anwendungen

Wir wollen ein paar kombinatorische Anwendungen der Theorie von Ford und Fulkerson geben.

BEMERKUNG. Interessanterweise wurden die Sachverhalte dieser Anwendungen unabh 4dngig von und z.T. lange vor der

Netzwerkflusstheorie entdeckt. Sie lassen sich aber in diesem Rahmen besonders bequem ableiten.

2.1. Kanteniiberdeckungen und Matchings. Der Graph G = (V, E) wird bipartit genannt, wenn V eine Partition V=V U

V,in disjunkte Mengen V, und V, gestattet derart, dass jede Kante einen Endknoten in V,und einen Endknoten in V, hat.

Der Einfachheit halber stellen wir uns in diesem Abschnitt die Kanten des bipartiten Graphen G = (V, U V , E) als Paare

e=(v,v,)mityv, € V,undv, € V,vor, jeweils per (v, v,)~ := v, und (v, v,)* := v, orientiert.

Eine Kanteniiberdeckung von G ist eine Knotenteilmenge C C V derart, dass jede Kante (mindestens) einen Endpunkt

in C besitzt. Wir suchen eine Kanteniiberdeckung mit maoglichst wenigen Knoten.

Ein Matching M in G ist eine Menge von Kanten, von denen keine zwei einen Endknoten gemeinsam haben. Wir suchen

ein Matching mit maoglichst vielen Kanten. Man beobachtet sofort:
 Fiir jede Kanteniiberdeckung C und jedes Matching M gilt:

M| < C].

Denn C muss ja insbesondere die Kanten in M abdecken. Folglich liegt im Gleichheitsfall |A/| = |C| einerseits ein

maximales Matching und andererseits eine minimale Kanteniiberdeckung vor.

Um Matchings und Kanteniiberdeckungen zu untersuchen, erweitern wir G zum Graphen (G mit den zusitzlichen Knoten

sund ¢, der Kante f = (%, s) und den Kanten vom Typ
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(s,v1) und (vg,t) (v1 € Vh,vg € V3).

Als Kapazititen auf G wéhlen wir ¢f = +00 und ¢, = 1 in allen anderen Fillen.

KOROLLAR 6.2 (Konig-Egervary®). In jedem bipartiten Graphen G gilt:

’ max{|M| | M Matching} = min{|C| | C Kanteniiberdeckung} ‘

Beweis. Sei G = (V, U V, E). Nach unseren Vorbemerkungen gentigt es, ein Matching M und eine Kanteniiberdeckung
Cmit |M| > |C|zu konstruieren. Denn da [M| < |C| ohnehin gilt, ergibt sich dann die Gleichheit | M| = |C.

Dazu berechnen wir im zugeordneten Netzwerk (G eine f-optimale zulissige Zirkulation x nach dem FF-Algorithmus.

Dann ist die Kantenmenge

M ={(v,w) € E | vy € V1,v3 € Vo, z(v1,v9) =1}

ein Matching und wir haben x, =|M|. Denn x ist gemiss Ford-Fulkerson konstruiert und hat deshalb einen ganzzahligen

Flusswert Ze € {0:1} auf jeder Kante e # f. Hitten zwei Kanten aus M z.B. den Endknoten v, € V, gemeinsam, dann

wiirde x mindestens 2 Flusseinheiten nach v, schicken. Es kann aber aus Kapazititsgriinden maximal nur eine Einheit
aus v, abfliessen. x ware somit keine Zirkulation.

Es gibt also einen f-Schnitt $~ in G der Kapazitit c(S™) = |M|. Wir setzen

C:={et|ec S}

und beobachten |C| = |S~| = |M]|. Es bleibt jetzt nur noch einzusehen, dass C eine Kanteniiberdeckung ist. Das
ist aber klar. Denn gibe es eine Kante (v',w’), die von C nicht abgedeckt ist, dann wire ja s — v/ — w’ — ¢ ein x

augmentierender Pfad und x somit nicht f-optimal.

2.2. Der Heiratssatz. Wir betrachten ein System A = (A;,...,A,) von (nicht notwendigerweise paarweise

verschiedenen) endlichen Mengen Ai. Wir suchen ein Reprisentantensystem, d.h. eine Menge

R={ry,...,rn} so,dass m,€A; Vi=1,... n.

Unser Problem kann leicht als das Matchingproblem in dem bipartiten Graphen G = (V, U V , E) erkannt werden, wobei

35 D. KONIG (1884-1944), ]. EGERVARY (1891-1958)
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Vi = AUAU...UA,
Vo = A
(”U,Ai) ek < wveA.

Ein Matching M in G entspricht offensichtlich einem Reprisentantensystem fiir ein Teilsystem 4’ von A (und umgekehrt!):

(ri;A;) € M <— 1 représentiert A;.

Wir brauchen also einfach in G ein maximales Matching |M| konstruieren. Dann ist im Fall [M| = n ein (volles)

Reprisentantensystem gefunden. Im Fall |M| < n existiert kein volles Reprisentantensystem.
Eine abstrakte Charakterisierung der Existenz voller Reprisentantensystem gibt der folgende Satz.

SATZ 6.3 (,Heiratssatz von Hall*®). Genau dann gestattet A = { A1, ..., An} ein Reprisentantensystem, wenn fiir alle
J CA{1,...,n} gilt:

(58) U 45| = 1J1.

JjeJ

36 PH. HALL (1904-1982)

His @00k 1s Propucep with iText®
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Beweis. Die Hallsche Bedingung (58) ist sicherlich notwendig fiir die Existenz eines Reprdsentantensystem, da eine
Vereinigung von k Mengen A ja mindestens k Elemente zu Repréasentationszwecken enthalten muss. Wir zeigen umgekehrt,
dass im zugeordneten bipartiten Graphen G ein Matching M mit |M| = n existiert, wenn Halls Bedingung erfiillt ist. Das

beweisen wir mit dem Argument, dass jede Kanteniiberdeckung |C| mindestens n Knoten enthalt, und setzen dazu

J:{]|AJ¢O} und CQZ{AZGA‘/LGC}

Wegen | Uj ¢ Aj| > |J| muss Cnoch mindestens | j| = n — || Wweitere Knoten aus V, umfassen, um die von C,noch

nicht erfassten Kanten abzudecken. Folglich finden wir in der Tat

€] = |Cal + 1] = .

BEMERKUNG. Die Bezeichnung Heiratssatz leitet sich aus der Vorstellung ab, dass n Ménner jeweils eine Frau suchen
und dabei fiir Herrn i nur eine Dame aus der Menge A, von Kandidatinnen in Frage kommt. Die Ménner kénnen unter

diesen Umstinden genau dann ,verheiratet werden, wenn es ein Reprisentant(inn)ensystem fiir (A, ..., A ) gibt.
Hinreichende Bedingungen. Oft kann man schon aus einfacheren Bedingungen ersehen, dass ein System
A = (Ay,...,A,) von Mengen A, C X ein Repr dsentantensystem gestattet. Nennen wir z.B. A p-regulir, wenn es

eine Zahl p > 1 gibt mit der Eigenschaft

1) Jedes A, enthilt mindestens p Elemente x € X.
2) (2) Jedes x € X liegt in hochstens p vielen Mengen A.

KOROLLAR 6.3. Ein p-reguldres Mengensystem A = (Aj,..., A,) besitzt ein Reprisentantensystem.

Beweis. Wir zeigen, dass A die Hallsche Bedingung (58) erfillt. Dazu betrachten wir z.B.

A=A U... UA,..

Zum Nachweis von |A| > k wenden wir das Prinzip des doppelten Zdhlens auf die Menge

an. Unter Berticksichtigung der Regularititseigenschaften (1) und (2) finden wir

k
kp <Y Al =A< Y p=|Al]p.
i=1

meA

Division durch p ergibt nun k < |A|, wie gewiinscht.
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EX. 6.4 (Lateinische Rechtecke). Es sei A eine Matrix mit m Zeilen und n Spalten derart, dass jedes der n Symbole eines
Alphabets X in jeder Zeile genau einmal, in jeder Spalte jedoch hochstens einmal aufiritt. Eine solche Matrix A ist ein

lateinisches Rechteck.

BEHAUPTUNG: Im Fall m < n kann man die Matrix A zu einem lateinischen Rechteck mit m+1 Zeilen erweitern. (Man

erhdlt also nach n—m solchen Erweiterungen ein lateinisches Quadrat).

Zum Beweis ordnen wir jeder Spalte i genau die Menge A, der Symbole zu, die in der bisherigen i-ten Spalte von A nicht(!)
auftreten. Das System (A, ..., A ) ist p- reguliir mit p = n—m. Also existiert ein Reprisentantensystem R = (r, ..., 1), welches
als neue Zeile das bisherige lateinische Rechteck A in zulissiger Weise erweitert.

2.3. Ketten und Antiketten. Wir gehen hier von einer sog. Halbordnung P = (V, <) aus (d.h.: die Relation < ist
azyklisch und transitiv auf V). Zusitzlich zum schon eingefiihrten Kettenbegrift definieren wir nun eine Antikette in P

als eine Menge A = {al, . ,ak} C V derart, dass gilt:

a; A aj fiirallei # j.

Anders gesagt ist eine Antikette eine Menge, die aus jeder Kette hochstens 1 Element enthélt. Die Weite w(P) von P ist

die maximal mégliche Miachigkeit einer Antikette:

w(P) := max{|A| | A C M Antikette in P}.

Zum Beispiel hat eine Kette K # @ die Weite w(K) = 1.

EX. 6.5. Sei V = 2N die Potenzmenge einer n-elementigen Menge N unter der Enthaltenseinsrelation P = (2N , C). Dann
folgt aus dem Spernerschen Satz 1.2:

wP)= (1))

Eine Ketteniiberdeckung von P ist eine Menge ' = {K1, ..., K,} von Ketten in P mit der Eigenschaft

Dann gilt sicherlich ¢ > w(P), da K ja insbesondere die Elemente einer maximalen Antikette tiberdecken muss. Wir
suchen eine sog. Dilworthzerlegungvon P, d.h. eine Ketteniiberdeckung K = { K7, ..., Ky} mit moglichst wenig Ketten.
Sicherlich diirfen wir die Ketten in f als paarweise disjunkt annehmen, da das Entfernen eines redundanten Elementes

aus einer Kette ja die Anzahl der Ketten nicht vergrdssern wiirde.
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Um die Beziehung zum Matchingproblem deutlich zu machen, nehmen wir eine Menge K = { K7, ..., K} paarweise
disjunkter Ketten als gegeben an und betrachten den P zugeordneten bipartiten Graphen G = (V UV’ E'), wobei V

" eine disjunkte Kopie von V ist und die Kanten in E die Relation P widergeben:

(v,w')eE <= wv<winP.

Eine Kette K = {vg < v1... < vp} € K entspricht nun den h paarweise disjunkten Kanten

(U()a Ull)a (Ula Ué)a ) (vh—la U;z)

in G. Folglich ldsst sich aus den ' ¢ Ketten von K auf diese Weise ein Matching M in G konstruieren. Man macht sich
leicht klar:

V| =|KiU...UKy| =0+ |M].

Umgekehrt gehen wir von einem Matching M in G aus und konstruieren daraus eine Ketteniiberdeckung von P auf

folgende Weise:

Die Matchingkanten (v, w’) € M ergeben [M| viele 2-elementige Ketten ¢ < w, von denen keine zwei denselben

Anfangs- oder denselben Endpunkt haben. Diese Ketten sezten wir nun zusammen, um maoglichst lange Ketten zu bauen:

WAGENINGEN UNIVERSITY
WAGENING E N [N

WILLST DU EINFLUSS AUF EINEN
GESUNDEN LEBENSRAUM HABEN?

DANN DENKE AN DIE WAGENINGEN UNIVERSITY IN DEN NIEDERLANDEN

Bist du an einem Master auf dem Gebiet der innovativen
Methoden und nachhaltigen L&sungen interessiert, um
die Qualitat unseres Lebensraumes zu verbessern? Dann

denke an die Wageningen University. Hier findest du

besondere Umwelistudien wie Nachhaltiger Tourismus,
Sozialokonomische Entwicklung, Umwelt und Innovative
Technologien. Diese multidisziplindre Herangehensweise macht

diese Masterstudiengénge einzigartig!
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(59) vg <V < ... =Uy (vj,l,v;)EM firj=1,...h.

Sei ¢ die Anzahl der Ketten, die man so am Ende erhilt. Wir tiberlassen es dem Leser sich klarzumachen, dass diese

paarweise disjunkt sind und zusammen
{0+ |M|

Elemente der Grundmenge V iiberdecken. Diesen Ketten fiigen wir noch alle 1- elementigen Ketten {v} der Elemente
v € V hinzu, die in den bisherigen Ketten noch nicht vorkommen. So erhalten wir insgesamt eine Ketteniiberdeckung
K ={Ki,..., K}, fir welche gilt:
V=04 |M| bzw. (= |V|—|M]|.
Sei £* die Anzahl von Ketten einer minimalen U™ berdeckung /C von P. Dann zeigen unsere bisherigen U” berlegungen:
(60) |V| — max{|M| | M Matching in G} = ¢* > w(P),
da eine Antikette aus jeder Kette ja hochstens 1 Element enthalten darf. Tatsachlich gilt in (60) sogar durchweg Gleichheit:

SATZ 6.4 (Dilworth¥). P gestattet eine U berdeckung mit w(P) paarweise disjunkten Ketten.

Beweis. Sei |M| ein maximales Matching im P zugeordneten bipartiten Graphen G= (V UV’, E). Unter Beriicksichtigung
von (60) bleibt noch zu zeigen, dass P eine Antikette A mit |A| 2 |V| — | M| Elementen besitzt. Das ist aber leicht:

Denn Korollar 6.2 garantiert ja eine Kanteniiberdeckung ¢, U ¢, € Vv U vV’ in G mit |C; U C5| = [M| Knoten. Wir
beobachten:

A=V \ (Cy UC(Cy) ist eine Antikette in P.

Gibe es ndmlich Elemente v, w € A mit v < w, dann wére (,w ") eine Kante in G, die durch C; U C) nicht abgedeckt

wire! Diese Antikette A leistet das Gewiinschte:

Al Z [V = |CLu G| = [V] = | M].

2.4. Konformitit. Sei G = (V,E) ein orientierter Graph mit Inzidenzmatrix 4 — [aye] € RV *E Wir bewerten die

Linge eines Flusses x : ¥ — R durch die Betragsnorm

37 R.P. DILWORTH (1912-1993)
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] =) lael.

eck

Die folgende einfache Beobachtung sei dem Leser tiberlassen:
LEMMA 6.4. Fiir alle Fliisse x,y € RY gilt die Dreiecksungleichung

|z +y| < |z + |yl

Ausserdem hat man

|z +yl=lz[+]y <= xe-ye>0VeckE.

Im Fall |z 4+ y| = |z| + |y| (bzw. xeye > 0 filir alle e € E) nennen wir die Flisse x und y konform. Wir

konzentrieren uns nun vor allem auf Zirkulationen und erinneren daran, dass wir einen Kreis

K <+— vgejvees. .. epv,

mit seinem (Kanten-)Inzidenzvektor identifizieren, wobei die Komponenten gegeben sind als

+1 wenn e Vorwirtskante
K, = —1 wenn e Riickwirtskante
0 sonst.

Ganzzahlige Zirkulationen. Mit der Argumentation wie im Beweis des Zirkulationslemmas 6.1 kommen wir zu speziellen

ganzzahligen Aussagen.

LEMMA 6.5. Sei || — 7. eine ganzzahlige Zirkulation mit tr (x) # 0. Dann existiert ein zu x konformer Kreis K mit tr
(K) C tr(x).

Beweis. Wir wihlen eine Kante e, € tr (x). Ist e, eine Schlinge, dann ist ein Kreis der gesuchten Art schon gefunden. Ist

e, keine Schlinge, setzen wir

vy = 63' und vy :=¢;, wennze, >0
+
0>

vg = e, und vy :=e wenn z., < 0

und beginnen einen Pfad v e v , bei dem e, konform mit x , ist. Da x eine Zirkulation ist, muss v, Endknoten einer Kante

e, € tr (x) sein, bei der gilt
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entweder vy = e; und 2., > 0 oder v, = el und z,, <O0.

Wir konnen also den Pfad {iber eine x-konforme Kante fortsetzen:

Vp€oV1€1V2 . .. usw.

Nach endlich vielen Schritten wird so ein Knoten erreicht werden, der schon zuvor besucht wurde. Damit ist ein
geschlossener Pfad P mit tr (P) C tr (x) gefunden, dessen Kanten konform mit x sind. P enthilt (mindestens) einen

Kreis K, der natiirlich auch konform mit x ist.

LEMMA 6.6 (Tutte®). Sei x : & — R eine Zirkulation mit tr (x) # 0. Genau dann ist x ganzzahlig, wenn es konforme
Kreise K ... K gibt derart, dass

14

l
szK(i) und |:c|=Z|K(i)|.
i=1

i=1

Beweis. Eine Summe von Kreisen ergibt immer eine Zirkulation mit ganzzahligen Flusswerten auf den Kanten. Also ist
die Bedingung hinreichend. Um die umgekehrte Richtung einzusehen, nehmen wir an, dass eine Zirkulation = : £/ — Z
mit tr (x) # @ existiert, die sich nicht in der behaupteten Art darstellen ldsst. Sei x ein Gegenbeispiel mit Betragsnorm

|x| so klein wie méglich.

38 W.T. TUTTE (1917-2002)
-

LOCATION: ZURICH

ROMY WOLLTE UNSERE IT-STRATEGIE MITGESTALTEN. WIR GABEN IHR DIE
MOGLICHKEIT DAZU.
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Nach Lemma 6.5 existiert ein zu x konformer Kreis K mit tr (K) C tr (x). Dann istz’ := 2 — K eine ganzzahlige

Zirkulation mit kleinerer Betragsnorm

2| < |al.

Im Fall tr () = () haben wir x = K und erkennen, dass x kein Gegenbeispiel ist. Im Fall tr (z') = @ gibt es (wegen

der Betragsminimalitdt des Gegenbeispiels x) Kreise k(1) . K1) derart, dass

-

-1 l—
o= "K% und [o/| =D |KW]
i=1 i=1

Aber dann ergibt sich mit ¢ — f auch eine Darstellung von x der gesuchten Art:
¢
ol =1+ K| = | + |K] = S KO,
i=1

Die Annahme der Existenz eines Gegenbeispiels ist damit ad absurdum gefiihrt. Dass die behaupteten Kreise K paarweise

konform sind folgt aus der Betragsgleichheit in der Summendarstellung.

Pfadsysteme. Wir halten im orientierten Graphen G = (V,E) eine Kante f mit den zwei Endknoten s := f und ¢ := f~ fest
und betrachten die Menge P aller schlichten Pfade von s nach ¢, welche die Kante f nicht benutzen. Jeder solche Pfad P

wird deshalb mit der Kante f von ¢ zuriick nach s zu einem Kreis P ergénzt:

P +— segvieqvs...vp_1extfs.

LEMMA 6.7. Zu beliebigen nonkonformen Pfaden PQ & P existieren konforme Pfade P A (), PV () € P mit den
folgenden Eigenschaften:

M) tr (PAQ)UE (PVQ)Ctr(P+Q).
(2a) Fiirallee € Emit (PN Q)e+ (PVQ)e) > 0 gilt
(PAQ)e+ (PVQ)e) < P+ Qe
(2b) Fiirallee € Emit (P AQ)e + (PV Q)e) < 0 gils
(P/\Q>E+(P\/Q)B)ZP€+QG'
G) [PAQI+|PVQI<[P|+]Q.

Die Summe z = P + @ der von Pund Q induzierten Kreise ist eine ganzzahlige Zirkulation mit x,= 2. Zudem haben wir

z. = (P + Q). fiir alle Kanten e # f.

Nach dem Tutte-Lemma 6.6 ldsst sich x als Summe von konformen Kreisen ausdriicken. Zwei dieser Kreise, etwa K und

K’, miissen wegen X, = 2 die Kante f enthalten. Weil P und @ nicht konform sind, haben wir
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|K|+|K'| < |z| <|P|+ Q.

Sei P A (Q der (schlichte) Weg von s nach ¢ entlang K und P V @ der Weg von s nach ¢ entlang K” (d.h. wir entfernen die
Kante faus den beiden Kreisen). Es ist nun leicht zu sehen, dass P A Q und P V @ die geforderten Eigenschaften haben.

BEMERKUNG. Mit den partiell erklirten bindren Operationen A und V hat P eine algebraische Struktur. Auf
Ungleichungen vom Typ (2) in Lemma 6.7 kommen wir im Rahmen des Diskussion von Sub- und Supermodularitét im
nichsten Kapitel zuriick.

Die Regel von Edmonds und Karp. Wir lassen nun zu, dass der orientierte Graph G = (V,E) mit der ausgezeichneten
Kante f und den Knoten s = f* und ¢ = f~ eine nicht notwendig ganzzahlige Kantenkapazitit ¢ : & — R4 hat. Wir
wollen zeigen, dass der FF-Algorithmus nach endlich vielen Schritten ein Optimum erreicht, wenn wir Augmentierungen

nach der verschérften Zusatzregel von Edmonds und Karp durchfiihren:

(EK) Unter den moéglichen augmentierenden Pfaden wéhle man immer einen Pfad P mit moglichst kleiner

Betragslange |P|.

Zur Analyse dieser Regel bezeichnen wir zu jeder zuldssigen Zirkulation x mit P* die Menge der x augmentierenden

Pfade P € P von s nach ¢ mit minimal mdéglichen Betrag |P|.
LEMMA 6.8. Die Pfade in P* sind paarweise konform.

Beweis. Angenommen, es gibe nicht konforme Pfade P,Q € P* und folglich Pfade P A Q und P V @ wie in Lemma

6.7. Wir behaupten, dass diese Pfade notwendigerweise auch augmentieren.
Denn wire zB.P A (Q nicht x augmentierend, dann gibe es eine Kante e mit (PAQ). = +1 und x, = ¢, oder
(P AN Q)e = —1 und x, = 0. Wir untersuchen beispielsweise den ersten Fall (der zweite Fall kann véllig analog abgehandelt

werden).Da P V @ konformzu P A @ ist, mussauch (P V Q). < 0 gelten und deshalb (Eigenschaft (2b) in Lemma 6.7):

1<(PAQ)e+ (PVQ)e<P.+Q, dh. P, =+1oder Q. = +1.

Dann wire aber (wegen x, = ¢ ) entweder P oder Q nicht x-augmentierend!

Da P* nur betragsminimale augmentierende Pfade enthalt, ergibt sich nun derWiderspruch

[Pl+1QI < [PAQI+[PVQ[<[P|+]Q],

der die Annahme, P und Q seien nicht konform, ad absurdum fiihrt.

LEMMA 6.9. Sei P € P*und y die aus x gemdss P erhaltende zuldssige Zirkulation. Dann gilt fiir jedes () € PY::
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() Q[ = [P].
(i) |Ql=|P| <= QeP

Beweis. Wir nehmen ) ¢ P? an und miissen dann |@Q| > | P| nachweisen. Dazu beobachten wir, dass P und Q nicht
konform sein konnen, da nach unserer Annahme ja erst eine Augmentierung entlang P eine weitere Augmentierung

entlang Q ermdglicht.

DiePfade P A Q und P V Q existieren somit und erweisen sich mit den analogen Argumenten wie im Beweis von Lemma

6.8 als x-augmentierend. Folglich ergibt die Betragsminimalit &t der Pfade in P~ die Ungleichungen

IP|+|P| <|PAQ|+|PVQ|<|P|+|Q unddamit |P|>|Q].

SATZ 6.5 (Edmonds-Karp*). Wird der FF-Algorithmus von Ford und Fulkerson unter der Regel (EK) ausgefiihrt, dann

werden weniger als |V'| - |E| Augementierungsschritte benitigt.

Beweis. Wir betrachten ein Stadium des Algorithmus, wo eben ein Augmentierungspfad P € P* mit Betrag k := |P|
benutzt wurde. Nach Lemma 6.9 nehmen die Betrdge der im weiteren Verlauf des FF-Algorithmus verwendeten
Augmentierungspfade nicht ab. Sei m die Anzahl der nachsten Augmentierungen mit Pfaden Q vom Betrag |Q| = k. Dann
muss m < |E| gelten. Denn diese Pfade liegen alle in P* und sind folglich konform. Bei jedem Augmentierungsschritt
erreicht mindestens eine Kante ihre Kapazititsgrenze und kann deshalb bei spateren konformen Augmentierungspfaden

nicht mehr auftreten.

Nach weniger als |E| Schritten wird deshalb der Augmentierungspfad Q mindestens Betrag k + 1 haben. Andererseits gilt

immer |Q| > |V |, da Q kreisfrei ist. Also stoppt das Iterationsverfahren nach weniger als |V | . |E| Schritten.

Konstruktion k™ urzester augmentierender Pfade. Einen kiirzesten augmentierenden Pfad zu einer gegebenen zulassigen
Zirkulation x kann man z.B. mit der Methode kiirzesterWege (s. Kapitel 3) berechnen. Dazu interpretieren wir die Knoten

i € Vals ,Stadte, zwischen denen Distanzen d(j, j) folgendermassen erklért sind:

1 esgibte€ Emite” =4,e” = jund 2. < c.
d(i,j)=< 1 esgibte€ Emite” =i,et =jundx, >0
00 sonst.

Ein kiirzester x augmentierender Pfad von s nach t endlicher Lange entspricht einem kiirzesten Weg bzgl. der oben

gegebenen Distanzen, die ja genau bei den Vorwirts- und den Riickwirtskanten den Zdhlwert 1 ergeben.

39 J. EDMONDS (¥1943), R.M. KARP (*1935)
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7 Der Greedy-Algorithmus

Die in diesem Kapitel untersuchten Packungs- und U~ berdeckungsprobleme sind kombinatorische Grundprobleme, fiir
die im allgemeinen keine effizienten Losungsverfahren bekannt sind. Sind zusitzlich jedoch sub- und supermodulare
Eigenschaften vorhanden, so konnen sie analog zu den Flussproblemen im Ford-Fulkersonschen Modell angegangen

werden.
1 Packungs- und U” berdeckungsprobleme

Sei F = [ fz]] € R™MX7 aine (m X n)-Matrix mit Koeflizienten fij c {0’ 1} und ohne Nullspalten. Wir fassen
die n Spaltenvektoren FJ von JF als die Indikatorfunktionen von n nichtleeren Teilmengen einer m-elementigen

Grundmenge Z = {z1,..., 2, } zmg auf und identifizieren die Matrix / mit dem entsprechenden Mengensystem

F=(F'...,F"™).

Ein ganzzahliger nichtnegativer Vektor = € Z'} definiert eine Packung der Grundmenge Z mit Mengen aus ./ dadurch,

dass die Mengen F jeweils mit der Vielfachheit ¥’ auszuwéhlen sind. Die Zahl

n
fiax1+ ...+ finxn = Z fijx;

j=1
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ist dann genau die Vielfachheit, mit der das Element z; € Z durch x insgesamt ausgewahlt wird. Bzgl. einer gegebenen

Kapazitit ¢ € Z'' nennen wir x zuldssig, wenn gilt

fiaxi+ ...+ fintn <c¢ Vi=1,...,m.

Wir suchen eine optimale zuldssige Packung x und messen dabei die Qualitdt von x mit Hilfe einer gegebenen Zielfunktion
vom Typ

vle =viz + ...+ vpan mitv = (v1,...,v,) € Z7}.

In kompakter Vektor- und Matrixschreibweise ergibt sich das Problem, eine optimale Packung zu bestimmen, als

61) max vl x  so,dass Fz < c.

z€LY

Das Problem (61) hat nur endlich viele zulassige Losungen. Also ist die Existenz von (mindestens) einer Optimallésung
garantiert. Trotzdem sind Packungsprobleme im allgemeinen schwer®. Wir geben im Folgenden ein paar

Struktureigenschaften an, deren Vorliegen den Erfolg eines einfachen Losungsverfahrens garantiert.

Einewichtige Argumentationstechnik, um Optimalitateiner zuldssigen Packungzubeweisen, kommtaus der Dualitédtstheorie
der linearen Programmierung. Dazu betrachten wir mit der transponierten Matrix J T = [f i) € R™™ Rnm das

zu (61) duale Problem:

(62) min ¢’y so,dass Fly > .
yGZ:_“

(62) kann als U™ berdeckungsproblem im folgenden Sinn verstanden werden: Wir fassen die n Zeilenvektoren F, von F
(d.h. die Spaltenvektoren der transponierten Matrix F" ) als die Indikatorvektoren einer n-elementigen Grundmenge S =
{s;» ... » s } auf. Wir suchen eine Packung y der m Mengen F, derart, dass jedes s; € S mindestens mit der Vielfachheit

v, iberdeckt wird. Die Qualitit von y bewerten wir mit der Zielfunktion

cTy =Cc1y1+ ...+ CmYm.

LEMMA 7.1 (Dualitititslemma). Sei & € Z} eine beliebige zuliissige Packung bzgl. cund Y € 2! eine beliebige zula ssige
U™ berdeckung bzgl. v. Dann gilt

vl < cTy.

Also ist im Fall vTx = cT'y die Packung x optimal bzgl. (61) und die U~ berdeckung y optimal bzgl. (62).

40 In der Sprechweise der Informatik sind allgemeine Packungsprobleme NP-schwer.
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Beweis. Nach Annahme sind die Vektoren z, %, c—Fx und FZy—v nichtnegativ. Folglich erhalten wir nichtnegative

innere Produkte

0<yT(c—Fx)=ylc—y"Fo und 0 < 2T (FTy —v) =27 Fly — 2Tv.

Das innere Produkt dndert sich unter Transposition nicht. Somit finden wir

cy=yTe > y"Fo=2"Fly > aTv =0Tz

Da nun ¢” y als eine allgemeine Obergrenze fir die Zielfunktion zuldssiger Packungen erkannt ist, muss ein x, welches

Gleichheit erreicht, optimal sein. Die Optimalidt von y sieht man analog ein.

2. Sub- und Supermodularitit

Wir kehren zum Mengensystem F = (F', ... , F*) und dem Packungsproblem (61) zuriick und nennen F submodular, wenn

es fiir alle F # F mit nichtleerem Schnitt F*J und F*VJ in F gibt mit den Eigenschaften

(1) iAj<i,joderiVj<i,j.
(2) FiINN U FVi C FPU FJund F*N 0 FVi C Fin FY.

In intuitiver Notation schreiben wir dann
F'ANFI:=F"N und F'vFJ .= F"V,

EX. 7.1. Die Eigenschaft (2) der Submodularitit von F bedeutet aus der Sicht der Zeilen-Inzidenzvektoren, dass fiir jeden
Zeilenindex k der Matrix F = [ fy,] gilt:

Trinj + frivi < fri + frj-

Der Vektor v € Z'} heisst supermodular bzgl. des submodularen Systems F, wenn fiir alle /* i £ FJmit F? N FJ # () gilt

Vinj + Vivj = v + 05
v heisst fallend (bzgl. der Anordnung von F), wenn v1 > va... > vy, gilt.

3. Das lexikographische Optimum
Ein Vektor © € Z" wird lexikographisch positiv genannt, wenn es einen Komponentenindex j gibt derart, dass

;>0 und z; =0 Vi <j.

Seien T,y € Z" beliebig.Wir nennen x lexikographisch grosser als yund notieren dies mit - 1 ¥, wenn der Differenzvektor

x — y lexikographisch positiv ist.
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EX. 7.2 (Lexikographische Ordnung). Die Relation 1 ist azyklisch und transitiv auf 7" und fiir beliebige x,y € Z" gilt

genau eine der drei Relationen

xr=vy oder x 1y oder y .

Insbesondere gibt es unter den zuldssigen Packungsvektoren x des Problems (61) einen eindeutig bestimmten lexikographisch

maximalen Vektor x*.

Die lexikographisch maximale Packungslésung x* fiir (61) kann man leicht konstruieren: Man beginnt mit der ersten
Komponente und macht Z] so gross wie moglich, ohne die Kapazititsbedingung zu verletzen. Dann macht man 5
so gross wie noch maéglich usw. Diese Vorgehensweise ist als Greedy*'-Algorithmus bekannt und kann bzgl. der Matrix

F = [fi;] und dem Kapazititsvektor ¢ € Z" mit ) := ¢ so formalisiert werden:

GREEDY-ALGORITHMUS:
(1) Setze z7 = min{cl(-o) | fir = 1} und ¢V := 0 — g F1L
(2) Setze 25 = min{c" | fip = 1} und ¢® := ¢V — 23 F2,
(3) Setze x5 = min{cl(-z) | fis =1} und ) =) — TiF3.

(4) usw.

41 greedy (engl.) = gierig
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Denn die Minima der Ci-c beschreiben ja immer die von der Kapazitat implizierte Obergrenze fiir die Komponentenwahlen
*

Tyiq-
k+1

SATZ7.1.Sei F=(F, ..., F') submodular und im zugehérigen Packungsproblem (61) der Zielfunktionsvektor v supermodular

und fallend. Dann ist die lexikographisch maximale zuldssige Packungslosung x* optimal.

Beweis. Sei T die lexikographisch maximale unter den optimalen Losungen. Wir wollen die Annahme, dass x* nicht

optimal sei, zumWiderspruch fithren. Dazu diirfen wir z* # % unterstellen. Denn sonst wére 2* = & ja optimal.

Sei i der kleinste Index, wo sich & und x* unterscheiden. Dann muss *; > Z; gelten, da x* lexikographisch maximal

und damit insbesondere grosser als & ist. Folglich gilt
Zwi:g < Zwa:}f < waz < ngi'[.
=1 =1 =1 =1

Es gibt deshalb mindestens einen Index j > ¢ mit #; > z7. Im Fall F¥ ‘N FJ = () konnten wir #; um +1 erhéhen und
gleichzeitig #; um +1 erniedrigen, um so eine zuldssige Losung x’ zu erhalten, die lexikographisch grosser als & ist.

Andererseits ist v fallend. Das impliziert aber, dass x" auch optimal sein misste:

T

vl — 0T

a%:vi—vjz().

Damit wire, im Gegensatz zu unserer Wahl, & nicht die lexikographisch optimale Lésung. Wir finden somit, dass
FinFi £ gelten muss und F*AJ ynd F*VJ existieren.Wir erh6hen nun die Komponenten Z;,; und Z;v; um jeweils
+1 und erniedrigen gleichzeitig #; und Z; um jeweils —1. Da F submodular ist, ergibt der resultierende Vektor x" eine

zuldssige Losung, die lexikographisch grosser als & ist. Andererseits erweist die Supermodularitét von v auch x” als optimal:

T,/ Tx
via' — vt & =vinj + viv; — (v +v;5) > 0.

Dieser Widerspruch zur Wahl von & fithrt die Annahme, dass x* nicht optimal sei, ad absurdum.

KOROLLAR 7.1. Ist F submodular und v supermodular und fallend, dann kann das Packungsproblem (61) mit dem Greedy-
Algorithmus optimal gelost werden.
4. Potenzmengensysteme

Wir illustrieren den Greedyalgorithmus bei einem kombinatorischen Standardmodell mit einer Grundmenge E der

Michtigkeit m = |E|. F sei die Familie aller nichtleeren Teilmengen S C Eundn = |F| = 2" — 1. Gegeben sei
v:F — Z4,dh. firalle S, T € F

eine monotone Funktion gilt:

SCT = w(S)<u(T).
Nun ordnen wir F nach dem folgenden Schema an:
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1) F':=E.
1 A
2. (2)Sind F', %, ..., F/schon definiert, so sei F/+' eine Menge FeF\{F,....F7} mit moglichst grossem

Wert v(F). Gibt es davon mehrere Kandidaten, nehme man einen moglichst grosser Machtigkeit |F|.

EX. 7.3. Man zeige: Das nach dem vorangehenden Schema angeordnete System F = (F', ... , F) ist submodular bzgl.

F'ANFI:=F'NF und F'VF :=FUF
und der Vektor v € R" it den Komponenten vj := v(F7) ist fallend.

Zu einer gegebenen Kapazitit ¢ : ' — Z ordnen wir die Grundmenge F = {ej,...,e,,} emg nach steigenden

Kapazititswerten an, d.h.

cler) <cleg) <...<c(enm),

und definieren dazu die Kette £ = {Ey D FEy D ... D E,,} der m nichtleeren Teilmengen

E1 :=F und E‘Z = Ez \ {ei_l} Vi = 2,. ..m.

Die Menge der bzgl. ¢ zuldssigen Packungen ist

Plc)={ax: F = Z | Zx(F) <c. Vee E}.
F>e

LEMMA 7.2 (Greedy-Algorithmus). Im obigen Potenzmengenmodell ist die lexikographisch maximale Packung x* gegeben
durch

(1) z*(E1) = c(er) und x*(E;) = c(e;) — c(ei—1) fiiri=2,...,m.

(2) z*(F) =0 fiiralle F ¢ &.

Bzgl. der Funktion JF — 7, hat x* deshalb den Zielfunktionswert

(63) ofa* = w(Er)cler) + ) v(E)le(e;) — clei1)].

)

m
=2

Beweis. Wir haben E = E, und deshalb x*(E) = c(e,), da el minimale Kapazitit hat. Deshalb haben in der Folge alle
F € F mite; € F den Wert 2*(F) = 0. Der nichste Kandidat fiir einen nichttrivialen z*-Wertist E; = E7 \ {e1}

mit dem Wert

x*(Eq) = c(e2) — c(eq).

Alle iibrigen F' € F mit e; € F erhalten den Wert z*(F') = 0 usw.
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4.1. Rang und Ko-Rang in Graphen. Sei G = (V] E) ein (irgendwie) orientierter Graph und A die zugehorige Inzidenzmatrix.
AS bezeichne die Spaltenteilmatrix von A, die den Kanten der Teilmenge S C F entspricht. Dadurch ist der Rang einer

Kantenmenge als der Rang der entsprechenden Teilmatrix wohldefiniert:

(64) r(S) :=rg (A%) (S CE).

Aus der elementaren linearen Algebra ergeben sich sofort fiir alle Elemente € € £ und Mengen S, T C F gie folgenden

Eigenschaften:

(Mp) r(0) = 0;
Mp) 0<7(9)) <r(Sue) <r(S)+1);
M) r(SNT)+r(SUT) <r(S)+ r(T) (Submodularitit).

Fiir unser Greedymodell wichtig ist auch die sog. Korang-Funktion v, wobei

v(S):=rE)—r(E\S) (SCE).

EX. 7.4. Die Korangfunktion v hat die Eigenschaften

(1) v(E) = r(E).
2) 0<v(S) <wv(SUe)
Q) v(SNT)+v(SUT)
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Seinunc: F — 7, eine Kantengewichtung. Gemiss Ex. 7.4 und Korollar 7.1 ist bei der Wahl von F als Familie aller
nichtleeren Teilmengen S C FE und v als Korangfunktion die Optimalitit des Greedy-Algorithmus fiir das zugehorige

Packungsproblem garantiert. Die optimale Losung x* produziert nach Lemma 7.2 den Zielfunktionswert

IV

T
[}

ol = v(E7)c(er) + v(E;)[c(e;) — c(ei-1)]

= r(Ei)cler) + Y [r(E1) —r(Er\ E))(c(e;) — c(ei—1)]

i:

= cle)r(er) + ) cle)[r(E)) —r(Ei_q)],

U

I
¥

(2

mit den komplementiren Mengen E! := {1,...,i}, d.h.

E{={ei} und E/=E] U{e} (i=2,...,m).

4.2. Kruskals Algorithmus. Aus der Sicht der dritten (letzten) Gleichung im vorherigen Abschnitt wird der
Greedyalgorithmus bei Graphen zu einem Konstruktionsverfahren fiir eine gewisse Kantenmenge 7 C E. In dieser

Form ist der Greedyalgorithmus auf einem Graphen als Algorithmus von Kruskal* bekannt*.

ALGORITHMUS:

(1) Ordne E = {ey,...,en} derart, dass c(e1) < ... < c(em)-
(2) Setze Ty := () und konstruiere 71, . . ., T}, iterativ geméss

7. TV {e;} imFallr(E!)=r(E._;)+ 1.
v T;—1 im Fall (E!) = r(E!_)).

(3) Gib T* =T, aus.

SATZ 7.2.Seic: E — 7. eine beliebige Kantengewichtung des Graphen G. Dann gilt:

1) Kruskals Algorithmus konstruiert eine kreisfreie Kantenmenge T* maximaler Kardinalitdt |T*| = r(E).

2) Fiir jede Kantenmenge D maximalen Ranges r(D) = r(E) gilt

Beweis. Kruskals Algorithmus garantiert

|Ti| = r(E}) firi=1,...,m.

g

Also hat man [T™| = r(E) =rg (A). Die T* entsprechende Spaltenteilmatrix AT von A ist somit maximal linear
42 J.B. KRUSKAL (1928-2010)
43 tatsdchlich wurde der Algorithmus zuerst von O. BORUVKA (1899-1995) entdeckt
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unabhéngig. Insbesondere ist T* kreisfrei.

Sei D C E eine Kantenmenge mit vollem Rang (D) = r(E). Dann enthilt D eine kreisfreie Kantenmenge T maximaler

D selber schon kreisfrei ist (d.h. D = T).

Kardinaltitit |T| = r(E). Wegen ¢(D) > ¢(T) dirfen wir also ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass

Sei I € F eine beliebige Kantenteilmenge. Da Teilmengen kreisfreier Mengen natiirlich selber kreisfrei sind, haben wir

r(DNF)4+r(D\F)=|DNF|+|D\F|=|D|=r(E)

und erhalten daraus die Korang-Ungleichung

|IDNF|=r(E)—r(D\F)>r(E)—r(E\F)=uv(F).

Sei y” € {0,1}F der Indikatorvektor von D und F/ ein beliebiger Spaltenvektor von F = [f;;] (bzw. Zeilenvektor der

transponierten Matrix F" ). Dann ergibt sich,fiir das innere Produkt die Korang-Ungleichung
ZfijyiD =|DNF'[>v(F).
i=1

Das bedeutet aber, dass y” eine zuldssige Losung des dem Packungsproblem zugeordneten dualen U™ berdeckungsproblems

(62) ist! Aus dem Dualita"tslemma 7.1 folgt somit die behauptete Ungleichung

¢(D) = cTyP > vla* = ¢(T%).

BEMERKUNG. Eine kreisfreie Kantenmenge T im Graphen G = (V, E) ist in der Sprache der Graphentheorie ein Wald.
Ein maximaler Wald ist ein sog. aufspannender Wald. Satz 7.2 besagt, dass Kruskals Algorithmus (bzw. der Greedy-
Algorithmus) einen aufspannendenWald minimalen Gewichtes konstruiert. Ein zusammenhangenderWald ist ein sog.

Baum. Bei einem zusammenhiangenden Graphen ergibt der Algorithmus also einen aufspannenden Baum.

BEMERKUNG. Ein Paar M = (E, r) heisst Matroid*, wenn r eine auf der Potenzmenge von E definierte ganzzahlige
Funktion mit den Eigenschaften (M,)-(M,) ist. Im Fall der Rangfunktion eines Graphen spricht man von einem graphischen
Matroid. Man kann leicht einsehen, dass Kruskals Algorithmus in analogerWeise bei jedem Matroid eine Teilmenge

T C E mit |T| = r(E) minimal méglichen Gewichts konstruiert.

Eine tiefere Einfithrung in die Theorie der Matroide geht im Rahmen dieses Textes zu weit. Der Leser sei deshalb auf die

(umfangreiche) Fachliteratur (z.B. [10] oder [12]) verwiesen.

44 auf deutsch: das Matroid
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