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Vorwort

Liebe Studentinnen und Studenten,
mit diesem ebook erfiillen wir einen héufig geduBerten Wunsch unserer Studierenden:

Hier sind Priifungsklausuren der Jahre 2000 bis 2012 im Fach ,,Mathematik fiir
Wirtschaftswissenschaftler I, die an der Universitét Greifswald gestellt worden sind, gesammelt
und mit ausfiihrlichen Lésungen versehen.

Dies ist die Fortsetzung unseres Buches ,,Mathematik fiir Wirtschaftswissenschaftler. Grundlagen
und Beispiele“ , das 2012 beim Bookboon-Verlag verlegt wurde.

Die Aufgaben orientieren sich an den Greifswalder Vorlesungen, die Inhalte der Vorlesungen
anderer deutscher Universititen sind jedoch dhnlich, daher diirfte das Buch fiir alle Studierende
dieses Studienganges niitzlich sein.

Die meisten Aufgaben gehoren zur Analysis: Es werden Ungleichungen, Folgen, Funktionen,
Ableitungen, Extremwertaufgaben, Integrale und Gewohnliche Differentialgleichungen betrachtet.
Eine andere Aufgabenklasse, die in den Lehrveranstaltungen behandelt wurden, sind lineare
Gleichungen. Manchmal wurde auch die Matrizenrechnung im Wintersemester behandelt, dann
kommen entsprechende Klausuraufgaben in den Priifungen vor.

Wir haben uns auf die erste Klausur jeden Wintersemesters beschrénkt (also keine Nachklausuren)
und, falls die Klausur in zwei Versionen geschrieben wurde, jeweils die Version A ausgewihlt.

Da die Vorlesungen von verschiedenen Wissenschaftlern gehalten wurden ( Kugelmann, Schlosser,
Schmidt, Oberdorfer), die auch die Klausuren stellten, haben wir uns bemiiht, die Bezeichnungen
zu vereinheitlichen.

Falls nicht anders angegeben, durften nichtprogrammierbare Taschenrechner benutzt werden, alle
Klausuren sind aber ohne elektronische Werkzeuge l6sbar! Die Klausuren waren in 120 Minuten zu
l6sen.

Fiir viele niitzliche Hinweise danken wir Frau Heike Oberdorfer sehr herzlich. Sie ist auch
Mitautorin des Lehrbuches ,,Mathematik II fiir Wirtschaftswissenschaftler, das 2009 im
Sardellus-Verlag Greifswald erschienen ist, ebenfalls mit durchgerechneten Losungen zu Klausuren.

Unser Dank geht auch an Herrn Dr. Bauch, Frau Dipl.-Math. Boldt und Frau Dipl.-Math. Gerischer
fiir die Hilfe bei der Erstellung der LATEX- Version des Manuskriptes.

Wir wiinschen Thnen viel Erfolg in Threm Studium und Freude bei der Priifungsvorbereitung.

Werner H. Schmidt
Dmitriy J. Stukalin

Greifswald, Februar 2013

Download free eBooks at bookboon.com


http://bookboon.com/

1 Klausur vom Februar 2000

Aufgabe 1: Bestimmen Sie die Losungsmengen zu

3

1 1
2—x 1+
b > . z€R.
) Txzci-p ¢

Aufgabe 2: Berechnen Sie bzw. beweisen Sie die Nichtexistenz fiir

. 14+n+n?
a) lim ——,
n—>ool—|—n—n2

nn
b) lim L

' ' _J x+2 firz <0
) lim f(x); f(w)—{x_z firz >0
2
-1
d) lim =

z—00 31 — 3

Aufgabe 3: Berechnen Sie die 1. Ableitung von

b)  folz) =37
sowie (Punkt-) Elastizitit und Wachstumsrate von

T

o  filx)=

r—1

d) In welchen Punkten hat f3 die Elastizitit O bzw. 1?7 Wie sind Elastizitdt und Wachstumsrate in g
allgemein definiert?

Aufgabe 4:

a) Wie sind die Begrifte globales (= absolutes) bzw. lokales (= relatives) Maximum definiert fiir
eine Funktion f, definiert auf einem Intervall [a, b]? Wie berechnet man iiblicherweise beides fiir
eine auf [a, b] differenzierbare Funktion?

b) Man berechne mégliche Extremstellen von

3

z°—3x

g(z)=e
auf R und entscheide auf Maximum bzw. Minimum. Welches ist das absolute Maximum bzw.
Minimum von g auf [-1, 3]?
Aufgabe 5:

a) Unter welcher Voraussetzung an die Matrizen A, B ist ein Matrizenprodukt A - B definiert?
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b) Es seien die Matrizen

0 231
A:((l) _31> B:<é _15 _21> C=|-1331
-1 4 30

gegeben. Welche der Matrizenprodukte A- B, B- A, A-C,C-A,B-C,C - B, A%, B2, C?, sind
definiert (Begriindung nach a)!)? Man berechne diese!

Aufgabe 6:

a) Man berechne die allgemeine Losung der Differentialgleichung

/

1 2
Y :—¥y+t —

fiir ¢ > 0; man fiihre eine Probe durch!

b) Man 16se das Anfangswertproblem

y'+2y +y—2=0, y(0)=2, ¢ (0)=3.

Losung zu Aufgabe 1 a:

1
(i) Wir betrachten zuerst den Fall 2x+12>0, also z > —5 Die Ungleichung geht iiber in
eine ohne die Betragsfunktion:
1 1 3 3

1 1 3

L >

Folglich muss z < gelten, also L] = {—2, ]

1
(ii) Fir = < D) gilt |2z +1=—(2x+1)=—22—1 unddie Ungleichung erhilt die

1 1 3 1 1 3 )
Form —5(—2.@ -1)> 2% 5 gdw. x + 3 > 275 gdw. Vi > —2.

8 8 1
Alsomuss x > — sein, demnach ist die Losungsmenge Lo = [—5, —2>.
Beide Fille ergeben zusammen die Lésungsmenge

8 4
L=|—,-]|.
53]

Losung zu Aufgabe 1 b:
Die Briiche sind erklirt fiir x # 1 und = # —4.
Wir unterscheiden 3 Félle: () x < —4, (@(i)—-4<z<1 wund (@i)x > 1.
ImFall G)ist +4+4<0 und 1-—2>0, dieUngleichung istgleichwertigzu

1

2—2)(1—2)<(1+2x)(4+4+x), alsozu 2—x—2x+22<4+5x+a%gdw. x> —-.

( & 4
Das ist wegen z < —4 unmoglich, es gilt £, = ().
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(i)Esist z+4>0 wund 1—2x>0, dahermuss(2—z)(1—z)> (1+x)(4+x), also

1 1
z < 1 gelten. Folglich ist Lo = (—4, _Z]'

(@i)Fir x>1 ist 1—2x<0 und 4-+2x>0 unddie Ungleichung ist wie im Fall (i)
gleichbedeutend zu

x> ——.

Mithin ist die Losungsmenge fiir den Fall (iii) L3 = <1, oo) .

Wir fassen die Mengen £, und £3 zusammen, es folgt

1
L=LULy= (—4,—Z:| U (1,00).
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Losung zu Aufgabe 2:
a) Es ist

1 2 1+l+i
+n—|—n2 = ”1 ”21 fiir alle n € N.
l+n—-n* —14-+

n?

1 1
Weil lim — = lim — = 0 ist, gilt:

n—oo n n—oo N2

1+n+n? 1
im ——m— = — = —1.
nsool4+n—n2 —1

n—o0 n—oo

\" \"
b) Esist lim <3> =(0und lim <2> = 0. Folglich wird

1\ "
z) —1 -1
lim 7(:15)71 =—=1.
noee (3)" -1 1
c) Fiir f(x) ist bei x = 0 der rechtsseitige Grenzwert -2, der linksseitige Grenzwert ist 2.

lim f(z) existiert hier folglich nicht.
z—0

d) Weil fiir alle x # 1 die Identitit

z?2 -1 T %
= 1
Br—1 31
besteht und
1
lim — = 0ist,
T—00 I
1 Iim z —0
folgt fiir den gesuchten Grenzwert lim L= 2% = 0.
z—00 3 — & 3—0

Losung zu Aufgabe 3:

a) Fiir f1(x) ergibt sich mit Kettenregel und Produktregel
, _%.x—l—(x—i—l)__ 2 =2
(@) =e r-12  (@-1n2

b) Esist In fa(x) = /2 In 3 und daher

dln fo(z) _ 1 3.
dx 2\/x
1 d
Weil aber dln 5 = 2 . f2_1 ist, folgt
dx dx

B = ho) |5 2] = 5o 3%
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f'(z) T

c) Die Punktelastizitit ist definiert als € ¢ (x) = - . In der Aufgabe ist  f3(x) =

f(z) x—1
Dann ist
1
/ —_— —_——
f3($)— (1’—1)2'
Die Punktelastizitit ist folglich
1
efy(x) = a1
/
Als Wachstumsrate W (z) bezeichnet man die Grofie ];((x)) . In unserer Aufgabe wird
x
4 1 -1 1
W) = 3@ oL
f3(2) (x—1)2% «x x(z—1)

d) e, () hat fiir kein = € R den Wert 0.

1
efy(x) =1gdw. — e 1 gdw. z = 0.

Loésung zu Aufgabe 4:

Eine Funktion f : [a,b] — R hat in T € [a, b] ein relatives Maximum genau dann, wenn eine Zahl
e > 0 existiert, so dass

f(@) > f(z)firallex € [T —e,T + €] Na, bl ist.
f hatin T € [a, b] ein absolutes (globales) Maximum, falls

f(x) > f(x) fiir alle z € [a, b] ist.

Bei einer differenzierbaren Funktion geniigen relative Extrema x € (a, b) den notwendigen
Bedingungen f’(x) = 0. Als globale Extrema sind alle = € (a,b) mit f'(z) = 0 und gegebenenfalls
die Randwerte a und b durch Berechnen der Funktionswerte zu iiberpriifen.

b) Die Funktion g(z) = ¢ =37 ist auf R definiert, stetig und stetig differenzierbar. Es ist nach der
Kettenregel

3

R

Daher wird ¢/(x) =0 genaudann, wenn 22 —1=0, also z?=1 ist Kritische

Punkte sind 27 =1 und 9= —1.Weil lim g(z)=o00 ist, kannbei x; = 1 nurein
T—r00

relatives Minimum und bei zo = —1 ein relatives Maximum vorliegen. Auf [—1, 3] ist folglich das

absolute Minimum bei z1 = 1. Weil g(3) = €29 = ¢!® und g(1) = e~2 ist, wird das globale

Maximum bei z = 3 angenommen.
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Losung zu Aufgabe 5:

a) Das Produkt zweier Matrizen A und B ist definiert, wenn die Spaltenzahl von A mit der
Zeilenzahl von B iibereinstimmt, also z. B. A vom Typ m x n und B vom Typ n x p ist. Das
Produkt A - B ist dann vom Typ m X p.

b) Hier ist A vom Typ 2 x 2, B isteine 2 x 3- und C eine 3 x 4-Matrix. Demzufolge konnen die
Produkte A - B, B - C und A? berechnet werden:

(1 —14 5 (0 1 3 2 o (10
A'B_<o 5 —2)’ B'C_<3 -7 -9 —5)’ A‘(o 1)

Bemerkung: Die Matrix A nennt man auch selbstinvers, da A = A~! gilt.

strategy&
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Losung zu Aufgabe 6:

a) Die Differentialgleichung liegt bereits in der allgemeinen Form vor, es ist

a(t) = = und b(t) =t* —t.

Folglich erhalten wir A(t) = — / t'dt = —Int und B(t) = /(t2 —t)el"tdt. Wegen et = ¢

ist also

1 1
B(t)= [ (2 —t))dt = ~t* — =3
(t) /( ) 1 3t
woraus
14 13 —Int —Int 14 13 —1 —1 13 12 —1
t) = (=t — Z#3) . C.e~mt— (242 — Z43) . ¢ C-t7 1= 24+ Ct
y(t) (4 3)6 + e (4 3) + 1 3 +

mit C' € R beliebig folgt.
Probe: Es ist
30 2

y/ = Z gt — Ct72 und
1 1, 1 9
—y=-t"—=t+Ct" "
ettt

Mithin ist

1 1
y’+;y:t2—t bzw. y’:—¥y+t2—t.

b) Zu der linearen Differentialgleichung
y'+2y +y=0

gehort das charakteristische Polynom
N 2x+1=0,

d.h. (A + 1)? = 0 mit der doppelten Nullstelle \, /2 = —1. Die allgemeine Losung der homogenen
Differentialgleichung ist daher

yr(t) = Cre™! 4 Cote™

mit C1, Cy € R beliebig. Ersichtlich ist yg(t) = = 2 eine spezielle Losung der inhomogenen
Gleichung. Daher ist

y(t) =2+ yy(t) =2+ Cre~t + Cote™

die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung.

Aus den Anfangsbedingungen ergibt sich

2=y(0)=24+C1, alsoC; =0
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und
3=19/(0) = —C1e® + (C2e® — C20e°) = —Cy + Cy — 0.
Weil C1 = 0 ist, muss C2 = 3 sein. Die gesuchte Funktion ist demnach
y(t) =2+ 3te™".
In der Tat gilt fiir diese Funktion
Y (t) =3e " —3te™?
und
y'(t) = =3~ — 3" +3te”".
Damit ergibt sich

y() + 20/ (1) + ' (t) =2+ 0te " 4 0™ = 2.

Deloitte

Technology Advisory kennenlernen

Consulting hautnah erleben
5.-7. November 2015
www.deloitte.com/de/calling-for-berlin

© 2015 Deloitte Consulting GmbH
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2 Klausur vom Februar 2001
Aufgabe 1: (6 Punkte)
Fiir welche reellen Zahlen z gilt |3z + 3| > %:): —1|?

Aufgabe 2: (10 Punkte)

Welche der Folgen sind monoton? Welche Grenzwerte besitzen sie? Vom wievielten Folgeglied an

unterscheiden sich Folgeglieder und Grenzwert um weniger als 1000 ?
dn — 6 ™+ 2
V=g ) b=

Aufgabe 3: (4 Punkte)
2
1
Man gebe den Definitionsbereich der Funktion f(z) = % + — an, bestimme die Extremstellen
x

von f und, falls solche existieren, die Art der Extrema!
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Aufgabe 4: (4 Punkte)

Ist die Funktion f(x) = { —x furz <0 differenzierbar?

——x firz >0

Aufgabe 5: (4 Punkte)

‘Was konnen Sie iiber Konvexitidt oder Konkavitit der Funktion

et +e *

fla) =

aussagen (und beweisen)?

Aufgabe 6: (6 Punkte)

Es soll eine quaderformige, oben und unten abgeschlossene Kiste mit zu wéhlender Hohe A und
vorgegebenem Volumen V' = 1 konstruiert werden. Wie ist die quadratische Grundflache und die
Hohe h festzulegen, damit die Oberfldche der Kiste minimal wird?

Aufgabe 7: (4 Punkte)

Man berechne das unbestimmte Integral
. 9 1
(6sinx + 3,5 — 3z“ + —)dz
x

und das bestimmte Integral

1
0/ (4z — 7)% da.

Aufgabe 8: (4 Punkte)
Fiir welche Funktionen y(z) gilt

a) y'(z) =142 b) ¢/(z)—ylx)=0?

Losung zu Aufgabe 1:

Wir unterscheiden 4 Fille:
1
a) 3r+3>0 und 5x—120,
dh.z>—1 und =z > 2;esistalsox > 2.

Die Ungleichung lautet dann

1 5 8
3x+32§x—1 s §x2—4 <~ x>—3.

Das ist fiir alle x > 2 erfiillt und daher ist £ = {x € R|x > 2}.
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1
b) 3x +3 >0 und 5x—1<()also z>—1 und = < 2.

Die Ungleichung wird umgeformt zu

1 7 4
3x+321—§x <= 5952—2 < xz—?.

4
Somitistﬁgz{xER\—? <z <2}

1
¢) 3z+3<0 und§x—120 dh. < -1 undz > 2.

Das ist ein Widerspruch, folglich ist £3 = &@.

1
d) 3xr+3<0 undiﬂc—1<0,
dh.z < —1 und z < 2, also x < —1. Die Ungleichung hat die Form

1 5 8
—3x—321—§x <= —§x24 <= :cg—g.

Folglich ist £4 = {z € R|z < —%}

Als Gesamtlosungsmenge erhalten wir
8 4
L=L1ULyUL3ULy = —00,—=| U | —=,00|.

Grafisch finden wir die Losung so:

1
Wir setzen 1 (z) = 3z + 3 und ya(x) = -z — 1 sowie z;(x) = |y;(x)], i = 1,2, und zeichnen die

Geraden dieser Funktionen. 2
4 4
3 3
2 2
1
-}k 1 2 3 4 -2 -1 1 2 3 4
- -1
2 -2
y1 () y2(x) z1(w) ()

8 4
Die Graphen fiir z1 () und z2(x) haben zwei Schnittpunkte, diese liegen bei —— und —— (kann

durch Gleichsetzung der beiden Geradengleichungen berechnet werden). Rechts und links davon
verlduft die zu z; gehorende Linie oberhalb der zu z5 gehorenden, d.h. es gilt 21 (z) > z3(z). Also
ist die Ungleichung in diesen Bereichen erfiillt.

Losung zu Aufgabe 2 a:

Angenommen, es gibe ein n > 1 mit a,, > a,+1, dann ist
4n — 6 S 4n+1)—6
3n—2" 3(n+1)—2

dh. 12n® 4+ 4n —18n — 6 > 12n> — 8n — 6n + 4,

also (4n—6)(3n+1) > (4n —2)(3n — 2),
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also —6 > 4. Das ist ein Widerspruch, folglich ist a,, < an4; fiir alle n > 1, die Folge ist echt
monoton wachsend.

6 4— lim &
- 4-0 4
Esist lim a, = lim no— 00 - ==
n—00 ns03—2 3 lim2 3-0 3
n n—oo ™
4 1
W ilt - —ap < —=?
ann gilt nun o — an < 7055
n—-6 4
Das bedeutet ?)71—2 > 3~ 1000 und ist dquivalent zu
n —_—
8000 9994

3n > 5998 — = alson > 9

und das wiederum gilt fiir alle n > 1111.

Losung zu Aufgabe 2 b:
Wir nehmen an, es gibe ein n > 1 mit b, < b,41, dann ist

42 _T(n+1)+2

1
in—1 " 4n+1n -1 *°

(Tn+2)(4n +3) < ("Tn +9)(4n — 1) und daher
28n? +29n 4+ 6 < 28n% +29n — 9, also 6 < —9.

Lieber Herr Bennett, mit lhren
Fachkenntnissen konnen Sie bei
uns viel bewegen.

Bringen Sie Ihr Know-how in zukunftsweisende Projekte
und Applikationen ein: Ob bei der energetischen Vernetzung
von Smart Homes, der Steuerung virtueller Kraftwerke oder
der Realisierung anspruchsvoller Logistik-Konzepte - der
Energiesektor bietet vielfaltige Herausforderungen fiir IT-
Consultants, -Architekten und -Projektmanager. Entfalten
Sie lhre Kompetenz und geben Sie lhrer Karriere neue
Impulse.

YR lhre Energie gestaltet Zukunft.
rQ

Data und SAP mochte ich: op ...
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Hier erhalten wir einen Widerspruch, d.h. die Folge {b,,} ist monoton fallend.

7 7 1
Esist lim b, = —, und wir haben noch zu zeigen, ab wann b,, — — < —— gilt.

dm bn = 5 1 < 1000
4o 71 (4n—1)-4

S w4 a1y < )4
=1 1< Toop 8 AT +2) = T(n—1) < ——g—

gdw. 16n —4 > 15000, gdw. n > 937,75.

Ab n = 938 unterscheidet sich also b,, um weniger als

1
1000 vom Grenzwert der Folge.
Losung zu Aufgabe 3:

f ist definiert auf R\ {0}.

Notwendig fiir das Vorliegen von Extrema ist f’(z) = 0. f ist differenzierbar auf R\{0}. Wegen

fla)=at (e =z

1
bedeutet f'(x) = 0 gerade 2 = —; und folglich 2* = 1. Der einzige kritische Punkt ist 22 = 1.
T
1
Wegen f"(z) = 1+ 2— ist f”(1) > 0, daher hat f bei z = 1 ein relatives Minimum.
T

Inder Tatist lim f(x) = lim f(x) = oo, daher muss es eine Minimumstelle in (0, co) geben,
r—0+ T—00

Maxima existieren nicht.

Wegen lim f(x) =oound lim f(x) = —oo existieren in (—o0, 0) keine Extremwerte.
T—>—00 z—0~
Losung zu Aufgabe 4:

Die Funktion f ist ersichtlich fiir alle € R definiert und fiir x # 0 auch differenzierbar. Nur fiir
x = 0 ist eine gesonderte Rechnung erforderlich.

Es ist
—h) = h 1
lim f(O=h)—f(0) _ lim Vh—0 B = 400
h—s0+ h h—0t h h—0t \/E
und
lim f(0+h) f(O) = lim h=0 = lim @ = lim L = +00
h—0— h h—0— h h—0- h h—0 /h2

Bei x = 0 ist f also nicht differenzierbar.

Losung zu Aufgabe 5:

Zum Nachweis von Konvexitit oder Konkavitét benutzen wir die 2. Ableitung.

Fiir f(z) = # ist f/(x) = ¢ _26733 sowie f"(z) = #. Fiir alle z € R ist daher
f"(x) > 0und f ist konvex.

(Zusatz: Weil entweder x > 0 oder —x > 0 gilt, ist f”(z) = % + ? > 620 = % )
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Losung zu Aufgabe 6:

Die Kiste habe die Hohe h, die Seitenlidnge der quadratischen Grundfliche sei z. Das Volumen V/
berechnet sich dann als V' = 22h, es soll den Wert 1 haben.

Die Oberfliche der Kiste ist O = 22 + 4xh, sie soll minimal werden. Da die Kiste keine negativen
MaBe haben kann, muss z > 0 und ~ > 0 gelten.

Wir erhalten 4 aus der Volumenbedingung h - 22 = 1, also h = 2. Dann wird

O(z) = 2% + dax™? = 22 + 4 1.
, / 1
Fiir Extrema muss O'(7) = 0, also 4z —4— =0  gelten.
x

Hieraus folgt 423 —4=0 oder z=1.

Wenn O(x) ein Extremum in {z|z > 0} hat, dann nur bei z = 1.
1

=1
1-1

Dazu gehort die Hohe h =

Wir argumentieren so: Es ist lim O(z) = +o00 und lim O(z) = +o0,
z—0 T—>00
weil es nur einen kritischen Punkt zwischen 0 und oo gibt, muss dort ein Minimum liegen.
Natiirlich kann man auch die 2. Ableitung heranziehen:
1 1
Esist O'(x) = 4(x — —) und daher O"(z) = 4(1 + 2—) > 0, daher hat die Funktion O bei 7 ein
x z

relatives Minimum, was wegen der Randbetrachtung auch das absolutes Minimum ist.
Losung zu Aufgabe 7:

a)
1
/(681n33+3,5—3x2+)d$: —6cosz + 3,50 — 2 +Inz + C.
x

b)
1 1 16 L
/(43; — )2z = /(16952 — 562 + 49)dz = ng — 2822 + 49z
0 0 0
16 16 79
= —28449=21+ — = —.
3 * * 3 3
Loésung zu Aufgabe 8:
23
a) Wenn ¢/(x) = 1+ 22 ist, so gilt y(z) = = + 3+ C.

b) Die Differentialgleichung lautet v (z) = y(x).
Losungen sind die Funktionen y(z) = Ae® mit A € R beliebig.
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3 Klausur vom Februar 2002

Aufgabe 1:
a) Welche der folgenden Regeln sind fiir alle a, b € R richtig?

Dla+0]=lal +[b]  2)[a+b] <[a| + o]  3)|a+0b] <|af +[b]
4 la-0f =lal-[b]  S)yla-bl <lfa|-[o]  6)]a-b] <|af-[b]

1
b) Bestimmen Sie die Menge aller x € Rmit [z — 1| - |z + 1] < 5

Aufgabe 2:

Berechnen Sie bzw. beweisen Sie die Nichtexistenz fiir

o 3n?+2n—1

m —F——

n—oo 2n2 —2n+ 1’
2 _

b) lim 0%~ 67 +3

rz—1 4r — 4

Aufgabe 3:

a) Definieren Sie den Begriff “ f besitzt in x( ein relatives Minimum” und geben Sie eine
hinreichende Bedingung dafiir an, dass ein solches vorliegt.

b) Bestimmen Sie alle relativen Extrema der Funktion f(x) = ¢*' =42 ynd bestimmen Sie das

absolute Maximum dieser Funktion fiir die Intervalle [0,1], [0,2] und [0,3].
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10101000010000001010100
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Aufgabe 4:
a) Definieren Sie die Bogenelastizitit mit Worten.
b) Wann heifit f : R — R in 2 unelastisch?
1
¢) Berechnen Sie die Elastizitit von f(x) = 2% fir ¢ > 0. In welchen Bereichen (fiir z > 0) wird
x

die Elastizitit von f negativ?

Aufgabe 5:
a) A sei eine Matrix vom Typ (m, n), B sei eine Matrix vom Typ (p, q).
Wannist A- Berklirt: )m=p, 2)n=p, 3)m=gq, 4)n=q?

b) Berechnen Sie fiir

1 2 3 1 00
A= -3 -2 -1 |, B=|110
0 O 1 111

die Matrizenprodukte A - Bund B - A.
Aufgabe 6:

a) Berechnen Sie die allgemeine Losung von 3/ = z(y — 1) fiir t > 0 und skizzieren Sie die

Losungsschar.

b) Fiihren sie eine Probe durch.

Aufgabe 7:

Losen Sie das Anfangswertproblem

' —y —6y+12=0, y(0)=1, %(0)=12.

Losung zu Aufgabe 1 a:
1) Falsch. Die Gleichung ist z.B. nicht erfiillt fiir a = 2 und b = —1.
2) Richtig. Zum Beweis miissen wir vier Félle unterscheiden:

1.Fall: @ > 0 und b > 0. Dann ist auch a + b > 0, und es gilt
la+b| =a+b,|a] =aund |b] = b, d.h. es gilt das Gleichheitszeichen.

2.Fall: a < Ound b > 0. Dann ist |a| = —a > 0 und |b| = b, die rechte Seite ist also grofer
als b und auch groBer als |a|. Wegen der unterschiedlichen Vorzeichen ist jedoch a + b kleiner
als b und groBer als a, folglich ist

la+b| < la] fallsa+b <0,
|b|  sonst.

3.Fall: @ > O und b < 0. Analog zum 2. Fall.
4.Fall: a < Ound b < 0. Danniist |a + b| = —(a + b) = —a — b = |a| + |b|.
3) Falsch, Gegenbeispiele liefern die Fille 1 und 4 in 2).
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4) Richtig, zur Begriindung miissen die gleichen Fille wie bei 2) unterschieden werden.
1.Fall: ¢ > Ound b > 0. Dannistaucha-b > 0,und es gilt |a-b| = a - b, |a| = a und |b| = b.

2.Fall: a < 0und b > 0. Dann ist |a| = —a > 0, |b| = b und

la-b] = —a-b.
3.Fall: @ > 0 und b < 0. Analog zum 2. Fall.
4.Fall: a < Ound b < 0. Dann ist a - b > 0 und folglich

a-bl=a-b=(~a)- (~b) = a] - 1]

5) Richtig, da 4) richtig ist.
6) Falsch, da 4) richtig ist.
Losung zu Aufgabe 1 b:

Die Aufgabe ist dquivalent zu

1 1
|(z — 1) (z+1)] < 3 ,also |22 — 1| < 3

3
1. Fall: 2% > 1. Die Ungleichung lautet 22 < 2

Die Losungsmenge ist in diesem Fall
3 3
Li=]|—1/=,—1{U|Lx/=].
(Bl
) ) ) o 1 , 1 .
2.Fall: z* < 1 .Losungen miissen 1 — x° < 5 erfiillen, d.h. z* > 5 Daher ist
1 1
Lo=|—-1,—/-|U 1.
NSROEESY
3 6 6 1 2 2
Zusammen ergibt sich wegen \/; = \/; = \g und {/ = =1/ - = \g

2 4
(59029

2 2 27 2

Grafisch kann man dies folgendermal3en bestétigen:
1
man setze y(z) = 2 — 1 und suche alle x mit |y(x)| < 3

Dazu zeichne man die Funktion y(z) und z(z) := |y(z)|
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Klausur vom Februar 2002

1
Es kann abgelesen werden, wo z(x) < 3 ist.

Losung zu Aufgabe 2:

a) Esist

3n+2n—1 3+

gesuchten Grenzwert lim

m2—2n+1 2—

_l’_

n—oo n

SIS
33~

3n*+2n—1 3
n—oo2n? —2n+1 2

1 1
.Wegen lim — = lim —; = 0 gilt fiir den
n—

oo N2

b) Esist 322 — 62 +3 = 3(22 — 2z + 1) = 3(x — 1)? und 42 — 4 = 4(x — 1). Daher wird

lim
r—1

4r — 4

322 — 6z +3 3

= lim 1(93—1) =0.

r—1
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Losung zu Aufgabe 3 a:
Wenn D; = R ist, erhilt man folgende Aussagen:

Es ist f auf R definiert. Wenn es ein Intervall [xg — &, xg + ¢] gibt mit
f(zo) < f(x) firalle z € [zg — &,z + €], so hat f bei x( ein relatives Minimum.
Eine hinreichende Bedingung ist:

Wenn [ bei 2o zweimal stetig differenzierbar ist und f’(z) = 0 sowie
" (x0) > 0 gilt, so hat f bei z ein relatives Minimum.

Losung zu Aufgabe 3 b:

Die Funktion ist iiberall differenzierbar, es gilt f/(z) = (42% — 8z)e® ~4%”_ Fiir alle z € R ist

e* > 0. Dannist f/(z) = 0 genau dann wenn 42 — 8z = 4x(2? — 2) = 0 ist. Kritische Punkte

sind folglich 1 = O und 25 = /2, 23 = —V/2.
In [v2,00) ist f'(xr) <0, alsoist
In [0,2] ist f'(z) >0, alsoist
In [-V2,0] ist f'(z) <0, alsoist
In (—o0,—/2] ist f'(x)>0, alsoist

Folglich hat f bei x; ein relatives Maximum und bei x5 sowie auch bei x3 relative Minima.

monoton wachsend,
monoton fallend,
monoton wachsend,
monoton fallend.

e

Das absolute Maximum von f auf [0, 1] wird bei 1 = 0 angenommen, weil f dort monoton fallend
ist.

Fiir das Intervall [0, 2] haben wir ein relatives Minimum bei x5 = /2, rechts und links davon ist die
Funktion monoton steigend. Folglich sind die Funktionswerte in den Randpunkten zu vergleichen:

fO)y=€"=1,
f(2) =€l =V =1,
Das absolute Maximum wird an den beiden Randpunkten 1 = 0 und bei x4, = 2 angenommen.

Fiir das Intervall [0, 3] wird das absolute Maximum bei = = 3 angenommen, weil f rechts von
29 = /2 und damit auch rechts von 24 = 2 monoton wachsend ist. In der Tat ist
f(3) = eBl736 = ¢%5 > 1,

Losung zu Aufgabe 4:

a) Die Bogenelastizitit gibt naherungsweise an, um wieviel Einheiten sich f(x) @ndert, wenn x
sich um eine Einheit dndert (Hier wird Az = 1 gesetzt!)

_Af(z) Az
f@) ==

Man kann die Bogenelastizitit auch als Verhiltnis der relativen Anderung von y = f(z) zur
relativen Anderung der GroBe x ansehen.

er(z)

b) f heist unelastisch, falls [ef(x)| < 1ist.

[

1
c) Die (Punkt-)Elastizitit ist als € ¢ (x) definiert. Fiir f(z) = 2T und z > O st
x x

fl(2)=2"2—22Inz=2"2(1 —Inx), also

ef(z) =27%(1 — Ina).

Wegen x > 0 ist 272 > 0, folglich wird f’(z) < 0 genau dann, wenn Inz > 1, also genau
firz > e.
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Losung zu Aufgabe 5:
a) Richtig ist 2).

6 5 3 1 2 3
b) A-B = -5 -3 -1 B-A= -2 0 2
1 1 1 -2 0 3

Losung zu Aufgabe 6:

Nach Trennung der Variablen erhilt man

1 3
T dy = 7 dt. Integrieren ergibt

In(y —1)=3-Int +C = In(t*) + C,
alsoisty — 1 =t3-Cund dahery = 1 +t3- C mit C € R.

3 3
Probe: Tatsichlich ist 3 = 3Ct? und ;(y —-1)= 7 Ct? = 3Ct2.
SkizzezuC =0, C=1, C=2:

=CrH
2 —= :
c=0
181 c=1H
c=2
16} E
/
14 /
12 /
e
_
- 1 _ "
08}
06}
04t
02t
0 . ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
-1 -08 -06 -04 -02 0 02 04 06 08 1

X

Losung zu Aufgabe 7:

Die Losung fiir die homogene Differentialgleichung gewinnen wir mit dem charakteristischen
Polynom A? — X —6=0. Dessen Nullstellen sind

1 [1+24 1 5
A1/2 5 1 5 T3 also A1 =3, X\

Folglich ist y(t) = C1e3! + Cye~?! die allgemeine Losung der homogenen Gleichung.

12
Die Funktion yg(t) = — e 2 ist eine spezielle Losung der inhomogenen Differentialgleichung,

deren allgemeine Losung ist also
y(t) = 2+ C1e 4 Cae 2.
Die Parameter C'; und Cs erhalten wir aus den Anfangsbedingungen:

y(0) =2+ C1e 4+ Cre® =1, also Cp +Cy = —1,
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y'(0) = 3C1e” — 209 =12, d.h.
Wegen () =-Cy—1 folgt
—3Cy —3—-2Cy =12
—5Cy =15
Cy= -3, also
Cr=—-(-3)—1=2.

Die Losung ist damit y(t) = 2 + 2e3 — 3e~2¢,

3C) —2Cy = 12.

Klausur vom Februar 2002
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4 Klausur vom Januar 2003

Aufgabe 1: (5 Punkte)
r+4 x-95 0

Fiir welche reellen Zahlen x gilt > ?
r+2 x+4

Aufgabe 2: (5 Punkte)

Zeigen Sie, dass die Funktion
f(z) =z +sinx fir0 <z <2rm

auf ihrem Definitionsbereich monoton wachsend ist. Geben Sie das absolute Minimum, das
absolute Maximum und eventuell relative Extrema von f auf [0, 27] an.

Aufgabe 3: (5 Punkte)

Berechnen Sie den Grenzwert

. n2—n
lim
n—soo n + 1

Aufgabe 4: (8 Punkte)

Aus einer Pyramide der Hohe h mit quadratischer Grundfldche der Seitenlidnge a soll ein Quader
mit quadratischer Grundfldche durch fiinf Schnitte wie folgt herausgeschnitten werden:

Ansicht Aufsicht

Der Quader habe die Seitenlédnge = und die Hohe y. Wie sind x und y zu wéhlen, damit der Quader
moglichst groBes Volumen besitzt?
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Aufgabe 5: (5 Punkte)

Wie groB ist das Flichenstiick, das sich ergibt, wenn man in die Parabel y? = 4x eine Sehne durch
x = 1 parallel zur y—Achse einzeichnet?

)

1 r=1

0 1 T
Aufgabe 6: (6 Punkte)
Die gewohnliche inhomogene Differentialgleichung
y'(z) + 2y (z) — 3y(x) =2 + 4o — 322, z€R

hat die spezielle Losung y(x) = 2. Geben Sie die allgemeine Losung an und bestitigen Sie durch
Differenzieren, dass Sie die Losung gefunden haben.

Losung zu Aufgabe 1:
Wir beseitigen die Briiche und unterscheiden dabei mehrere Fille:
a) Firxz > —2sind z 4+ 2 > O und x + 4 > 0, die Ungleichung ist dquivalent zu
(x+4) > (2+2)(x-5)

s 2248 +16 > z2—3x—10
= 11z > —26
- - 26
x R —
11

26
Wegen —— < -2 ist L; ={zeRlz>-2}.

11
26
b) Firz < —4istx +4 < 0und x + 2 < 0 Daher ist die Ungleichung erfiillt fiir z > BETR was
aber x < —4 widerspricht, also ist Lo = @.
26
¢) Firx > —4 und z < —2 erhalten wir die Ungleichung 11z < —26, also x < 11

26
Losungsmenge ist L3 = {z e R| —4 <z < _ﬁ}
Andere Fille sind nicht moglich und wir erhalten £ = £ U L3.
Losung zu Aufgabe 2:

Eine Funktion ist genau dann monoton wachsend, wenn f’(x) > 0 fiir alle in Frage kommenden z
ist. Esist f(z) =z +sinz und f'(x) = 1 + cos x.

Wegen | cos z| < 1 folgt f'(x) > 0 fiir alle x € R, also auch f/(z) > 0 fiir 0 < x < 2. Fiirx # m,
z € [0,2n] ist f(z) > Ound f'(7) = 0.

Weil f streng monoton wachsend in [0, 27]\{7} ist, liegt bei x = 7 kein relatives Extremum! Es
gibt auch keine weiteren relativen Extrema in (0, 27).
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Das absolute Minimum liegt bei = 0 und das absolute Maximum bei x = 27.

Loésung zu Aufgabe 3:
Es ist

1
Ta
Daher gilt
1 ~ lim L
ovET Jmin it s
n—oo mn 41 lim(1+%) 1+ lim 1 1 ’
n—oo n—oo
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Losung zu Aufgabe 4:
Der Quader habe die Seitenlinge = und die Hohe y. Nach dem Strahlensatz gilt

a a— a—x

h:y=—-:—— ,dh.esisty = h,0<z<a.
2 2
Daher muss 0 < y < h sein!
Das Volumen des Quaders ist V (2, ) = 22 - y. Wir eliminieren y, es wird V (z) = &~ 22h.

h
Esist V/(x) = —(2azx — 322). Die relativen Extrema in R erfiillen V'(x) = 0.
a

2
V'(z) = 0 gdw. 2ax — 323 = 0. Nullstellen sind z; = 0 und x5 = 30 Man beachte z2 € (0, a).

h 2 h 2
Wegen V' (x) = E(Qa — 6x) ist V" <3a) = E(—2a) < 0 und daher liegt bei x5 = 3¢ ein

relatives Maximum.

1/2\?
Weil V (z2) = 3 (3) a’h >0,V (0) =0, V(a) = 0 wird das (absolute) Maximum von V" auf

1
[0, a] bei xo angenommen. Die zugehdrige Hohe ist y = §h; das zugehorige Volumen ist

4
V(ze) = 2—7ha2.

Losung zu Aufgabe 5:
Aus der Skizze

i i i i i i i i i
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
X

entnehmen wir y; () = V4z = +21/z und ya2(x) = —2/ fiir die beiden Funktionsiste.

Die gesuchte Fliche ist wegen Symmetrie
1 1

1
2
A:2-/y(:c)dx:4/\/5dx:4/x§da::4-3x3
0 0

0

1

8
o 3

Losung zu Aufgabe 6:

Wir bestitigen zuerst, dass y(z) = 22

Differentialgleichung ist:

eine partikuldre Losung der inhomogenen

Esisty(z) = 2%, /() =2z, y"(z) = 2. Daher wird
y"(z) + 2y () — 3y(z) = 2 + 4o — 322
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Die allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung
y"(z) + 2y (x) — 3y(x) = 0 erhalten wir iiber die charakteristische Gleichung
A +2X1-3=0.

Nullstellen sind A\; = 1 und \g = —3, also ist y(z) = C1e® + Cze~3 die gesuchte Losung der
homogenen Gleichung. Die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung ist

y(x) = 2% + C1e® + Coe 3 mit C, Oy € R.
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5 Klausur vom Februar 2004

Aufgabe 1:

a) Es seien a, b, c € Rmita < bund ¢ > 0. Welche der folgenden Ungleichungen sind dann fiir
jede Wahl von a, b, ¢ auch richtig:

Dbc<ac 2)(a—bc<0 3)a?—-c2<b?>—c* 4)|bc—ac < (b—a)c
b) Bestimmen Sie die Menge aller reellen Zahlen x mit

Dz +3<2 2)[z[—2*>0

Aufgabe 2: Man untersuche die Funktion

22 —2r—3
24+

fz) =

anden Stellen 1)xg=0, 2)x; = -1, 3)—oc hinsichtlich ihres Verhaltens
(Grenzwertberechnung).
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Aufgabe 3:
a) Definieren Sie: ”Die Funktion f besitzt in x ein relatives Maximum”.
Hinweis: f braucht nicht differenzierbar zu sein.

b) Bestimmen Sie alle relativen Extrema der Funktion

2

f(z) = xe™
und bestimmen Sie ferner das absolute Minimum bzw. Maximum dieser Funktion auf dem Intervall
1
—:21.
4 )
Aufgabe 4:

a) Wie sind die Begriffe Punktelastizitit bzw. Bogenelastizitit definiert?

b) Berechnen Sie die Punktelastizitit € ¢ () von f. f sei definiert durch

1
f(ﬂ«"):l"f‘;

fiir z > 0. Fiir welche (positiven) z € R gilt: e¢(z) < 1?
Aufgabe 5:

a) A, B seien Matrizen vom Typ m x n bzw. p x r. Unter welcher Voraussetzung ist das
Matrizenprodukt A - B definiert:

Dm=r 2)n=p 3m4+n=p+r 4dm=n=p=r?
b) Berechnen Sie, sofern moglich, A%, AB, BA, B2 fiir

1 3 —4 2 2
A_(l 0 2) und B_<1 1).

Aufgabe 6: Berechnen Sie die allgemeine Losung von

1
y’:ﬁy+t2—1 fir ¢t>1

und fiihren Sie eine Probe durch.

Aufgabe 7: Losen Sie das Anfangswertproblem

'ty —12y+12=0, y(0)=1, ¢(0)=-7.

Losung zu Aufgabe 1 a:

Bei Aufgaben dieser Art ist zu beachten, dass eine positive Antwort begriindet (eigentlich
bewiesen) werden muss, bei einer negativen Antwort reicht ein Gegenbeispiel.

1) richtig
Die Ungleichung a < b bleibt durch Multiplikation mit einem positiven Faktor erhalten.

(Rechenregeln fiir reelle Zahlen)
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2) richtig

Aus a < bfolgt @ — b < 0 und hieraus wegen ¢ > 0: (a —b)c < 0-c= 0.
3) falsch

Fira=—-4,b=1,c=2gilt

a<b —4 <1 , aber
a? > v? 16 > 1 und folglich auch
a?—A>0r -2 16—-4>1-—4.

4) richtig
Wegen b > aistb — a > 0, also auch (b — a) - ¢ > 0. AuBerdem gilt das Distributivgesetz:
bc — ac = (b — a)c. Folglich ist
lbc — ac| = |(b—a)c| = (b— a)c,

d.h. es gilt an dieser Stelle das Gleichheitszeichen, damit ist aber auch die ,,<* -Beziehung
erklért.

Losung zu Aufgabe 1 b:
1) 4z|+3<2 <= 4z| < -1
Diese Ungleichung hat keine Losung, da |x| laut Definition immer groBer oder gleich Null ist.
2) Esgilt
2| — 2% > 0 < |z| > 22
= |z| = [z] - [x]
1> ||

Die Losungsmenge dieser Ungleichung ist also das Intervall [—1, 1] oder in
Mengenschreibweise {z € R| — 1 < x < 1}.

Losung zu Aufgabe 2:

An der Stelle zg = 0 wird das Nennerpolynom Null, das Zdhlerpolynom nimmt den Wert —3 # 0
an; es liegt also eine Polstelle vor.
Fiir > 0 ist auch 22 + 2 > 0, d.h. es gilt

z?2 -2z —3

1m D) = —OQ.
z—0t T+

Ist -1 < 2 < 0, so gilt 22 < |z|, der Wert im Nenner ist also negativ. Demnach gilt

. 22 —2x—3
lim — =
r—0— e +x
An der Stelle 1 = —1 erhalten wir:
2 2% — — 1 -
T ek S NG k)| N T . )
r——1 x241x z—-1  xz(z+1) r——1

Fiir das Verhalten im Unendlichen gilt
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Losung zu Aufgabe 3:

a) Die Funktion f besitzt an der Stelle x¢ ein relatives Maximum, wenn ein § > 0 existiert, so
dass fiir alle « € [xg — §; 20 + 0] N Dy gilt:  f(x) < f(x0), wobei D¢ den Definitionsbereich
von f bezeichnet.

b) Hierfiir bestimmen wir die ersten beiden Ableitungen der Funktion f(z):

fl(z)y=1- e pxe ™ (—2x)
=(1- 2302)6_9”2 ,

(@) = (—4z)e ™ + (1 — 22%)e " - (—22)
= (—4z — 2z + 4:z3?’)e_z2
= 2x(22% — 3)6_"’2 .

i,
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Eine notwendige Bedingung fiir relative Extrema ist f’(z) = 0. Da e firallez € R
groBer als 0 ist, kann dies nur fiir 1 — 222 = 0 gelten, also

1
202 =1 bzw. 2= .

Extremwertverdédchtige Stellen sind folglich

1
r1=— und 2x9=-——.
1 1
Man beachte 1 € [4;2],x2 %[4;2] Wegen
2-1<2 1—3)——4<0 und
V2 2 2

() o)

ist f” <\}§> < Ound f” <—12> > 0,

1 1
d.h. f(x) hat an der Stelle 7 2) ein Maximum und ein Minimum bei
e
(%)
\@’ 2 )

Weiterhin gilt

1 1 : 1

S)=Z.e 16 = ~ 0,235

/ <4> 1° i

2
f(2)=2-¢* == ~0,0366

_64

1 1
f(L) =L ~om

1
Folglich liegt das absolute Minimum der Funktion auf dem Intervall [4; 2} bei z = 2 und

. . . . . . 1
das absolute Maximum bei © = —=, die zugehdrigen Funktionswerte sind — und

Losung zu Aufgabe 4:

a) Die Punktelastizitit einer Funktion f an der Stelle xg berechnet sich nach der Formel

_ f'(=0) .x
er(@o) = flag) 7

die Bogenelastizitit auf [z¢, 29 + Ax] nach

Bytag = 1080 )0
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1 1
b) Fir f(z) =z + — gilt f'(z) =1 — —, also ist
x T

L1 1 22-1

) T 22 -1

=) T I T g
T+ — T+ —

X X €T

Dieser Wert ist fiir alle (positiven) 2 € R kleiner als 1 (da 22 — 1 kleiner ist als 22 + 1).

Es wurde nicht gefragt, aber sei der Vollstindigkeit halber erwihnt: ¢ f(x) wird negativ fiir
0<z<lundef(x)=0firz=1.

Losung zu Aufgabe 5:

a) A - B ist berechenbar fiir n = p (d.h. 2) ist richtig).
b) A ist eine Matrix vom Typ 2x3, B ist vom Typ 2x2. Berechenbar sind also B - A und B2.
Es gilt:

poa_( 2 2 1 3 -4\ [ 2-2 640 -8+4
-1 10 2 )"\ —-1-1 —340 4+2

(0 6 —4
-2 -3 6 )

(2 2 2 2\ ([ 4-2 442\ _[( 2 6
-1 -1 1)\ -2-1 241 )" -3 -1 )"

Loésung zu Aufgabe 6:

bzw.

Es liegt eine lineare Differentialgleichung 1. Ordnung in der allgemeinen Form y' = a(t)y + b(t)
VOT.

Sind A(t) und B(t) Stammfunktionen von a(t) bzw. von e=4(®) . b(t), so ergibt sich die allgemeine
Losung hiervon nach der Formel

y(t) = B(t) - e 4 ¢ . AW,

Hier ist a(t) = und b(t) = t? — 1, woraus sich

-1

. 1
/t_ldt n(t 1)

ergibt. (Beachte: wegen ¢ > 1 kann auf die Betragsstriche verzichtet werden, dat — 1 > 0 ist.)
Also ist

B(t) = /eln@” (- 1)dt:/t_11 (2 1)dt:/(’f+tl)_(’fl—1)dt

1
:/(t+1)dt:2t2+t.
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Es gilt daher:

y(t) = %t2 +teemltD o=l = (%ﬁ + t) (-1 +C-(t-1)

1 1 1, 1
:§t3+t2—§t2—t+0(t—1):§t3+§t2—t+0(t—1).

Probe: y/(t) = 312+t — 1+ C.
Dabher ist

1 , 1 (1, 1, )
eyt —l= (B2t O+ -1
- t—1<2 T3 )+ *

:%((%RH) (t—l)) +C+t2 -1

1 3
:§t2+t+0+t2—1:§t2+t—1+C:y’(t).
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Losung zu Aufgabe 7:

Zu l6sen ist eine lineare Differentialgleichung 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten, deren
allgemeine Form

y' +ay +by+c=0 (mita,b,c €R)

lautet. Diese hat die Losung
y(t) = yu(t) + ys(t).

Dabei ist yr die Losung des zugehorigen homogenen Systems
y" +ay + by = 0.

Nimmt man hierfiir y(¢) = e als Losungsansatz, dann ist 4 (t) = A\2e* und
y'(t) = Ae . Hieraus erhilt man nach Einsetzen in die Aufgabenstellung

NeMta-AeM+eM =0 bzw.
(A2 +ax+b)eM=0.

Da e nicht 0 wird, muss also A2 + a\ + b = 0 sein (charakteristisches Polynom). In unserem Fall
ista = 1und b = —12, d.h. es muss gelten

AN rA—12=0.

Dies ist eine quadratische Gleichung fiir A mit den Losungen

1 1 1 49 17
AMp=—cdy/-+12=—Zd /2 =—Z+=
1/2 2 1 2 4 272

wir erhalten also A\; = —4 und Ao = 3 und folglich ist yy (t) = Cre~ 4 + Cae3t .

Sei yg(t) eine spezielle Losung des inhomogenen Systems, z.B.

Wir erhalten somit
y(t) = yu(t) +ys(t)
= Cre ¥ 4+ Chedt + 1.
Hierfiir gilt y/(t) = —4C1e~4 + 3Cse3 und " (t) = 16C1e~* 4 9C4e3t. Die Bedingungen
y(0)=C1+Co+1=1 und ¢'(0) =—-4C, +3Cy = -7
liefern nach Auflésen der 1. Gleichung —C = (5, dies eingesetzt in die 2. Gleichung ergibt
4Cy + 3Cy = —T7,
also Co = —1 und folglich C; = 1. Es ist also
yt) =e -3t 41
die Losung des AWP.
Probe:
164 — 9e3 4 (—de 4 — 3e%) —12(e™* — 3 +1) 4+ 12
=(16—4—12)e* + (-9 -3 +12)* —12-1+12=0.

Bemerkung zu Aufgabe 6 und 7: Die Probe war in den Aufgaben nicht gefordert, dient hier also
wirklich nur der Uberpriifung des Ergebnisses.
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6 Klausur vom Januar 2005

Aufgabe 1: (6 Punkte)
Man bestimme alle reellen Losungen von

a) [lz] =] =5[] <1;
b) |2z — 3| > 2%

Aufgabe 2: (6 Punkte)
Man bestimme die folgenden Grenzwerte (falls sie existieren)
. —1000n2 4+ 3n — 7
a) lim
n—o0 n3+3n—7
2 — 13z -7

by lim —_—°>* 1
L R

¢) lim V2al — 22 + o
=0 322 + 2¢
Aufgabe 3: (8 Punkte)

Gegeben sei die Funktion f : [—5,4] — R mit

(x — 3)2%e®
r)=—"—"FF—e¢€
fa) ==
a) Bestimmen Sie alle Maxima und Minima dieser Funktion. Unterscheiden Sie dabei zwischen
relativen und absoluten Extremwerten.

b) Bestimmen Sie die Nullstellen der Funktion.

c) Erstellen Sie eine Skizze der Funktion.
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Aufgabe 4: (6 Punkte)

Berechnen Sie folgende Integrale

9

a) /\/E(:z:—2)da:
0

b) /mln:cdm

c) / 73:62 dx.
V2 + 223
Aufgabe 5: (8 Punkte)
Losen Sie die folgenden Differentialgleichungen bzw. Anfangswertprobleme
a) y'(z) — Sey(x) =5z, y(0) =1
b) y"(z) - 2y'(z) = 15y(x)
¢) ¥ (x) = (y(x) +2)
Aufgabe 6: (6 Punkte)

Fiir die Matrizen

1 1 2 -7 2 3
A= 1 21 und B = 2 0 —1
2 1 4 3 -1 -1
und den Vektor
2
v = -3
2

berechne man (wenn méglich):
a) A-v und v-A
b) 24 — 3BT
c) A-B und B-A

Losung zu Aufgabe 1:

a) Wegen | — 5| = 5 ist die Ungleichung dquivalent zu ||z| — 5| < 1.
Gelte im 1.Fall |z| — 5 > 0, also || > 5, d.h. z > 5 oder x < —5.
Die Ungleichung lautet dann |z| — 5 < 1, also muss |z| < 6 gelten.
Die Losungsmenge besteht aus den Intervallen (—6; —5] und [5; 6).
Im 2. Fall, fiir |z| — 5 < 0, also |z| < 5, wird die Ungleichung dquivalent zu —(|z| — 5) < 1,
also —|z| + 5 < 1 bzw. 4 < |z|. Weitere Losungsmengen sind demnach (4;5) und (—5; —4).
Beide Fille zusammen ergeben die Losung (—6; —4) U (4; 6) oder in Mengenschreibweise

L={xeR|—6<x<—4oderd <z <6}.
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3
b) Fiirz > > ist 2z — 3 > 0 und somit die Ungleichung dquivalent zu
20 —3>x% bzw. 0>2% 2043 = (z—1)>+2

Die letzte Ungleichung ergibt einen Widerspruch, die Losungsmenge ist fiir diesen Fall leer.
3
Istx < 3’ so ist 2z — 3 < 0 und somit
2z — 3| = —2x + 3.
Demnach muss —2x + 3 > 22 gelten, also

0> 2%+ 2z —3.

Die Parabel f(z) = 22 + 22 — 3 hat die Nullstellen
.131/2 = *1:':\/14’3,
esistz; = —-14+2=1,29 = —1 — 2 = —3, d.h. die Ungleichung ist erfiillt fir —3 < =z < 1,

3. . .
T < 5 ist hierfiir auch gewihrleistet, also

L={zeR|-3<z<1}=(-3;1).

Losung zu Aufgabe 2:
—1000n° + 3n — 7 nd(—100 + 5 — L) 0
a) lim n” -+ on = lim (= n’ "3)—720
nsoo  n34+3n—17 n—00 n3(1+%713> 1
n n

b) Fiirx = 4ist2? — 50 +5 =16 — 20 + 5 = 1 # 0, wegen der Stetigkeit von Zihler und
Nenner ist also
2 —13x—7 43-13-4-7 5

li - =2 _s5,
ooh 22— B+ b5  A2_5.4+5 1

c) Hier werden sowohl im Zihler als auch im Nenner die Grenzwerte 0, jedoch kann man den
Bruch kiirzen und folglich den Grenzwert berechnen:

V23— 222 4+ 1 ) x(\/izQ—Z:L‘—Fl) V222241 1
lim = lim =lim — = —.
a—0  3x?+ 2z z—0 (3 +2) z—0 3z +2 2
Losung zu Aufgabe 3:
-3 2 T
Esist f(z) = w=3)e _ e=(r—3)%"3 —e.

e3
a)

fl(x) =2(x —3)e" 3 + (z — 3)%* 3
= (20 —6+2% —6x49)e” 3
= (2% — 4z + 3)e" 3,

f(2) = 22 — 4)e" 3 + (2* — da + 3)e" 3

= (2% — 22 — 1) 3,
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Fiir lokale Extremwerte muss f’(x) = 0 gelten. Da e®~3 nicht Null werden kann, ist also

flx)=0<=2?—42+3=0
=ap=2+V22-3=2+1

alsorz1 =2+1=3undaxy =2—-1=1.
Nun ist

2
ff)=012-2-1-1e?=-= <0,
e
wir erhalten also ein relatives Maximum bei 1 mit
(1—3)2%! 4
f(l)zT—eze—z—ez—z
Wegen

f’B)=09-6-1)"=2>0
hat die Funktion bei 3 ein relatives Minimum und es ist

fB)=0—e=—e
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Zur Bestimmung der absoluten Extremwerte ist nun noch die Betrachtung der Randwerte
notwendig:

64
Wegen — > O istaber f(—5) > f(3) = —e, d.h. auch das absolute Minimum im
e

betrachteten Intervall liegt bei x5, = 3.

Aullerdem ist
(4 — 3)2%et
Fla) ===

folglich liegt das absolute Maximum im Intervall [—5; 4] bei 4.

—e=e—e=0> f(-1),

b) Eine Nullstelle liegt bei = = 4 (siehe Aufgabe a ). Da f’(z) zwischen 1 und 3 negativ ist, ist
die Funktion f(z) in diesem Bereich monoton fallend und fiir z > 3 bzw. z < 1 monoton
wachsend. Folglich kann es fiir z > 4 keine Nullstellen geben.

Fiir z > 3ist f/(z) = (22 — 42 + 3)e* 2 > 0, denn

22 —4dx+3=(1-2)2+2(1—-2)=(1-2)(3—2) > 0. Daher ist f monoton wachsend
firz > 3.

Genauso folgt f'(x) > 0 fiir x < 1, so dass f dort ebenfalls monoton wichst. Weil f bei

21 = 3 ein Minimum und bei x5 = 1 ein Maximum besitzt, ist f(z) < f(1) < O fiir

1<z <3

Es gibt nur eine Nullstelle: z = 4.
c) Skizze:

y=(x-3)2 * & 3-¢
, . :
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Losung zu Aufgabe 4:

a)
9 9 9 9
/ﬁ(x—Q)dx:/xéx—2xédx:/xgdaz—2/x;dx
0 0 0
9

b) [z -Inzdx wird durch partielle Integration berechnet.
Es gilt
[ (z)v(z)dr = uw(z)v(z) — [ u(z)v(z)dx.

1
Hieristu/(z) =2 = wu(z) = 5372 undv(z) =lnz = o'(z) = —.
T

Somit ist
1 1 1
/:c-lnxd:v:ﬁ-lnx/:cz'dx
2 2 x
1 1
259621113:—1%2-1—0

¢) Hier wird die Methode der Integration durch Substitution angewandt.

1
—dy.
62 y

Diese Substitution wird jetzt in das Ausgangsintegral eingesetzt, dann ergibt sich

d
Mit y = 2 + 223 ergibt sich d—y = 622 und daher ist dox =
x
/ 322 322 1
———drz= [ — - —dy
NoEwrs N
1 1
2) Vy
/ Y2 dy

-2y%:\/gj+C’.

N~ N~

Hieraus erhilt man das Integral als v/2 + 223 + C.
Losung zu Aufgabe S:

a) Es liegt eine inhomogene lineare gewohnliche Differentialgleichung vom Typ
y' = a(x)y + s(z) mit a(z) = 5z und s(x) = 5z vor.

Wenn man die allgemeine Formel darauf anwendet, wird zuerst A(z) = [ a(z)dz berechnet,
2

)
dh. A(z) = [ badx = 53:2 und damit wird h(z) := eA(®) = €37 gesetzt.
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Zii; de — f S(SL') dr = fe—A(w) . 5(1;)dx Also ist das

eA(z)
5
Integral B(z) = [ 5z - e~ 37" dz zu bestimmen. Wir setzen z = —§ac2 und daraus folgt

Als niichstes wird B(z) = [

dr = —idz. Somit ist
5%

/5xe_gx2dw = /5xez : (‘%)dz

= —/ezdz = —¢”.

Nach der Resubstitution erhélt man B(x) = —e 37" Die Gesamtldsung ist dann
y(x) = B(z) - h(z) + C - h(x) = —e 37 37 4 O e3” = —14C 3"
Aus der Anfangswertbedingung y(0) = 1 folgt

1=-14C-1, also C' =2,

2

und somit ist die Gesamtlosung y(z) = —1 + 2e37".
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b) Die homogene DGL 2. Ordnung schreiben wir in der Form
Yy’ —2y — 15y = 0.

Um diese Gleichung zu Iosen setzen wir y = e**. Daraus folgt 3/ = \e* und " = A\2e?®
ist. Dies setzen wir in unsere Gleichung ein und erhalten

N2eA — 2\eM — 15eM = () bzw.
(A2 —2)\ — 15)eM = 0.
Daher muss
A% —2) — 15 = 0 sein.

Die Losungen sind A\; = —3 und Ay = 5.
Somit ergibt sich die Losung der Differentialgleichung

y(z) = Ae™3 4+ Bed®.

c) Dies ist eine Differentialgleichung mit getrennten Variablen der Form

y'(x) = f(y) - g(x). Hier sind f(y) = (y +2)* und g(z) = 1.
Somit ist

dy _
de

1
daraus fOlgt /Wdy: /dx

Wir erhalten nun

f(y) - g(x) oder -dy = g(z) - dz.

1
f()

—yiQ:x—i—C, also —1=(xz+C)(y+2).

Es folgt

1
und daherist y(z) = -2— ——, C€R

2= —
y+ z+C’

1
z+C’
die Losung der Differentialgleichung.

Losung zu Aufgabe 6:

A und B sind (3, 3)-Matrizen, v ist ein Spaltenvektor der Dimension 3, also eine (3, 1)-Matrix

a)

11 2 2 1-241-(=3)+2-2 3
Awv=|12 1 |- -3 |=[1-24+2-(-3)+1-2 = -2
21 4 2 2:24+1-(-3)+4-2 9
v - A ist nicht berechenbar.
b)
11 2 -7 2 3 23 —4 =5
2.1 121 ]-3- 2 0 -1 |=| -4 4 5
2 1 4 3 -1 -1 -5 5 11
Beachte: Beide Matrizen sind symmetrisch, d.h. es ist A” = Aund BT = B.
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7 Klausur vom Januar 2006

Aufgabe 1:

a) Es seien a, b,c € R mit a < bund ¢ > 0. Welche der folgenden Ungleichungen sind dann fiir
jede Wahl von a, b, ¢ auch richtig bzw. nicht richtig:

Dbc<ac 2)(a—bc<0 3)a®—c<b3—c 4)|ac| < |be.
b) Bestimmen Sie die Menge aller reellen Zahlen x mit

4
D2lz|+5<3 2)- <2
x

Aufgabe 2: Untersuchen Sie die Funktion

23— 3z +2
213 — 2x

fz) =

an den Stellen
Daxg=0, 2)x1=1, 3)4+x

hinsichtlich ihres Verhaltens (Grenzwertbetrachtung). Begriinden Sie die Resultate.
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Aufgabe 3: f sei auf [a, b] definiert.

a) Definieren Sie:
“Die Funktion f besitzt in z ein absolutes Maximum fiir [a, b]”.

b) Bestimmen Sie alle relativen Extrema und alle Wendepunkte der Funktion

5%

@)=

Skizzieren Sie den Graphen von f auf [-10,10].

1
¢) Bestimmen Sie das absolute Minimum bzw. Maximum dieser Funktion auf dem Intervall [5, 5] .

Aufgabe 4:

a) Wie ist die Punktelastizitét definiert?

b) Berechnen Sie die Punktelastizitit € ¢ (x) von f, f sei definiert durch

1

flz) =x-ea?.
Fiir welche z € R gilt: e ¢(x) > 0?
Aufgabe 5:

a) A, B seien Matrizen vom Typ m x n bzw. p x r. Unter welcher Voraussetzung ist das
Matrizenprodukt A - B definiert:

Dm=r 2)n=p 3m-n=p—r 4)m=noderp=r?

2 1
b) Berechnen Sie, sofern moglich, A% AB, BA, B2 fiir A = < (1) _31 >, B = 0 3
6

Aufgabe 6: Berechnen Sie die allgemeine Losung von

y' = cos(t) -y + 0,

Aufgabe 7: Losen Sie das Anfangswertproblem

y' +10y +10=0, y(0)=1, ¢ (0)=09.

Losung zu Aufgabe 1 a:

Bei dieser Aufgabenstellung ist zu beachten, dass die Richtigkeit der Aufgabe begriindet werden
muss, wihrend fiir die Aussage ,,nicht Richtig” die Angabe eines Gegenbeispieles geniigt.

1) nicht richtig

Beispiel: a =2 ,b=3und c = 4. Dann ist 3 - 4 < 2 - 4 eine falsche Aussage.
2) richtig

Wegen a < b gilta — b < 0, also auch (a — b) - ¢ < 0, da ¢ positiv ist.
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3) richtig
Die Ungleichung gilt genau dann, wenn a® < b3.
Fallunterscheidung:
1 0<a<h
Dann ist a3 < a?b < ab® < b3
(i) a <0 <0
Dann ist a® < 0 und b® > 0, also a® < b3.
(iil)) a < b < 0.

Dann ist |a| > |b|, folglich |a|® > |b|* und die Ungleichung folgt wegen a® = —|a|?
bzw. b3 = —|b|3.

4) nicht richtig
Beispiela = —2,b=1und ¢ = 3. Dannist | — 2 - 3| < |1 - 3| eine falsche Aussage.
Loésung zu Aufgabe 1 b:

1) Die Losungsmenge ist leer, denn
2z|+5 <3 <= 2lz| < -2
und die rechte Ungleichung kann wegen |z| > 0 nicht erfiillt sein.

4
2) — < 2ist nur definiert fiir x # 0.
x

1. Fall: = > 0. Es ist
4
— <2 <= 4<2zx < 2<uz,
X

d.h. £1 = [2; OO)
2. Fall: = < 0. Dann wird

4
—<2<=4>2x << 2>z
X

Die rechte Ungleichung ist fiir alle z < 0 erfiillt, folglich ist
ﬁg = (—OO; 0).

Somit erhalten wir £ = £1 U Lo = (—00;0) U [2; 00),
oder in Mengenschreibweise:

L1 ={xeRlz>2}, Ly={zeR|zr<0},
£=£1U£2={$€R‘$<0\/x22}.

Loésung zu Aufgabe 2:

Die Funktion ist fiir zop und x; nicht definiert. Bei g = 0 nimmt das Zdhlerpolynom den Wert 2 an,
das Nennerpolynom wird 0, es liegt also eine Polstelle vor.

Fiir 0 < 2 < 1list 2® < z, also 223 — 22 < 0. Hieraus folgt

3 —3x+2
m ——— = —&0
r—0Tt 2333 — 2z
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und analog

. 3 —3r+2
lm ——— =
20— 2x3 — 2z

Fiir z1 = 1 nehmen Zihler und Nenner den Wert 0 an. Die Werte der Ableitungen an dieser Stelle
sind jedoch verschieden von 0, deshalb kann die Regel von de I’Hospital angewendet werden. Es ist

:1;3—3:c+2_1, 33;2—3:0‘

lim = lim
o1 2x3 — 2 z—1 6x — 2

Ohne diese Regel anzuwenden bekommen wir auch

3 _ 2 _ _ _
lim & 3x+2 lim (=2 +1)(z+2) — lim (x—1)(xz—1)(z+2)
a—1 223 — 2z z—1 2z(z? — 1) a—1  2z(x —1)(z+1)
_ i B D@+2) 0.
a—1  2z(x+1)
Fiir das Verhalten im Unendlichen gilt
3 2
3  — il
. 23 —3x 42 7 x2+m3 1
lim ——— = lim = —.
zo0 223 — 2z 500 2 2
x

s o — = — cer s e
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Losung zu Aufgabe 3:

a) Die Funktion f besitzt in 2 ein absolutes Maximum auf [a; b], wenn fiir alle x € [a; ] gilt

fz) < flxo) -

b) Hierfiir werden die ersten drei Ableitungen der Funktion f(z) =

5
= j_ 7 benotigt. Diese sind

5(x2 4+ 1) =5z -2z 522 +5— 1022

/
To ===y = @iy
—522 +5 5(z% — 1)
TEE TR
() = —10x - (22 4+ 1)2 +5(2% — 1) - 2(z2 + 1) - 22
(:B2 + 1)4
=10z (2% +1) +20z(2? — 1) —1023 — 10z + 202° — 20z
- (22 +1)3 - (22 +1)3
1023 — 30z 10z(z? — 3)
T @1 (@413
() = (3022 — 30)(2? +1)3 — (102 — 30x) - 3(22 + 1)? - 22
(3:2 + 1)6
~ (302% — 30)(2? + 1) — (102® — 30z) - 6z
o (22 + 1)1
302" — 3022 + 302% — 30 — 60z* + 180>
o (22 + 1)
—30x* + 18022 —30  —30(z* — 622 + 1)
- (2 4+ 1)* T (@21

Wegen 22 + 1 > 0 ist die Funktion auf ganz R definiert. Fiir lokale Extremwerte muss gelten
f'(z) = 0, hier also 5(2% — 1) = 0. Das ist erfiillt fiir 22 = 1, folglich sind mogliche

Extremwerte x1 = 1 und 29 = —1.
Wegen
10(1 —3) 20 5
"M="—T=-"=—-2<0 bzw.
P =G5 8§ 2° -

-101-3) 20 5
" —1 = L = — = — > O
F=y (1+1)3 8 2
sind auch die hinreichenden Bedingungen fiir Extremwerte erfiillt; die Funktion hat ein

5 5
lokales Maximum bei <1; 2) und ein lokales Minimum bei <—1; —2> .
Fiir wendepunktverdichtige Stellen muss f”(x) = 0 gelten, hier also
10z(x? — 3) = 0.

Dies ist der Fall fiir z = 0 oder 2> = 3. Kritische Punkte liegen also bei 23 = 0, 24 = /3
und 25 = —/3.
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Es ist

30
f"(0)=—-—==-30#£0 und
14
—-30(9—-18+1) 240 15
M3\ = f"(—\/3) = 2= _ 0
f"(V3) = f"(=V3) (3+1)4 256 167é
Folglich sind alle kritischen Punkte wirklich Wendepunkte.
Skizze:
25 1 1 1 25 1
Esist f(B) = —und f | - | = = = —,dh. f(5) = — ].Dadi
©) Bsist /(5) = 55 un f(5> 1 26,25 ~ 26" 4 S) f(5> ade

—+1
25+

Funktion stetig ist und in diesem Bereich genau ein relatives Maximum bei <1; 2) hat, ist

dies auch das absolute Maximum und die beiden Randpunkte sind absolute Minima.

Losung zu Aufgabe 4:

a) Die Elastizitiit € ; einer Funktion f berechnet sich im Punkt z nach der Formel

er(zo) = ff((jg)) T -

b) Fir f(z) = z - /%" ist

Folglich gilt

2\ 4, 1 2

und dies ist fiir alle = £ 0 berechenbar.

Dieser Wert ist gro3er als Null, wenn entweder beide Faktoren positiv oder beide negativ sind.

Download free eBooks at bookboon.com


http://bookboon.com/

Mathematik fiir Wirtschaftswissenschaftler I: Klausuren Klausur vom Januar 2006

1.Fall: = > 0. Dann ist

2
1-—>0
x2

= 22 —2>0 = 1°>2 == z>2.

2.Fall: x < 0. Es ist

2
1-— <0
22

2

e 2 2<0 = 2 <2 = > V2

Demzufolge ist £ ;(x) > 0 fiir alle * € R mit z € (—/2;0) oder x € (v/2; 00).

Losung zu Aufgabe S:

a) A - B ist definiert fiir n = p (also Fall 2).
b) A ist eine Matrix vom Typ 2x2, B ist vom Typ 3x2. Berechenbar sind also A% und B - A.

(1 LY (1 —1\_ (140 -1-3\_(1 —4
“\o 3 0 3 ) \o+0 0+9 J \o 9 )’

DEINE SCHNITTSTELLE ZUM ERFOLG.
HIER BIST DU RICHTIG VERBUNDEN!

by BNP PARIBAS

Die Consorsbank ist eine der fihrenden Direkt-
banken Europas. Lege jetzt als Werkstudent
oder Praktikant bei uns den Grundstein fur
deine erfolgreiche Karriere.

Einfach online bewerben unter:
www.consorsbank.de/karriere

Download free eBooks at bookboon.com

56

Click on the ad to read more



http://bookboon.com/
http://bookboon.com/count/advert/4d404596-55f0-4455-a14c-a45200dccdea

2 1 1 —1 240 -2+3 2 1
B-A= 0 3 < 0 3 ) = 0+0 0+9 = 0 9
-4 6 —44+0 4+18 —4 22
Losung zu Aufgabe 6:

Es liegt eine lineare Differentialgleichung 1. Ordnung in der allgemeinen Form y' = a(t)y + b(t)
VOT.

Sind A(t) und B(t) Stammfunktionen von a(t) bzw.von e =) . b(t), so ergibt sich die allgemeine
Losung hiervon nach der Formel

y(t) = B(t) - @ 4 ¢ . AW,

Esist a(t) = cost, also A(t) = [ costdt = sint und
B(t) = /e_ sint | esint gy — /ldt =t, woraus

y(t) =t- et 4 O eSB = (t 4 C)eS?

Y (t) = ™ 4 (t + C)e" ™ - cost = 5 4 y(t) cost.

Bemerkung: Durch Vorgabe eines Anfangswertes liele sich C bestimmen; das ist hier aber nicht
vorgesehen.

Losung zu Aufgabe 7:
Zu l6sen ist eine lineare Differentialgleichung 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten, deren
allgemeine Form

y'+ay +by+c=0 (mita,b,c€R)

lautet. Diese hat die Losung y(t) = yg(t) + ys(t), dabei ist yg die Losung des zugehorigen
homogenen Systems y” + ay’ + by = 0 und yg ist irgendeine spezielle Losung des inhomogenen
Systems.

Nimmt man hierfiir y(¢) = e als Losungsansatz, dann ist 4" (t) = A\2e und 3/ (t) = Ae .

Hieraus erhilt man nach Einsetzen in die Aufgabenstellung
NeM pa-AeM 4 eM =0 bzw. (A2 +a)+b)eM =0.

Da e nicht 0 wird, muss also A2 + a\ + b = 0 sein (charakteristisches Polynom). In unserem Fall
ista = 10 und b = 0, d.h. es muss gelten

A +10A0=0 ,also
A(A+10) =0.
Hierfiir erhilt man die Losungen A\; = 0 und Ao = —10, d.h. es ist

yH(t) = Cleo't + 026—10t =C1+ 026_10t.
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yg sei eine spezielle Losung des inhomogenen Systems, wegen b = 0 kann in unserem Falle

c 10

gewihlt werden. Wir erhalten
y(t) = yu(t) +ys(t) = Cr + Cae™ ' — 1.

Hierfiir gilt y/(t) = —10C2e 1% — 1 und 3" (t) = 100Ce 1%,
Nun ist y(0) = 1, d.h.

Cr4+Cy-e"—0=C1+Cy =1,
und 4’ (0) = 9, mithin
—10C%¢" — 1= —10C, — 1 =09.

Die zweite Gleichung liefert Co = —1, woraus sofort C; = 2 folgt. Damit lautet die Losung des
AWP

y(t) =2 —e 10 ¢,

Probe:
y" (t)+10y/(t)+10 = 100-(—1)e 0 +10((—~10)(—1)e 0 ~1)+10 = —100e~ % +100e 1% = 0.
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8 Klausur vom Februar 2007

Aufgabe 1 (4 Punkte): Besitzt die Menge M = {z|(x — 1)(z — 2) < 2% — 1} ein Minimum,
Maximum, Infimum, Supremum?

Aufgabe 2 (4 Punkte): Von einer Zahlenfolge {.S,,} sei bekannt:

1 1 1 N
S1=— 52—1—0+r.(], ey S’n—;w fiir n € N.

Bestimmen Sie, falls das moglich ist, lim S,.
n—oo

Aufgabe 3 (3 Punkte): Berechnen Sie:

14+x+22 d i 142+ 22
50 322 +2 SN 32212

ABK
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Aufgabe 4 (6 Punkte): Mit Hilfe der Differentialrechnung bestimme man die Teilmengen von R,
auf denen die Funktion

iy = -

a) monoton wachsend, b) konvex ist.

Aufgabe 5 (8 Punkte):

Geben Sie die Mafle eines oben offenen Bassins mit quadratischer Bodenfliche und senkrecht
darauf stehenden Wénden (das Bassin ist ein oben offener Quader) an, welches bei vorgegebenem
Volumen V' eine moglichst kleine Flidche fiir Winde und Boden (Oberfliche) besitzt. Welchen
Zahlenwert erhilt man fiir V' = 4m??

..................................

Aufgabe 6 (4 Punkte): Berechnen Sie das unbestimmte Integral
3
/ < — 8649”) dz.
x

Aufgabe 7 (5 Punkte):

a) Berechnen Sie den Flicheninhalt der Fliche, die von der Kurve der Funktion f(x) = = + 22,
dem Intervall I = [0, 5] auf der z—Achse und den Loten in den Randpunkten (0, f(0)), (5, f(5))
begrenzt wird.

b) Welchen Wert erhalten Sie, wenn I durch das Intervall [—2, 2] ersetzt wird?
Aufgabe 8 (6 Punkte): Welche Funktionen P sind Losungen der Differentialgleichung
P'(z) = —aP(x)b,

wobei a > 0, b > 0 gegebene reelle Zahlen sind? Welche Funktion P(z) erfiillt die
Anfangsbedingung P(0) = 1?

Losung zu Aufgabe 1:

Wir versuchen, M anders zu beschreiben: Es ist x € M genau dann, wenn
(x — 1)(x — 2) < 2% — 1. Das ist dquivalent zu 22 — 3z + 2 < 22 — 1, also zu —3x < —3 bzw.
x > 1. Also gilt M = {z|x > 1}.
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Folglich besitzt M kein Minimum und kein Maximum. Es ist inf M = 1. M hat kein Supremum,
héufig schreibt man aber sup M = +4oc.

Loésung zu Aufgabe 2:
Offenbar ist S;, = 0,1...1 und daher .S,, < 0, 2 fiir alle n.
——

n—mal

Die Folge {5, } ist beschrinkt und monoton wachsend, folglich existiert lim S,.
n—oo

n
Wir setzen by, :== 10~", dannist b, = b,_1-107!, n € N.Esist S,, = >_ b;
-1

(S, ist die n-te Partialsumme der geometrischen Folge {b,, }, und es ist N
g = 1071). Daher wird
o
1 1 1 10 1
1' S: b':iizi-izf'
o0 ™ Z; 0, 1L 710 9 9
B 10

_ 1 _
Inder Tatist 0,11 = 9 (weil 1:9=0,11 ist).

Hier wurde benutzt, dass die n-te Partialsumme einer geometrischen Folge mit dem Quotienten ¢

1—g"
und dem Anfangswert a( gerade S, = ag - T 4 ist.
—q
Loésung zu Aufgabe 3:
1 1
2 1 1
1+—+— i
" . P+ +1 v <+x+m2> I+ -+ 3
Fiir # 0 1st 3272 = D) = 72
T o2 <3 + 2) 3+
x x
Deshalb ist

A
Prep1 1T Mot lms

e300 322+ 2 1 3
v 3+2 lim —
T—00 I
1 1
wegen lim — = lim — =0.

T—00 I 200 2

Dagegen ist

?+r+1 1
m ——-—— = —.
=0 322 +2 2
Lésung zu Aufgabe 4:

Wir erkennen, f ist auf R differenzierbar und es gilt f'(z) = 22 — 2 sowie f”(z) = 2z — 2 fiir
alle z € R.

Auf einem Bereich (Intervall) € ist f monoton wachsend genau dann, wenn f’(x) > 0 fiir alle
x € () ist, das bedeutet hier

z(r—2)>0 firallex € Q.

Wir wollen Mengen €2 C R finden, fiir welche dies richtig ist. Zur Auflésung der Ungleichung
unterscheiden wir die Fille x > 0 und z < 0:
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a) Im Fall z > 0 gilt z(x — 2) > 0 dann und nur dann, wenn auch x — 2 > 0 ist. Daher ist
O = {z|z > 2}.

b) Im Fall z < 0 gilt die Ungleichung genau dann, wenn x — 2 < 0, also « < 2 ist. Das bedeutet
Qg = {z]|z < 0}.

Wir erhalten: f ist auf 2 = Q; U 29 monoton wachsend.

Aus der Analysis ist bekannt, dass eine 2-mal differenzierbare Funktion f auf einer Menge M
konvex genau dann ist, wenn f”(x) > 0 gilt.

In unserer Aufgabe bedeutet dies 2x — 2 > 0 fiir alle x € M. Nun ist 2z — 2 > 0 gleichbedeutend
zu x > 1. Daher ist f auf M = {x|z > 1} konvex.

Losung zu Aufgabe 5:
Fiir Volumen V' und Oberfliche O gelten

V=h-a> und O =da?+ 4ah.

Vv Vv
Dann ist h = — (wegen a > 0 ist Division erlaubt) und damit O = a?+4—.
a a

Beachte: O ist eine Funktion von a.

Wir suchen a, welche O minimieren unter der natiirlichen Einschriankung a > 0. Notwendig fiir ein
Extremum ist
_dO

OI—%:2CL—4VCL_2:O.
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Wegen a > 0 ist die Bedingung gleichwertig zu 2 = 4V a3 d.h. a = v/2V. Das zugehérige h ist

v vy 1, 1
h— S92V = —a.
Tne - oy a2V e

Weil die zweite Ableitung O (a) = 2 + 8V a3 ist, folgt O” (W) > 0 und bei der

extremwertverdichtigen Stelle a = +/2V liegt ein relatives Minimum vor. Da es nur eine
extremwertverddchtige Stelle gibt, ist diese die Losung.

Fiir V = 4m? ergibt sicha = 2 (m) und h = 1 (m).

Losung zu Aufgabe 6:

3 1
/ L - 86_4”5} dx = S/xda: - 8/6_4wd.7} =3n|z|+ 274 4+ C.

Losung zu Aufgabe 7:

Es ist

a) Wegen x + 22 > 0 fiir z > 0 ist der Flicheninhalt

5
25 125 325
— 4+ — =—=54.4...
/x—i—x 2+ 3 6 )
0

b) Esistz + 22 < 0 fir —1 < 2 < 0.

Die gesuchte Fliche berechnet sich als

0 2
/[:U+x2]dx—/x—|—x dx—i—/a:—l—a:
1

-2 0
[3}3 22171 2 2210 B 222
s[5
3 2], 3 2], 3 2 1o
= 1+1+8 2 1+1+8+2
3 23 3 2 3

17
= —=05,6...

3 b

Loésung zu Aufgabe 8:

Das charakteristische Polynom lautet A + ab = 0, daher ist P(2) = e~ und natiirlich ist
P(0) =€’ =1.
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Aufgabe 1: (7 Punkte)

Bestimmen Sie alle reellen Lésungen von
6r—2 3zx—-4

Vo1 w-2

<0 b) |z + 1] —|z|+]z -1 <5 o) |v? —4x — 5| <7

Aufgabe 2: (6 Punkte)
a) Treffen Sie Aussagen zur Monotonie der Zahlenfolge (a,,) = (n? — 4n — 9).
b) Berechnen Sie die Grenzwerte der Zahlenfolgen mit

62 4 5t d A 4mn? —7mn+3

n° + 5n + n sin ———5————

= d b, = 2ns — 7
3n2—-5n—-4 3n2-5n+4 o n=e

an

Aufgabe 3: (8 Punkte)

Betrachtet werde die Funktion f mit f(z) = —2(z — 1)3 — 9(x — 1)? — 12(x — 1) — 4 auf dem
Intervall [—2; 2].

a) Bestimmen Sie alle Maxima und Minima der Funktion; unterscheiden Sie hierbei zwischen
relativen und absoluten Extremwerten.

b) Bestimmen Sie die Nullstellen der Funktion.

c) Skizzieren Sie den Verlauf der Funktion im angegebenen Intervall.

Aufgabe 4: (7 Punkte)
Berechnen Sie die folgenden Integrale:

™

2 . Inx
a) [cosx - e Tdx b) [ (z—4)dx o [ de
0

Aufgabe 5: (9 Punkte)
Bestimmen Sie die Losungen der folgenden Differentialgleichungen bzw. Anfangswertprobleme:

oy + Loty =

b)y" +4y' =21y ; y(0)=0; y'(0) =10
c)y” — 8y + 16y = 48
Aufgabe 6: (6 Punkte)

1 0 2 -2 1 1 1
Fiir die Matrizen A= 0 3 0 B= 0 3 2 und den Vektorv = | —1
2 0 4 -3 0 -2 2
berechne man, wenn moglich
a) Av und v A.
b)2A — BT,
c) AB

d) Fiir welche reellen Zahlen « ist die Matrix < g i > singulér?
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Losung zu Aufgabe 1:

1
Es muss x # — und = # 2 gelten, da die Nenner nicht negativ werden diirfen. Folglich sind
drei Fille zu unterscheiden:
@) z>2; dhh z—2>0 und 2z-1>0;

1
(ii) §<$<2; dh. 2—2<0 und 2z-1>0;
1
(iii) x<§; dh. z—2<0 und 2x—-1<0.

Um die Ungleichung zu 16sen, muss die gesamte Ungleichung mit beiden Nenner-Termen
multipliziert werden. Im Falle (i) wird mit 2 positiven Werten multipliziert, dass
Relationszeichen dndert sich nicht:
6r—2 3zx—4
2r—1 -2

< 0 gdw.

(6z —2)(x—2)— Bz —4)(2x—1) <0

622 — 22 — 122 4+4 — (622 —8x — 3z +4) <0
—14x+4+11z -4 <0

—3x <0

x > 0.
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Das ist fiir alle = dieses Bereiches gewihrleistet wegen = > 2, es ist also £1 = (2;00).

Im Fall (ii) multiplizieren wir mit einem positiven und einem negativen Wert, das
Relationszeichen kehrt sich um und die Ungleichung ist demnach dquivalent zu x < 0. Das

1
ist ein Wiederspruch zu 3<®< 2, folglich gilt Lo = ().
Im Fall (iii) multiplizieren wir mit zwei negativen Werten, dass Relationszeichen bleibt

erhalten und die Ungleichung ist wie bei (i) 4quvalent zu = > 0.

1 1
Wegen z < 3 gilt also L3 = [O; 2), folglich ergibt sich die Gesamtlosungsmenge
1
L=L1ULg= [O; 5) U (2;00) bzw.
1
Lz{x€R|O§$<§oderx<2}.

b)
e+ 1| —|z|+ ]|z —1] <5

Bei Aufgaben dieser Art ist es wichtig, die Definition des absoluten Betrages exakt
anzuwenden:

la] = a fir a>0
"l —a fir a<0

Zu unterscheiden sind hier vier Fille:

(i) > 1 (alle Werte in den Betriigen sind nichtnegativ)

Die Ungleichung ist dquivalentzuz + 1 —x + z — 1 < 5, also z < 5 folglich ist
Ly = [1;5]

) 0<x <1

Auflosen der Betrige fithrt zu x + 1 — x + (— (=

—1)) <5,also —x + 2 < 5, was fiir
alle = des Bereiches erfiillt ist, es folgt L2 = [0; 1)

(iii) Fir —1 <z < Oerhalten wirz +1 — (—2) + (—(z — 1)) < 5bzw. 2 + 2 < 5, d.h.
L3 =[-10)

(iv) Bleibt z < —1 zu betrachten; dies fiihrt zu

—(x+1)—(—x)+ (—(z — 1)) < 5bzw. —x < 5, was dquivalent ist zu x > —5. Es ist
also L4 = [—5;—1),

Die Zusammenfassung der Teillosungen liefert £ = [—5; 5].
¢) Bsist [#2 — 42 — 5| < 7 gdw.
—T<z®>—4r—-5<7, bzw.
-2 < 2? -4z < 12.
Setze y(x) = 22 — 4 — 12. y(x) ist eine nach oben gedffnete Parabel mit

y(e1) = y(z2) = 0 und

21 =2—-VA+12=2—4=—2,
To=2+VA+12=2+4=6.
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Folglich ist y(z) < 0 firx € £1 = (—2;6).

Zur Losung der Ungleichung —2 < 2% — 4x setze z(z) = 22 — 4z + 2. 2 hat die Nullstellen
x5 =2—+2und x4 = 2+ V2.

Die Ungleichung ist dquivalent zu z(z) > 0, was fiiralle z € Lo = R\ [2 — v/2;2 + v/2] der
Fall ist.

Nun ist

L=L1NLy=(—26)\]2—-V2;2+ V2 = (2,2 - V2)U(2+V2;6).

Losung zu Aufgabe 2:
a) Betrachtet man die Differenz der Folgeglieder a,,+1 und a,, so erhélt man
i1 —an=Mn+1)* —4(n+1) -9 — (n? —4n —9)

=n’+2n+1—-4n—-4—-9—-n>+4n+9
=2n — 3.

Dieser Wert ist fiir n = 1 negativ und fiir n > 2 gréBer als Null. Folglich ist diese
Zahlenfolge ab n = 2 streng monoton wachsend.

b)
y _ 6n2+5n+4+1. dn
oo ™ iS00 3n2 — Bn — 4 | nooo 3n% — b+ 4
2 5 4 2 4
n“(6+ >+ > -
:lim—2( n Tﬁf)+1‘ " S -
n%oon(?)—ﬁ—nf?) "HOOTL(S—E-FP)
~_6+0+0 0 _
S 3-0-0 3-0+0 7
Fiir die Zahlenfolge b,, ist es wegen der Stetigkeit der e-Funktion ausreichend, den Grenzwert
des Exponenten zu bestimmen.
4 2 2 4r — T 4+ 3 4
lim sinﬁn—ﬁn—i_3 = lim sinn (r = +52) — sin — = sin 27 = 0.
n—00 m2 —17 n—00 n2(2 — %) 2
Hierbei wird ausgenutzt, dass auch die Sinusfunktion stetig ist. Folglich ist
lim b, =€’ =1
n—oo
Losung zu Aufgabe 3:

a) Zur Bestimmung relativer Extremwerte ist die Berechnung der ersten beiden Ableitungen der
Funktion giinstig, es ist

fl(x) = —6(x —1)? —18(x — 1) — 12
= 622 +122 — 6 — 182+ 18 — 12
= —62% — 6z = —6z(z + 1),

f"(z) = —122 — 6.

Notwendige Bedingung fiir einen relativen Extremwert ist f/(x) = 0, dies ist fiir
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z1 =0und 2o = —1

der Fall. Wegen f”(0) = —6 liegt bei P;(0; 1) ein lokales Maximum vor. Bei P, = (—1;0)
hat die Funktion wegen f”(—1) = 6 ein lokales Minimum. Fiir die Randwertpunkte erhalten
wir f(2) = —27 und f(—2) = 5. Folglich liegt bei P3(2; —27) das absolute Minimum der
Funktion im betrachteten Intervall und bei (—2; 5) das absolute Maximum.

b) in a) haben wir bereits eine Nullstelle der Funktion erhalten. Setzt man jetzt y = x — 1, so

erhilt die Funktion die Gestalt
fly) = —2y° = 9y> — 12y — 4
und die bekannte Nullstelle liegt bei y = —2.
Die Polynomdivision ergibt ~ (—2y> — 9y? — 12y — 4) : (y +2) = —2y? — 5y — 2.
Weitere Nullstellen kénnen also als Losungen der Gleichung —2y% — 5y — 2 = 0, welche
5
dquivalent zu 2 + §y + 1 = 0 ist, bestimmt werden. Wir erhalten
5 25 5 3
=—+4/=—-1=—+-
Nr="1=\ 16 AT
1
alsoy; = —2und yp = —5 Mit z = y + 1 ergibt sich jetzt z; = —1 (bereits bekannt,
1 1
doppelte Nullstelle) und x5 = > d.h. P (5; 0) ist eine weitere Nullstelle.
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¢) Skizze:

y=-2(x-1)°-9(x~1)*-12(x~1)-4

Losung zu Aufgabe 4:

jus

. . jus
a) /cosxeS‘”dx = [e""7]2 = el —e=e—1.

b) Die Losung erfolgt durch partielle Integration mit dem Ansatz v'(x) = e* und u(z) = = — 4.
Nach

/ w(z) (z)de = u(z)v(z) — / o (2)v(z)da

erhalten wir

/ex (@ — A)de = (z — 4)e” —/exdx

=(rz—4)e"—e"+C=(x—-5)e"+C.

1
¢) Mitu/(z) = — und v(x) = Inz ergibt sich bei partieller Integration
x

1 1
/nxdzz: = (Inx)? —/nxdzn

Umstellen ergibt

x
also
1
/de = —(Inz)*>+C.
Losung zu Aufgabe 5:
a) Uberfiihrung der Differentialgleichung in die Normalform liefert
1 1
/ _ -
V(@) = —— (@) + .
d.h. es ist =— d blz)=-
es ist a(x) Sy () .
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Hieraus ergibt sich durch Integration

A(x):—/m_li_ld:r:—ln(x—l—l),

1 1 1.1
B(x) /e 5 e/(x—l—l)da: (235 + z),

e

also

_1 1 2 —In(z+1) —In(z+1)
y(a:)—e(2w —|—:B> e +C-e

B 2%+ 2z n 1
© 2e(r+1) z+1

Probe: (war in der Aufgabenstellung nicht gefragt)

, 1 2z+2)(z+1)— (22 +22) 1
Y (l‘) =35 2 - 2
2e (x+1) (x+1)
2@+ 1) -4 2 1 N 22 42z N 1
N 2e(x +1)2 (x+1)%2  2e(e+1)2 (z+1)
2@+ 1)? 1
S 2e(z+1)2 €

b) v +4y — 21y =0
Mita =4, b= —21, ¢ =0 und y; = 0 ist das charakteristische Polynom

A2 4+ 4\ — 21 = 0, es hat die Nullstellen
Al =—-24+vV4+21 =23,
Ao =—2—+4421=-T.

Daher wird
y(z) = Ae3® + Be™™ und
Y (z) = 34e3* — 7TBe™ .

Die Losung der Anfangswertprobleme liefert:

A+ B=0und 34— 7B =10 unddaher A=1 B = —1, d.h.

y(z) = 3% — e e,
c) y' —8y +16y —48 =0
—48
Mita=—-8,b=16, c=—48 und y; = TS =3 bekommt man

A2 — 8\ + 16 =0 mit den Nullstellen
)\1/2 = 4:': \Y4 16 - 16,

d.h. A\; = Ay = 4. Daher ist y(z) = Ae** + Bre?® + 3.
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Losung zu Aufgabe 6:

a) Eine (3;3)-Matrix A kann von rechts mit einem Spaltenvektor der Dimension 3 multipliziert
werden, von links mit einem Zeilenvektor. Berechenbar ist also nur Av und wir erhalten

5
Av = -3
10
b) Es folgt
1 0 2 -2 0 -3 4 0 7
24-B"=2103 0 ]-l 1 3 0 |=|-1 3 o0
2 0 4 1 2 -2 3 -2 10
¢) Esist
-8 1 5
AB = 0 9 O
16 2 10

d) Eine Matrix ist singuldr, wenn ihre Determinante null ist, d.h.
a?—16=0,also a?® = 16

Das ist der Fall fiir = +4.
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10 Klausur vom Februar 2009

Aufgabe 1 (7 Punkte):

Fiir welche = € R ist

2 _dr+4 2 — -
a)wgl bzw. b) x§3 Ty
|z — 2| |x + 3| 442~ 14z
Aufgabe 2 (2 Punkte):

Berechnen Sie den Grenzwert (falls dieser existiert)

. 2 4+2r+1
llm 27.
x—1 e —1

Aufgabe 3 (4 Punkte):

A C R sei der Definitionsbereich von

In(z +4)
V25— 22— 4

Geben Sie A an sowie, falls vorhanden, das Infimum, Maximum, Minimum und Supremum dieser
Menge. Bestimmen Sie die Nullstellen von f(x).

fz) =

Aufgabe 4 (8 Punkte):

Die Funktion f(z) = (z — 1)%¢™" werde auf 0 < x < 2 betrachtet. Wo liegen relative (lokale) und
globale (absolute) Extrema? Wo ist f auf [0,2] konvex bzw. konkav?

Aufgabe 5 (5 Punkte):

Eine Wasserleitung soll zu drei Hausern A, B, C, die je 50 m voneinander entfernt sind, verlegt
werden (siehe Skizze). An welcher Stelle hat die Abzweigung zu erfolgen, damit die Kosten

2
moglichst gering sind, wenn jede der drei Einzelleitungen pro Meter nur 3 der Hauptleitung kostet?
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Aufgabe 6 (8 Punkte):

Losen Sie die folgenden Differentialgleichungen bzw. Anfangswertprobleme:

29
a) y/((]j‘) = em—y(m) b) y// _ 4?// 1+£3=0 y(O) -1 y/(o) — _Z-
Aufgabe 7 (7 Punkte):
Berechnen Sie:
1 Inb 00
a) /% dx b) /61’ dz C) /6—51‘ dr
0 0

d) /(23;2 —7)nx d.

Aufgabe 8 (2 Punkte):

Jemand mochte nach 10 Jahren 80.000 Euro zur Verfiigung haben. Welchen Betrag muss er
einzahlen, wenn das Guthaben mit 4,5 % p.a. verzinst wird, die Zinsgutschrift jeweils am
Jahresende erfolgt und die Zinsen auf dem Konto verbleiben?

Losung zu Aufgabe 1 a:
Die linke Seite der Ungleichung ist nicht erklirt fiir x = 2 und x = —3.
Esistz? —4x+4 = (x —2)% = |(x — 2)?| = |z — 2| - |z — 2|. Folglich ist die Aufgabe #quivalent zu

|z — 2|z — 2]
W22l o o292, 043
|z —2||z+ 3| — 7 7

und mithin zu
|z — 2| < |z + 3.

1) Untersuche den Fall x > 2, dannistauchz +3 > 5 > Ound |z — 2| < |z + 3] ist
gleichwertigzuz — 2 < x + 3 ,also —2 < 3.

Das ist fiir alle > 2 (unser Teilfall) erfiillt.
= L1 = {z € R|z > 2}.
2) Fir -3 <z < 2istx 4+ 3 > 0und z — 2 < 0. Die Ungleichung bedeutet
1
2—r<z+3 & 2z>-1< 1‘2—5.
Daher wird
1
Egz{x€R|—§§x<2}.

3) Firx < —3istx +3 < 0und x — 2 < 0. Folglich ist 2 — x < —3 — x zu l6sen, was
unmoglich ist (wire gleichbedeutend zu 2 < —3. Daher ist L3 = @.
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s L= L1ULy = [—%,oo)\{Q}.
Loésung zu Aufgabe 1 b:
Wir 16sen die Ungleichung durch Betrachtung aller moglichen Fille. Hierbei ist zu beriicksichtigen,
dass x # —4 und x # —1 gelten muss.
1. Fall: 44z > 0, d.h. x > —4. Dann ist die Ungleichung dquivalent zu

3—x
2—r< ——-(4 .
v 14+ (4+2)

Fall1.1: 14+ 2>0,dh z> -1
2-2)(14+2)<B—-2)4+2)
2—x 42 —2%<12— 4z + 3z — 22
24x<12—=x

2 < 10
r<H Ly =(—1;5]

Fall1.2: 14+2<0,dh.z< -1

2-z)(1+4+2z)>B—-2)4+2)
24x>12—=x
>0 Widerspruch!

> Apply now
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2.Fall: 44z < 0,d.h. x < —4. Dann gilt auch x < —1 und die Ungleichung ist 4quivalent zu

2-2)(1+2)<B-2)(4+2)
2420 —x—22 <12+ 3z — 4z — 2°
—x2+x+2§—x2—x—|—12
<5 Ly = (—o0; —4)

Die Zusammenfassung beider Losungsmengen ergibt £ = (—oo; —4) U (—1; 5].

Losung zu Aufgabe 2:

2
2z + 1 1 1 1
Fiir alle x # 1 ist T ert _(m+ )(z + )_SU""

2—1  (z+D(x-1) x-1
1
Wir betrachten nun zwei Folgen, die von links bzw. rechts gegen 1 konvergieren. Fiir z,, = 1 + —
n
erhalten wir
1 + 5
lim 22 = gim S = i (204 1) = +oo.
n—o00 Ty, — 1 n—oo n—00
Firz, =1— — ist
lim 2252 fim S~ lim (20— 1) = —o0.
n—oo Ty — n—oo —= n—00

Der Grenzwert existiert also nicht. (Um dies zu zeigen reicht ein Gegenbeispiel.)

Es existieren jedoch die beiden einseitigen Grenzwerte

. ox+1 .oz +1
lim =oo0 und lim = —00.
z—=1tx —1 r—1- T —1
Losung zu Aufgabe 3:

Da die Logarithmusfunktion nur fiir positive Argumente definiert ist, ergibt sich aus dem Zihler
sofort z > —4.

Aus dem Nenner erhilt man 25 — 22 > 0 (Definition der Wurzel nur fiir nichtnegative Argumente),
also |x| < 5 bzw. z € [—5;5].

AuBerdem darf der Nenner nicht 0 werden, es muss also gelten /25 — x2 # 4. Das ist der Fall fiir
25 — 22 # 16, folglich ist 22 # 9, also = # +3.

Damit ergibt sich D(f) = (—4;5] \ {—3;3} = A.
Diese Menge hat kein Minimum, aber es ist inf(A) = —4.
AuBerdem gilt max(A) = sup(A) = 5.

Eine Nullstelle kann nur vorliegen, wenn der Zéhler 0 wird, also In(x +4) =0, dh. z +4 = 1.
Dies ist der Fall fiir x = —3, dort ist f aber gar nicht definiert. Demnach hat die Funktion keine
Nullstelle.

Download free eBooks at bookboon.com


http://bookboon.com/

Losung zu Aufgabe 4:
Die Funktion ist auf dem gesamten Definitionsbereich differenzierbar. Wir berechnen f’(x):
fl(x)=2(x—1)e® —(z—1)%" (Produktregel)
=(x—-1e *2—-—xz+1)
=(x—1)e "B —x)
= e "4z — 2% - 3)
Notwendige Bedingung fiir lokale Extrema ist f’(x) = 0. Das fiihrt auf
(x—1)B—=z)e*=0.
Wegen e™% #£ 0 fiir alle z muss hierfiir gelten
(x—1)3—z)=0.
Kritische Punkte sind 1 = 1 und 2 = 3. Weil 3 ¢ [0, 2] ist, ist nur z; = 1 ein Kandidat fiir ein
Extremum.

Um zu entscheiden, ob wirklich ein Extremum vorliegt und ob es ein Minimum oder ein Maximum
ist, kann die 2. Ableitung von f untersucht werden. Moglich ist auch die folgende Uberlegung: Es
ist

fO)=1, f(1)=0, f(2) =e2 < 1aber f(2) > 0.

Folglich muss f bei z; = 1 ein Minimum besitzen, dieses ist auch das globale Minimum auf [0, 2].
Ein lokales Maximum existiert in (0; 2) nicht, das globale Maximum wird am Rand angenommen,
und zwar bei T = 0.

Um Konvexitit nachzuweisen, kann die 2. Ableitung herangezogen werden. Wir erhalten
f'(@) = [-e™"(2® — 4z + 3)]
=—e %2z —4) + e %(z% — 4z + 3) Produktregel
=e (2% — 6z + 7).
Dies wird 0 fiir 2> — 6z + 7 = 0,alsoz =3+ /0 — 7 =3+ V2.
In [0, 2] liegt die Nullstelle x = 3 — v/2. Es ist f”(0) > 0 und f”(+2) < 0.
Folglich ist f in [0 ; 3 — v/2]konvex und in [3 — v/2 ; 2] konkav.
Losung zu Aufgabe 5:

Setzt man die Kosten fiir 1 m Hauptleitung mit 1 [GE] an, so erhilt man die Kostenfunktion
2
k(z) = (600 — z) + (2v/2500 + 22 + :c)5
3 4
= 600 — 5T + 5\/ 2500 + 2.

Man beachte = > 0.

Notwendige Bedingung fiir ein Minimum ist £’ (x) = 0.

T TR S B
5 10 V2500 + 22
3 4z

_|_—
5 5-4/2500 + 22
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K'(z) =0 bedeutet 4z = 3v/2500+ 22

1622 = 9(2500 + z2)
72 = 22500

z? = 3214,28...
r = 56,69.

An den “Rindern” (dies entspricht den Situationen, dass die Hauptleitung gar nicht gebaut wird,
also drei Einzelleitungen zu den Hiusern gehen, oder die Hauptleitung 600m lang wird, also bis zu
Haus 2 verlduft, und dann rechtwinklig zwei Einzelleitungen angeschlossen werden) ergeben sich
die Werte

2
k(0) = 600 + - 100 =640 und

2
K(600) = = (600 + 2/2500 + 360000) = 721, 66.

Beide Werte sind grofier als k(56,69) = 626, 46, die Hauptleitung muss also 56, 69m vor Haus 2
enden, d.h. sie ist 543, 31 m lang.

» |ch habe den Weg zur KfW-Forderung verkiirzt: von drei Wochen auf finf Minuten.

Wir suchen kluge Kopfe, die nachhaltig etwas bewegen und verandern wollen: So wie Kerstin Kronenberger: Als
IT-Projektmanagerin bei der KfW hat sie in einem.interdiszipliniren Team erreicht, dass Bauherren schon wahrend des
Beratungsgesprachs erfahren, ob die Waremdammung ihres Eigenheims gefordert werden kann. Damit leistet sie taglich einen
innovativen Beitrag fir mehr Kundennahe und den Klimaschutz. Und wann fangen Sie an?

B

Jetzt informieren auf www.kfw.de/karriere Bank aus Verantwortung '(F\v
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Losung zu Aufgabe 6:
dy €*

a) Die Gleichung y' = e*~¥ kann man auch schreiben als y/ = —, d.h. it Trennung der
x e

Variablen liefert

eYdy = e"dx, /eydy = /exda:, also
e =e" 4+ C.

Hieraus folgt y(z) = In(e* 4+ C), was fiir e* + C' > 0 definiert ist, also C' > 0 fiir alle .

b) 4" — 4y’ + 3 = 0 ist eine lineare Differentialgleichung 2. Ordnung mit konstanten
Koeffizienten und dem charakteristischen Polynom \?> — 4\ = 0. Hierzu gehoren die Werte
)\1 = Ound)\g = 4.

3 3
Alsoist yy (z) = A + Be'® und ys(z) = 1% somit y(z) = A + Be*® + e
Wir haben ein Anfangswertproblem, kénnen also die Konstanten A und B bestimmen:

y0)=A+B=1

3 29 32
"0)=4B+ > =—-="=_ also 4B = —— = — d.h.
y'(0) +7 o also 1 8,

B=-2 und A=3.

3
Die Losung lautet y(z) = 3 — 2¢%* + ~.

4
Losung zu Aufgabe 7:
a)
,l+1 3 2 3
—daz— ¢~ 5dr = T 3 +C:§az3 vVt +C
_§
b) Es gilt:
Inb
/exdx—eln5—eo—5—l—4.
0

¢) Zu berechnen ist ein uneigentliches Integral:

oo
oo
[ I Y L I ) J
5 0 a—0co 5 5 5 5
0

d) Wir berechnen das Integral mit dem Verfahren der partiellen Integration. Hierzu setzen wir
Inz = f(z) und (222-7)=¢'(x) ,dannist
1 , 2

- = d (z2° =Tz ) =g(a).

—=f(z) un (Sx x) g(x)
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2 1 /2
43_ 1 =1 <3 _/_ <3
/( x° —T7)Inx dx nx(gw 7w) . <3$ Tx | dx
2 2
:lnx(§$3—7$)—§/$2+/7dm

Losung zu Aufgabe 8:

Die Formel K,, = K - (1 + p)" liefert mit /,, = 80.000, » = 10 und p = 0, 045 nach Umstellen
nach Ky

K, = Ky-1,045™ , also

80.000

0

Es miissen zu Anfang 51.514,21 Euro eingezahlt werden.

’ .
e——

Karriere als IT-Experte.
Hier ist Ihre Chance.

Karriere gestalten als Praktikant, Trainee m|w oder per Direkteinstieg.
Ohne Jungheinrich bliebe lhr Einkaufswagen vermutlich leer. Und nicht nur der.
Taglich bewegen unsere Gerate Millionen von Waren in Logistikzentren auf der
ganzen Welt.

Unter den Flurférderzeugherstellern zahlen wir zu den Top 3 weltweit, sind
in Uber 30 Landern mit Direktvertrieb vertreten — und sehr neugierig auf lhre
Bewerbung.

trendence

ﬂ - ———
i
DEUTSCHLANDS

S

JUNGHEINRICH

www.jungheinrich.de/karriere Machines. Ideas. Solutions.
BN —
—
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11 Klausur vom Februar 2010

Aufgabe 1 (6 Punkte): Losen Sie die folgenden Ungleichungen und Gleichungen fiir x € R und
geben Sie die Losungsmenge an.

a) |3z +4| > |z +1]  b) |6z —9| = 2°.

Aufgabe 2 (6 Punkte): Bestimmen Sie folgende Grenzwerte:

) Sn+1 11— 14n b 1 or+l 4y )l 222 —\2x +1
a 11m . m ———— C m —-
n—oon—2 10n+8 z—oo 47+l z—0 bx + 2

Aufgabe 3 (8 Punkte): Gegeben sei die Funktion f : [-1,3] — R mit

20 — 2

o) = o ™

a) Bestimmen Sie alle Maxima und Minima dieser Funktion. Unterscheiden Sie dabei zwischen
relativen und absoluten Extremwerten.

b) Bestimmen Sie die Nullstellen der Funktion.

¢) Erstellen Sie eine Skizze der Funktion.

Aufgabe 4 (6 Punkte): Berechnen Sie die folgenden Integrale:

e

0
a) /5x43\?/:;dx b) /lnxdx c) /(3x2+7)-\/x3+7x2dm.

1 1
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Aufgabe 5 (8 Punkte): Losen Sie die folgenden Differentialgleichungen bzw.
Anfangswertprobleme

a)y +(3—4z)y—e® =0 by =3y =T;y(0)=0,4(0)=%  ¢)y(z) =sinz

Aufgabe 6 (6 Punkte): Gegeben seien folgende Matrizen:

2 3 3 45
A_<—1 2)’ B_<—201)'

Berechnen Sie, sofern méglich, A2, A-B,B-Aund AT A.
Losung zu Aufgabe 1 a:
Zur Losung der Ungleichung ist die Auflosung der Betrige |3z + 4| und |z + 1| erforderlich.

p—

JFall: ¢ > —1
Damitist 3z +4 > Ound z + 1 > 0, die Ungleichung erhilt die Form

3r+4>r+1
3
und ist erfiillt fiir 2z > -3  bzw. x> —5 Wir erhalten £1 = [—1; 00).

4
2. Fall: —3 <zr< -1

Hierfiir ist 3z +4 > 0 und x + 1 < 0, mithin muss gelten

3x+4>—(x+1)=—-x—1,also
4xr > —5 bzw.

- 5
> ——.
4
. 5
Somit ist L9 = (—4;—1).
4
3.Fall: z < —=
all: x 3

In beiden Betrigen ergeben sich negative Werte, es muss also gelten —3x —4 > —x — 1.

. . 3 . 3
Das ist dquivalent zu —3 > 2x bzw. —5 > x, alsoist L3 = (—oo; —2>.

Die Zusammenfassung der Losungsmengen ergibt

3 ) 3 5
L= (—oo,—2) U <—4,oo> —{xER]a:<—2\/x>—4}.

Losung zu Aufgabe 1 b:
1. Fall: z > g Es ist:

62 —9=ax2, 0=2%—6z+9. Das geht genau dann, wenn

r1=3£Vv9-9=3.
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2. Fall: z < g Es folgt:

—6x+9=21% 0=22+6z—9. Esist
1'2/3 =-3=x \/187 dh
9 =—3 — V18, z3=-3+ V18

3 3
Offensichtlich ist —3 — /18 < 3 Zu tberpriifen ist aber, ob —3 + /18 < 3 gilt, also

3 9
VIB< -+ 3= _.
< 2 + 2
. 72 81 1 . .
Nun ist 18 = T < Vil 201, also wegen der Monotonie der Funktion f(x) = /&

/81 9
auch v18 < T = 5

Beide Werte sind die Losungen der Gleichung, mithin ergibt sich
£={-3-Vi§ -3+ Vi§;3}.

Losung zu Aufgabe 2:
a) Es ist

. dnm+1 11—-14n 5 14
lim . == (-1) = —1.

nsooTn —2 10n+8 7

b) Man erhilt
Cogetl gy ol ye , NNt 1 1
P T <4 i 4> = ok (2> TS

¢) Da Zihler und Nenner stetige Funktionen sind, ergibt sich:

207 — 2z +1 1

lim ——— = —.
z—0 bx + 2 2
Losung zu Aufgabe 3:

Der Ausdruck 22 — 22 + 2 wird fiir kein = € R Null, die Funktion f hat also keine Polstellen
(weder im zu betrachtenden Bereich [—1; 3], noch sonst).
Demzufolge ist sie auf ganz R stetig und differenzierbar.

a) Zur Bestimmung der Extremwerte bilden wir die erste Ableitung:

2% —22+2)— (22 —2)(2x —2) 22?—daw+4—42? + 8z —4
(22 — 22 + 2)2 N (22 — 22 4 2)2

—22% +4z  2z(-z+2)

(22 —22+2)2  (22-22+2)2°

fi(a) =
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Folglich ist f'(x) = 0 fiir z = 0 oder x = 2, hier liegen also mogliche relative Extremstellen. Wir
erhalten

f(0)=—-2 und f(2) =0.

9 1
An den Rindern gilt f(—1) = —% > —2und f(3) = — < 0. Wegen der Stetigkeit von f muss

also bei (0; —2) ein relatives Minimum und bei (2; 0) ein relatives Maximum liegen. Diese relativen
Extremwerte sind auch die absoluten Extremwerte im betrachteten Intervall.

Weil D(f) = [—1; 3] ist, liegt bei z = —1 ein weiteres relatives Maximum und bei z = 3 ein
weiteres relatives Minimum.

Anmerkung: Man kann die Art der Extrema natiirlich auch iiber das Kriterium der 2. Ableitung
bestimmen,diese ist

(—dx +4) (=22 + 22 + 2)

" .
J ) = (22 — 22 + 2)3 '
4.2
also  f"(0) = 5 = 1 > 0 und
—4-2
2 = 5 = -1 < 0

b) Bei a) haben wir bereits f(2) = 0 erhalten. Die Funktion ist stetig und hat an dieser Stelle ein
absolutes Maximum im Intervall [—1; 3]. Weitere Nullstellen konnen nicht existieren.

Die Antwort 1st 42.
Oder Baden-Wiirttemberg.

vt 1 = 3 2
Baden-Wiirttemberg

E el 7. ” e el
2 BWjetztde H facebook.com/BWijetzt u (@BWjetzt A e e T et
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0.5

Losung zu Aufabe 4:

a) Es gilt:

0 1 0 1 0
/5x —3\f /53: —31:3 dx:—[x5—m§] :—(1——0)
4 |, 4
1 0

b) Durch partielle Integration erhalten wir:

1
/lnwdx:/l-lnxd:r:a:-lnzv—/x-d:U::L‘-ln:L‘—x—I—C, C' = const.
x

Also ist

e

/lnxdx: [mdnx—x}j:e-lne—e—(1~1n1—1):e—e—(O—l):l.
1

¢) Wir substituieren v = 2% + 72 — 2. Dann ist

d
u’:d—u:3x2+7;also du = (32% + 7) da.
X

Wir erhalten

2 2
/330 +7) a3+ Tr —2 dm—gugzg(x —|—7x—2)%.

Loésung zu Aufgabe 5 a:

Hier handelt es sich um eine lineare Differentialgleichung 1. Ordnung mit der Normalform

= (4z - 3)y + 2,
also ist a(z) = 42 — 3 und b(z) = €2*”. Folglich gilt
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Az) = /a(:r)dx = /(43: — 3)dz = 2z? — 3u;

B(z) = /eA(x) b(z)dr = /62w2+3r 2 gy — /e3xd:z _ ée&v
und somit

y(x) = B(z) - ) L oL pAl) = %6396 2?3 o 2073w

1 2 2_¢
276293 +C.62I 51.

Losung zu Aufgabe 5 b: Hier liegt ein Anfangswertproblem fiir eine Differentialgleichung 2.
Ordnung mit konstanten Koeffizienten vor. Die zugehorige homogene Differentialgleichung ist

y" =3y =0,
d.h., das charakteristische Polynom lautet
A2 —31=0
und hat die Losungen A\; = 0 und Ay = 3. Folglich ist
ypu(z) = C1e%" 4 0963 = Oy + Che®
die allgemeine Losung des homogenen Systems.
ys(z) = — gaz ist eine spezielle Losung des inhomogenen Systems, woraus
y(z) = yu () + ys() = Cr + Coe¥™ — T folgt
Fiir unsere Anfangswerte muss also gelten

y(0) =C1+Cy =0;

7
y/(O) = 302 — § =

W N

9
Wir erhalten 3C5 = 3 = 3, also U = 1; dann muss aber C'; = —1 sein. Das Anfangswertproblem

hat also die Losung

y(r) = =14 3 — gaz
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Probe:
! 3x 7 " 3x
y(z) =3¢ -5, y'(z) =9e
7 7
y'(x) — 3y (x) = 93 — 3 (36396 — 5) =937 — 9¢3% 4 3. 3=T

Losung zu Aufgabe 5 ¢: y”(z) = sin x ist keine ,,echte” Differentialgleichung, wir konnen beide
Seiten getrennt integrieren und erhalten

Y (r) = —cosx+C; bzw. y(x)= —sin x + C1x + Cs.
Losung zu Aufgabe 6:
s [ 1 12 [0 8 13
A‘<—4 1 AB={ 7 4 =3
ATa= (212 BA st nicht definiert
-\ 4 13 '
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12 Klausur vom Januar 2011

Aufgabe 1 (6 Punkte):

a) Esseiena,b,c € Rmita < bund ¢ > 0. Welche der folgenden Ungleichungen sind dann fiir
jede Wahl von a, b, ¢ auch richtig:

() be < ac (i) (@ — b)e < 0 (i) a® + 3 < b3 + ¢ (iv) la +b] > |a| < |b] ?
Begriinden Sie Thre Antwort oder geben Sie Gegenbeipiele an.

b) Definieren Sie: “Die Zahlenfolge {a,, } nen konvergiert gegen a.”.

Aufgabe 2 (14 Punkte):

a) A C R sei die Losungsmenge der Ungleichung z T < 51 Geben Sie A an sowie, falls
T — x
vorhanden, das Infimum, Maximum, Minimum und Supremum dieser Menge.

b) Fiir welche z € Rist |22 + 3z — 7| = 3?

Aufgabe 3 (6 Punkte): Berechnen Sie die Punktelastizitiit fiir die Funktion f(z) = (x + 2)%e~2.
Fiir welche = € R ist diese kleiner als 0?

(4 — x)%e®

Aufgabe 4 (16 Punkte): Die Funktion f(z) = 3 werde auf —3 < x < 5 betrachtet.
(&

a) Bestimmen Sie alle relativen (lokalen) und globalen (absoluten) Extremwerte der Funktion.
b) Bestimmen Sie die Nullstellen von f(x).

c) Skizzieren Sie den Funktionsverlauf im angegebenen Intervall.

Aufgabe 5 (7 Punkte):
n—38
qn

a) Treffen Sie Aussagen zur Monotonie der Zahlenfolge a,, =

b) Berechnen Sie die Grenzwerte der Zahlenfolgen
b [6n2+Tn+3 /27 n? und (2-3"+3)3
= . Cpn = —""T-—".
" 2n? —4n+5 3n2—-2n+1 " 27"

Aufgabe 6 (14 Punkte): Losen sie die folgenden Differentialgleichungen bzw.
Anfangswertprobleme:

a)y'(z) +2y(z) +x =1 b) 3y’ + 18y =6—-27y; y(0)=—:; ¢'(0)=-5.

Fiihren Sie eine Probe fiir Aufgabe a) durch!

Aufgabe 7 (3 Punkte): Bestimmen Sie alle Werte a € R, fiir die gilt

2
/ (322 + 2z)dx = 12
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Aufgabe 8 (3 Punkte): Gesucht ist eine Geldanlage, die das eingesetzte Kapital innerhalb von 12
Jahren verdoppelt. Welchen Zinssatz muss eine Bank mindestens bieten, um dieses Ziel zu
erreichen? (Die Zinsgutschrift erfolgt jeweils am Jahresende und die Zinsen verbleiben auf dem
Konto.)

Loésung zu Aufgabe 1 a:

i) ist nicht richtig fiir alle @ < b und alle ¢ > 0. Ein Gegenbeispiel ista = 0,0 = 1 und ¢ = 2,
denn bc =2 > 0 = ac.

ii) ist richtig. Wegen a — b < 0 und ¢ > 0 folgt (a — b)c < 0.

iii) ist richtig. Weil f(z) = x> auf R streng monoton wachsend ist, gilt a® < b% wegen a < b.
Dann ist auch a3 + ¢ < b + ¢3.

iv) ist nicht richtig. Ein Gegenbeispiel ist a = —2 und b = 1. Dann wird
la+bf=1-2[=]-1=1%2=]al

Losung zu Aufgabe 1 b:

,, Die Zahlenfolge {ay, },cn konvergiert gegen a “ bedeutet, dass in jedem Intervall [a — €; a + €]
fast alle Folgeglieder a,, liegen. Mit anderen Worten: Zu jeder Zahl ¢ > 0 gibt es einen Index n(¢),
so dass |a,, — a| < ¢ fiir alle n > n(e) gilt.

Losung zu Aufgabe 2 a:

Wir formen zuerst die Ungleichung in eine gleichwertige ohne Briiche um, dazu multiplizieren wir
die Ungleichung mit (z + 4)(x — 3). Zu beachten ist, ob der Multiplikator positiv oder negativ ist.
Bei negativem Multiplikator wird aus ,, < * gerade ,, > “.

Sicherist3 ¢ Aund —4 ¢ A

e [.Fall: z > 3.
Dann ist (z + 4)(z — 3) > 0. Nach Multiplikation erhilt man die Ungleichung
(x —2)(z —3) < (x+1)(z +4),also 22 — 5z + 6 < 22 + 52 + 4 bzw. 10z > 2. Losungen

mit z > 3 miissen die Ungleichung = > 5 erfiillen, was keine Einschrinkung darstellt.
Daher ist £1 = (3; +00).

e 2.Fall: z < —4.
Dann sind (z — 3) und (x + 4) beide negativ, ihr Produkt ist positiv und die Ungleichung ist

wieder dquivalent zu x > 5 Das widerspricht aber der Fallvoraussetzung x < —4.

Demnach wird die zweite Teillosungsmenge Lo = ().

e 3 Fall: -4 <z < 3.

. : 1 .
Die Ungleichung kann nun umgeformt werden zu z < —. Zusammen mit der

1
Fallvoraussetzung ergibt sich £3 = <—4; 5} .

1
Daher wird £L = L1 U L3 = (-4; 5] U (3; 400).

Man erkennt leicht:
min A existiert nicht, inf A = —4; max A existiert nicht, sup A = oc.

Download free eBooks at bookboon.com


http://bookboon.com/

Mathematik fiir Wirtschaftswissenschaftler I: Klausuren Klausur vom Januar 2011

Losung zu Aufgabe 2 b:

Die Gleichung ist dquivalent zu 22 + 3z — 7 =3 und 2% + 32 — 7 = —
Zu 16sen sind zwei quadratische Gleichungen 22 + 3z — 10 = O und 22 + 3z — 4 = 0.

Die Losungen sind

3 V9440 3 7
wlz——+—:——+—:2’
2 2 2 2
3 7
1:2——5—5——5
bzw
3 V9416 3 5
r3= -+ —=-C+2=1,
2 2 2 2
3 5
—_2_Z__y
Ty

Die Probe bestitigt, dass x1, 2, 3, £4 Losungen sind:

25157/ =3 und [4+6— 7| =3,
16 —12—7| =3 und [14+3— 7| = 3.
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Losung zu Aufgabe 3:

X

f(x>f’(a?)-

Fiir f(z) = (v +2)%e % ist f'(x) = 2(z + 2)e™® — (z + 2)%e~*. Daher wird

Die Punktelastizitit einer Funktion f(x) ist definiert als € f(x) =

r-(z+2)2-2-2)e® x-(-x) —2?

er(@) = (x +2)%e = T r42  z+2

2

1
Y 0gdw. —— > 0,2 #0gdw. 2 +2 > 0,2 # 0 gdw.
2 x4+ 2

Wir bekommen € ¢(z) < 0 gdw.
T

x>—-2x#0.
Fiir alle v € (—2;0) U (0, +00) ist die Punktelastizitit ¢ () < 0.

Losung zu Aufgabe 4 a:
Die Funktion f(z) = e~3(4 — x)2e” ist auf R differenzierbar und hat die Ableitungen

fl(x) =e3(4 —x)%e® +2e73(—1)(4 — x)e® = e e (4 — z)(2 — )
= e 3% (2? — 6z + 8),

sowie
f(x) = e3e®(2® — 62 + 8) + e 2e”(2z — 6) = e 3% (2% — 4a + 2).

Relative Extremwerte im offenen Intervall (—3; 5) erfiillen die notwendige Bedingung f’(x) = 0.
Weil e=3 > 0 und stets e” > 0 ist, erfiillen derartige Extrema die Gleichung

22 — 61+ 8 = (4 — x)(2 — ) = 0. Die Losungen sind 71 = 4 sowie 79 = 2.

Man beachte 1, 2 € (—3;5), also sind x1, x5 Kandidaten fiir lokale Extrema.

Wegen 23 — 4x1 +2 =16 — 16 +2 > 0ist f”(x1) > 0, bei 71 = 4 hat f ein relatives Minimum.
Wegen 23 — 4zo +2 =4 —8+2 < 0ist f/(x2) < 0 und f hat bei x5 = 2 ein relatives Maximum.
Nun wird f aber nur auf dem Definitionsintervall [—3; 5] betrachtet, daher konnen relative Extrema
auch in den Randpunkten dieses Intervalles auftreten.

Fiir die Ableitung f'(z) gilt: f/(x) > 0 fiir z € [—3;2) U (4;5] und f'(x) < O fiir x € (2;4), denn
(4 — x)(2 — x) zeigt dieses Verhalten. Das bedeutet, f ist monoton wachsend in [—3; 2) U (4; 5] und

monoton fallend in = € (2;4). Folglich besitzt f ein weiteres lokales Minimum bei 23 = —3 und
ein lokales Maximim bei x4 = 5.

Die absoluten Extrema finden wir unter den lokalen durch Vergleich der Funktionswerte. Weil

f(x3) = f(—3) = e %4 +3)% = 49¢7% ~ 0.122
flze) = f(2) =e (4 —2)? =4e L ~ 1.472
fla1) = f(4) =e(4—4)*=0

f(zg) = f(5) = €* -1~ 7.389

ist, liegt das absolute Minimum bei 1 = 4 und das absolute Maximum bei x4 = 5.
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Losung zu Aufgabe 4 b:

f(z) =e3e%(4 — 2)? = 0 gdw. (4 — x)? = 0 ist, weil e~3e* > 0 gilt. Folglich hat f nur die eine
Nullstelle 1 = 4.

Das wird durch den Kurvenverlauf in [—3; 5] bestitigt.
Losung zu Aufgabe 4 c:

6 | f(x)=ex_‘T’ * (4-x)? |

7+

Losung zu Aufgabe S a:

3
Man berechne einige Folgenglieder: ag = —8,a; = - ay=——,...,a83 = 0,a9 = o Die

Vermutung ist, dass die Folge bis ag monoton wéchst und dann monoton fillt (gegen 0).

Den Beweis fiihren wir indirekt. Angenommen, es gebe einen Index n > 9, so dass a1 > ay, ist,
i (n+1)—8 _ n-—38
also 4n+1 qn :

25
Multiplikation mit 471 liefert n 4+ 1 — 8 > 4n — 32, also n < —. Weil n > 9 sein soll, ergibt sich
ein Widerspruch. Bis n < 8 ist die abgeleitete Ungleichung erfiillt.

Losung zu Aufgabe 5 b:

6n +7n+3 6+1+5
n2 timts _ i ’? hat fiir n — oo den Grenzwert 3.
2n—4n+5 2- 2+

n?

o 60 +Tn+3
FOlghCh 1st xll)l& m = \/§

Die Folge

V27n? V27 V27
Die Folge 1 = 5— fur n — oo hat den Grenzwert ——.
32 —2n+1 3-24 5% 3
v9-3
Daher ist lim b, = v/3- —— = 3.
n—00 3

2.3n 3 2.3n 3 9.3 3 3
Fiir die Folge c,, gilt: ¢,, = ( 327: 3) = ( 5’3”; 3) = ( 33n+3> = <2+ ;;) . Daher
ist lim ¢, = 8.
n—oo
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Loésung zu Aufgabe 6 a:

Die homogene Gleichung hat die allgemeine Losung y(z) = Ae™2%, A € R. Das folgt aus dem
Ansatz y(z) = AeP? fiir eine Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten.
Eine Losung der inhomogenen Gleichung gewinnen wir aus dem Ansatz ys(z) = C;(x)e 2%,

Daraus folgt y/s(2) + 2ys(z) + = = O} (z)e™ 2 — 2C (x)e2* 4+ 201 (z)e™ 2 + z = 1 gdw.

Ci(w) = (1 — z)e*® gdw. Cy(z) = e** <§ - lav) .

4 2
. 3 1
Daher erhalten wir ys(x) = 1 3%
L 1 3
In der Tat ist y4(z) + 2ys(x) = —gtg-r= 1—uz.

Die allgemeine Losung der Differentialgleichung ist

3 1
y(z) = Ae 2 + 17 3% mit A € R.

/ 1 3
Probe: y (z) + 2y(z) = 2472 — B +24e7% 4 5~ %= 1—x.
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Losung zu Aufgabe 6 b:

Die lineare inhomogene Differentialgleichung y// + 6y/ + 9y = 0 hat das charakteristische
Polynom A2 + 6\ + 9 = 0, d.h. (A + 3)? = 0. Nullstellen sind A\; = Ay = —3.

Die Losung der homogenen Gleichung ist daher
yH(a:) = 016_3x + CQ.%'e_gx, C1,Cy € R.

Die inhomogene Differentialgleichung hat eine spezielle Losung ys = a € R, also ist 6 = 27a, d.h.
2

a = §
2
Man erhilt y(z) = C1e3% + Cyze 3% + 5
2 20 ,
Wegen y(0) = Cy + 3= 9 folgt C; = 2und 3/ (0) = —3C} + Coe® = —5, d.h.

—-3-2+Cy = —-5,bzw. Cy = 1.

2
Die allgemeine Losung ist daher y(z) = 2e73% + ze73% + 9

Losung zu Aufgabe 7:

2
Es ist / (32° + 2¢)dx = 12. Eine Stammfunktion ist 23 + 22, also #* + 22|° = 12, d.h,
a
8+4—a®—a? = 12 oder a?(a+ 1) = 0. Mithin sind a; = 0 und az = —1 die gesuchten Zahlen a.

Losung zu Aufgabe 8:

Aus einem Kapital K wird mit der Zinsrate r unter der vorgegebenen Annahmen nach 12 Jahren
das Kapital K15 = K(1 +17)'2.

Wegen Ko = 2K ist r so zu bestimmen, dass (1 + r)!? = 2 ist.

Dannist 1 +7r = ¥2bzw.r = /2 -1~ 0,05946.
Die Bank muss einen Zinssatz von 5, 95% bieten.
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13 Klausur vom Januar 2012

Aufgabe 1 (8 Punkte) : Untersuchen Sie die folgenden Aussagen auf ihren Wahrheitsgehalt und
begriinden Sie Thre Entscheidung bzw. geben Sie ein Gegenbeispiel an:

1. Jede monoton steigende Zahlenfolge ist nach unten beschrinkt.
2. FEine alternierende Zahlenfolge ist immer beschrénkt.
3. Eine konvergente Zahlenfolge ist entweder monoton wachsend oder monoton fallend.

4. Das Produkt einer stetigen und einer unstetigen Funktion kann nicht stetig sein.
Aufgabe 2 (6 Punkte) : Fiir welche € Rist |3z — 6| < |z + 1] ?

Aufgabe 3 (6 Punkte) : Berechnen Sie die Punktelastizitit fiir die Funktion f(z) = (z — 2)2e”.

Fiir welche = € R ist diese negativ?

20— 2
Aufgabe 4 (8 Punkte) : Betrachtet werde die Funktion f(z)=1— ﬁ auf dem
x? -2z
Intervall [—1, 3].

Bestimmen Sie alle Maxima und Minima dieser Funktion. Unterscheiden Sie dabei zwischen
relativen und absoluten Extremwerten.
Aufgabe 5 (8 Punkte) : A C R sei der Definitionsbereich von

In(x +4)
24 — 22 4+ 21

f@)= -

Geben Sie A an sowie, falls vorhanden, das Infimum, Maximum, Minimum und Supremum dieser
Menge.

Bestimmen Sie die Nullstellen von f(x).

Aufgabe 6 (14 Punkte) : Losen sie die folgenden Differentialgleichungen bzw.
Anfangswertprobleme:

5 7
1. ¢ —y =3 3 0 1) = —
y+oy=3e (@>0)  y(1)=g
2.3y +18y' =6 —2Ty.
Fiihren Sie eine Probe fiir Aufgabe a) durch!

Aufgabe 7 (4 Punkte) :

3
Bestimmen Sie alle Werte a € R, fiir die gilt /(332 +2z)dr =18 .
a

Aufgabe 8 (9 Punkte) : Berechnen Sie

(a) / 3\71/5 do ) / cos ze” da (©) _ Z 5 .
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Aufgabe 9 (4 Punkte) : Bestimmen Sie die Summe der geometrischen Reihe Zfil a; mit
a;=(-1)"-2-107%; i=1,2,3,...

Loésung zu Aufgabe 1:

1. ist richtig, denn es gilt fiir eine monoton steigende Zahlenfolge (a,, )nen stets
an > ay, n € N,

2. ist falsch, als Gegenbeispiel dient a,, = (—1)" - n, n € N.
1

3. ist falsch, ein Gegenbeispiel ist a,, = (—1)" - —, n € N mit dem Grenzwert 0.
n

4. ist falsch. Gegenbeispiel ist f(z) = |i_| firx # 0, f(0) =0und g(z) =0, € R. Dann ist
(f-9)(z) = f(z) - g(x) = 0 fiir alle x eine stetige Funktion.

Loésung zu Aufgabe 2:

Wir formen die Ungleichung |3z — 6] < |z + 1] in eine dquivalente ohne Betrige um. Dies kann
z.B. durch Quadrieren der Ungleichung geleistet werden, da beide Seiten nicht negativ sind. So
konnen wir den iiblichen Weg (Fallunterscheidung) umgehen.

Wir erhalten hier 922 — 36z + 36 < 22 4+ 22 4 1 gdw. 822 — 38z + 35 < 0 gdw.
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19 35
Das quadratische Polynom z? — =7 + 3 hat die Nullstellen

19  [361—-280 19 9 28 10
= Tt T Y b e = 2 — 3. 5und g — — = 1,95
2= g 64 g Ty T g T o umndn = =4,

2

. : . 19 35
Wie man leicht sieht, strebt das Polynom z* — Z:c + — gegen oo, wenn x — oo oder x — —o0.

8
In diesen beiden Fillen wird dieser Ausdruck positiv.

Da die ausgerechneten Nullstellen einfach sind, dndert sich beim Passieren einer Nullstelle das
Vorzeichen des Polynoms. Dies fiihrt uns zur Erkenntnis, dass x?— 11:5 + 3 < 0 auf dem
Intervall [1, 25; 3, 5] gilt.

Daher wird £ = [1, 25; 3, 5].

Losung zu Aufgabe 3: Die Punktelastizitit einer Funktion f(x) ist definiert als

ef(z) = mf’(w)-

Fiir f(z) = (z — 2)2e” gilt f'(x) = 2(x — 2)e® + (z — 2)%e®. Daher wird

Lz (z-2)2+x—2)"  z-x  a?
er@) = (x —2)%e -2 x-2

2
1

x 2<0gdw.72<0,w7é0gdw.:c—2<0,x7é0gdw.
T —

€T —

Wir erhalten 7 (x) < 0 gdw.

x < 2,2 #0.
Fiir alle z € (—o00;0) U (0, 2) ist die Punktelastizitit € ¢ (x) < 0.

Losung zu Aufgabe 4:

Es gilt offensichtlich 2 + 22 — 22 = (z — 1)? + 1 > 0. Somit ist der Definitionsbereich der
gegebenen Funktion ganz R. f(x) ist auch auf R (speziell auf [—1; 3]) differenzierbar.
2x — 2 22 —4x +4 (x—2)2

_— k = =
2422 -2z ann zu f(z) 2422 —-2x 2+422-2x

werden. Hier erkennen wir, dass

1) f(z) die doppelte Nullstelle z = 2 hat;

Die Funktion f(z) =1 —

umgeformt

2) die Ungleichung f(z) > 0 auf dem ganzen Definitionsbereich gilt.

3) Da die Nullstelle doppelt ist, erfiillt sie auch die Gleichung f’(x) = 0, also ist z = 2
gleichzeitig eine extremwertverdédchtige Stelle.

Nun berechnen wir die erste Ableitung der Funktion:

2(x —2)(2% — 22+ 2) — (x — 2)%(22 — 2)

o) —
Jl) = (22 — 22 + 2)?
C2@-2)(a*-22+2—(z—-2)(z—1)  2(z—2)u
(22 — 22 + 2)? (22 =22+ 2)%
Relative Extremwerte im offenen Intervall (—1; 3) erfiillen die notwendige Bedingung f'(z) = 0.
2(x —2
Die Gleichung M = 0 hat die Losungen z; = 0 sowie x2 = 2.
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Wir beachten z1, z9 € (—1;3), also sind x1, x9 extremwertverdichtig.

. 2(x — 2)x 2(x — 2)x

Es gilt f'(z) = ————— —_—
gilt f'(z) (22 — 22 + 2)? (22 — 22 + 2)?

x € (—=1;0)U(2;3).

Somit ist f monoton wachsend in x € (—1;0) U (2; 3) und monoton fallend in z € (0; 2).

Deswegen hat f bei 1 = 0 ein relatives Maximum und bei xo = 2 ein relatives Minimum. Eine

andere Moglichkeit wire, die zweite Ableitung zu berechnen und sie an den Stellen x; und x5

auszuwerten.

< 0firz € (0;2) und f'(z) = > 0 fiir

Nun wird f aber nur auf dem Definitionsintervall [—1; 3] betrachtet, daher konnen relative Extrema
auch in den Randpunkten dieses Intervalles auftreten.

Aus dem Monotonieverhalten der Funktion f(x) folgt, dass f ein weiteres lokales Minimum bei
x3 = —1 sowie ein weiteres lokales Maximim bei x4 = 3 besitzt.

Die absoluten Extrema finden wir unter den lokalen durch Vergleich der Funktionswerte. Weil

fles) = F(-1) = £ = 1.8
fla) = £(0) = 5 =2
fl2) = 5(2) =0

fle) = f(3)= 5 = 0,2

ist, liegt das absolute Minimum bei 2 = 0 und das absolute Maximum bei x; = 2.

Der Verlauf der Funktion kann auf der folgenden Abbildung verfolgt werden. Das war bei der
Aufgabenstellung nicht verlangt und dient lediglich dem besseren Verstiindnis der Aufgabe.

Losung zu Aufgabe 5:

In(z + 4)

Um den Definitionsbereich der Funktion f(x) = zu bestimmen, miissen wir

4—+/24 — 22+ 2x

das System

r+4>0
24 — 22 4+22>0
24 — 22 +2x #0
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16sen.

Die erste Bedingung sichert, dass der Logarithmus bestimmt werden kann. Die zweite Bedingung
bestimmt das Argument der Wurzelfunktion, das nicht negativ sein darf. Die dritte schlief3t die
Nullstellen des Nenners aus.

Aus der 3.Bedingung folgt sofort 24 — 22 + 2z # 16 bzw. 22 — 22 — 8 = (z — 4)(z + 2) # 0.
z>—4
Das System kann umgeschrieben werden zu: < (6 — x)(z +4) >0

(x—4)(x+2)#0

und die Menge A ist (—4; —2) U (—2;4) U (4;6].
Man erkennt leicht:

min A existiert nicht, inf A = —4; max A = sup A = 6.

Die Nullstellen von f(x) erhalten wir aus der Gleichung In(z + 4) = 0. Das heift, z +4 = 1 gdw.
Tz =-3.

: Develop the tools we need for Life Science
UPPSALA Masters Degree in Bioinformatics

UNIVERSITET

Bioinformatics is the
exciting field where biology,
computer science, and
mathematics meet.

We solve problems from
biology and medicine using
methods and tools from
computer science and
mathematics.

Read more about this and our other international masters degree programmes at www.uu.se/master

2y

Click on the ad to read more

Download free eBooks at bookboon.com

28


http://bookboon.com/
http://bookboon.com/count/advert/b6a1fd82-96d7-e011-adca-22a08ed629e5

Loésung zu Aufgabe 6 a: Die homogene Gleichung hat die allgemeine Losung

y(x) = Ae=>I(®) = Az=5 A € R, x > 0. Das folgt aus dem Ansatz y(z) = Ae5(®) fiir eine
homogene Differentialgleichung erster Ordnung 3’ + b(z)y = 0. Dabei ist B(z) Stammfunktion
von b(zx).

Eine Losung der inhomogenen Gleichung erhalten wir aus dem Ansatz ys(z) = Cy(z)z > und
daher aus

Ci(z) =32° 2 Cy(z) = %3:9.

1
Daraus folgt ys(z) = %,

3

/ 5 4 )
In der Tat ist yg(z) + —ys(z) = §x3 + §x3 = 3a3.
x

Die allgemeine Losung der Differentialgleichung ist daher

1
y(x) = Az=5 + §£U4 mit A € R.
. . 7 P L
Die Bedingung y(1) = 3= A-17°+ 3 1* liefert uns A = 2. Die Losung des

1
Anfangswertproblems ist somit y(z) = 2275 + §x4.

/ 5 4 )
Probe: y (z) + —y(z) = —1027°% + §m3 + 10276 + gx?’ = 323
X

Losung zu Aufgabe 6 b:
Die lineare homogene Differentialgleichung 3y” + 18y, + 27y = 0 bzw. y" + 6y' + 9y = 0 hat das
charakteristische Polynom A2 + 6\ +9 = 0, d.h. (A + 3)? = 0. Die Nullstellen sind \; = X\ = —3.

Losung der homogenen Gleichung ist daher
yu(z) = Cie 3% 4 Coze™3*, C1,Cy € R.

Die inhomogene Differentialgleichung hat eine spezielle Losung ys = a € R, also ist 6 = 27a, d.h.
2

a=—.

9

2
Die allgemeine Losung erhilt man in der Form y(z) = Ce™3% + Coxe 3% + g

Losung zu Aufgabe 7:

3 3
1 1
Es ist/ (:1:2 + 2x)dx = 18. Eine Stammfunktion ist §$3 + 22, also gxg + 22| =18, dh.
a

a
1 1
949 — ga?’ — a? = 18 oder gaQ(a + 3) = 0. Mithin sind a; = 0 und a3 = —3 die gesuchten
Zahlen a.

Losung zu Aufgabe 8 a:
1 1 1
Die Funktion = fx*% hat eine Stammfunktion — - Zazg = lxg
3vr 3 3 6 18
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1 7
Daher ist / 57 dr = 1—8:1:% + C, wobei C' = const.

Losung zu Aufgabe 8 b:

Wir berechnen das Integral mit Hilfe einer partiellen Integration, die wir zweimal auffiihren. Es
folgt:

/cos zxe®dxr = sinxe® — /sin zetdxr = sinxe® — (— cos e’ — /(— cos x)e’”dx)

= sinze” + cosze® — /cos zetdx.

Wir betrachten also die Gleichung / cos ze®dx = sin xe” + cos re” — / cos ze*dx und addieren

auf beiden Seiten den Wert / cos ze’dzx.

Daraus folgt 2 - / cosze®dr = (sinx + cosz)e® und das gesuchte Integral ist

1
/cos zetdr = E(sinx + cosz)e” + C, wobei C' = const.

Losung zu Aufgabe 8 c:

0 0
Das uneigentliche Integral [ e3*dz wird laut Definition als  lim J 3% dx berechnet.

— 00 a—>—ooa

Nun erhalten wir

0
, 1,.1° 1 1. 1 1 50 1
: 3z _ : - 3z — : T Z3al - o1 3a _
agr—noo € dx_agr—noo |:36 :|a agr—noo |:3 36 :| 3 3a£r—noo€ 3
a
Losung zu Aufgabe 9:
Fiir eine unendliche geometrische Reihe mit ¢ = fnt1 €(—1;1) gilt:

Gn
a

_q.

Z;.il a; = 1

(_1)i+1 .9 10—(i+1)

In unserem Beispiel ist ¢ = =-10"t=-0,1€ (~1;1) und

(1) -2-10
ap=(-1)t-2-107t = -0, 2.
. -0,2 2
Daherist > .2, a; = o1 i
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